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RAPPORT 


fait  à  lar  Classé  des  Sciences  physiques  et  mfeitM'- 

màtiques  de  Flnstitut  national, 

»   • >  •      •  •    •    .       .1    ^  » 

parles  citoyens  Lagranqb  etI>£LAaiiBRj£j«  • 

Séance  du  lundi  28  yeniôse  ^t^.Xii.       ,^    ,  ,  ,ï^ 

Peu  d'o«ivrage»<mt  été  siism  éôciv«n^'tpà4^iê'^  4omw 
meirtés  et  rtfproduiu^  que  lésOBtéttlsIifi  d*£ttoli4e^  lii*4 
ir  n'est  pas  «l'anteur  avec  qui'ses'tMKluofeatî  «fetitiprM 
d'aussi  étratiges  KWtés.  Sens  prétexte  de  dehaer  inii 
démoBstrations  pius  de  clarté  eide  Mtnplîcilé  ;  it  k'eat 
presque  pas  de  propofi&tioiiclotit  iU  n'aient  ofaaiig4  on 
modifié  les  prenifcs.  Peranr  ne. parler  que  des  tradad*» 
leurs  français,  il  suffit  de  ^eëer  les  yeax  sur  f  BuelMe 
de  Dechailes /réimprimé  plusîeùrB  fois  snccessîvetiiient 
par  Oeai^am et  Abdieme)! pôuir  Toir  queoes  éfUtauri 
n'ont  presque  rien  re^ecté  dans  l'auteur  original^  si 
ce  n'est  Tordre  et  l'énoncé  des  tfaéiinrâmes..  Mais  malgré 
tous  leurs  soins  et  leurs  prétentions ,  ils  n'ont  pas  {ait 
oublier  le  véritable  Euclide;  on  trouve  même  eneore 
quelques  savana  qui>  soit  àveo  raison ,  Mi  par  un  goût 
un  peu  trop  exchisif  pour  les  mét^des  4es  anciens  > 
prétendent  que  malgré  les  talens  et  les  salceès  des  au- 
teurs modernes;  les  Ëlémens  d'Euclide  sont, < ai  quel-* 
ques  endroits  pr^,  le  nUeilleiir  ouvrage  que  noosayons 
en  ce  genre.  Sans  prendre  aucun  parti  snr  cet^e  ques<- 
tion ,  on  peut  conclurèiau  moins  de  leur  opinion ^  que 
le  citoyen  Peyrard  a  fait  une  chose  utile  en  tra4ui8ant 
fidèlement  un  ouvrage  dont  nous  n'avons  pas  en  de 
traduction  exacte  depuis  plus.de  denx  cents  4ina,  et 
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xlj  PRÉ  FAC  Eif 

par  son  tradv^Qtçfaif.^e  laisser»  pavler  deiu& 

illustres  Géomètrçsi;  jyipntuata  efc  Bossât  ^ 

..fi4fÇ>'e^';^ttP*loplr^  ses  Ëlétnatis  quEucllde 
4oxL  la  célébrité  de  son  nom,  Il  ramassa  dans 
cet  çuvrage,,  le  ineilleiir  encore  de  tous  ceux 
dç  ce  genre ,  les  vérités  élémentaires  de  la  Géo- 
métrie, découvertes  avant  lui.  Il  y  mit  cet  e'n- 
efafahletiïérrt"^î  admiré  par  lés' amateurs  de  la 
ri^iÎAtt'geokiietrîijae ,  et  qui  est  tel ,  qu*a  ti'y  a 
aueuiiei'^iioj^osilicfti  qui  n'ait*  dés  rappiorts  liê^ 
efim9ir^9<méc,ciSiés  qin  la  précèdent  ou  qui  la 
suiv^mi  Eîi  vain  divevs' Géomètre» ,  i  quîTar* 
rapjjQpaent  d'Euctide  a  déplu ,  oBit  t^bé.  de  1^ 
réformer ,  sans  porter  atteinte  à  la  iprce  des 
démonstrations.  Leurs  efforts  impuissans'ont  ^ 
fait  voir' combien  il  est  difficile  dé  substituer  à  la 
cbafiie  formée pât-l^ancien  géomètre,  une  chaîné 
aussi  Senne  et  aussi  >  solide;  T^léloit  le  ien- 
timènt  de.rUlusire  M.  Leibnitz,  doiit  Tau* 
torité  doit  êtr^  d'uii{gra9d  poid^  eu  iié9  mar 
lières;  et  M.  Wolf,  qui  nous  IVpprepd,  con- 
vient d'avoir  tenté  inutilement  d  arrangeij  les 
vérités  géométriques  dsms  un  ordre  différent , 
san^  sujpposer  des  choses  qui  n'étoient  poiuf 
encore  déràoirtrées ,  ou  sans  se  relâcher  beau- 
coup sur  Ja  sôKdité  de  la  démônstrtitton;  Les 
Géomètres  ai^bis  y  c^i  se^ibleni  woir  le  niii^ux 
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eoii$erve  le  goAt  de  la  rigoûrease  géométrie , 
vmt  totiJQ«irs  pensé  anîin  ;  «t  EacKde  a  trouvé 
«liez  evK  de  tétés  défmseurs  dans  ^lîvers  6ëo« 
mètres  habile».  L'Angleterre  yok  moins  édorf 
de  ces  <oa;inpages^,  ^ai  ne  &eiUteBt  la  seience 
^'en  Féiierrabt;  Euclide  y  est  presque  le  seul" 
mxÈem  âémeniaire  eoônv ,  et  l'on  n'y  manque 
pas  ide  Gëoanètres^ 

i>  Le  r^rtxjiè'de  désenkve  Adt  i  Êuolîdfe  ^ 
n'obligé)  à 'cpiefap^  réflexions  sur  Tordre  pré^ 
tendu  qa'a^eeieat3k)s.aa|enrs  mode.nâes  d-élé*> 
mens ,  et  sur  les  incbnTénieas  qui  en  sont  la 
sûte.  Pent'OQ  regarder  oooune  un  véritfilile 
oïd^e^  celui  4pu  >oUige  à  yi^er  là  ecmdîtiofi 
k  pk»  essemidie  à  un  rôsonnemeiit  qè^snl^ 
trique  7  je  veux  dsne ,.  cette  rîgueUr  de  dé*- 
fflûnstratÎQn^  seule  ^paUe  d»  forcer  4»  «e^pm 
disposé  à  ne  se  «rendre  qn'à  l'éindeiice  «c^ 
^lysique  ?  Or  rien  n'est  plus  oonmuii  éiitez  i^ 
miteitfs  dosa  4m  parle ,  quç  oes  ^tceimes-pomé^ 
à  h  Tigneut"  géométrique.  Slaiis  il  teur  ^Bà&M, 
néeessaârement^se  relâcher  jusqii'àoe  poiât ,  4M 
commencer  à  tr^ler  d^  bertain  genre  d'éteto- 
^due ,  a^vant  que  d^a^cw  -épmsé  ee  qu'iâ  y  avoit  a 
£re  d'ufl  autre  plus  simple ,  et  ils  ont  mîeuK 
^aiiné  ne  démoUlrer  qu'à  demi  y  c'est-à-dire  ^  n^ 
-point  démontrer  du  tout ,  que  de  blesser  uli 
prétendu  ordre  dont  ils  étoient  épris. 
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»  Il  y  a  même ,  à  mon  avis ,  une  sorte  de  pue^* 
nlité  dans  cette  aiïectaticm  de  ne  point  parler 
d'un  genre  degràndeur,  dés  triangles^  par  €xem«- 
ple,  avant  que  d'avoir  traité,  au  long  des  lignes 
et  des  angles  :  car  pour  peu  que,  s'astreignant 
à  cet  ordre ,  on  veuille  observer  la  rigueur  géo- 
métrique >  il  faut  faire  le&  mémes'frais  de  dé-** 
monstrations ,  que  si  l'on  eût  commesicé  par  ce 
genre  d'étendue;  plus  composé ,  et.  d'ailleurs  si 
simple ,  qu'il  n'exige  pas  qu'xm  s'y.  élève  par 
degrés.  7.'ose  aller  plus  loin,  et  je  ne  crains 
point  de  dire  que  cet  ordre  affecté  va  à  rétrécir 
l'esprit ,'  et.à  l'accoutumer  à  une  marche  côi^ 
traire  à  ceUe  du  génie  des  découvertes*  C'est 
déduire  laborieusement  plusieurs  vérités  parti- 
culières, tandis  qu'il  n'étoit  pas  plus  difficile 
d'embrasser touâwd'un  coup  le  tronc,  dont  elles 
ne  sont  que  lés  branches.  Que  sont  en  effet  la 
plupart  de  'ces  propositions  sur  les  perpendi-** 
culaires  et  les  obliques,  qui  remplissent  plu-^- 
sieiiirs  sections. des  ouvrages  dont  on  parle, 
sinon  autant,  de  conséquences  fort  simples  de 
la  propriété  du  triande  isoscéle?  Il  éipit  bien 
plus  lumineux ,  6t  m&ne  plus.court ,  de  com- 
mencer à  démontrer  cette  propriéié>  et  d'en  dé- 
duire ensuite  toutes  ces  autres  propositions  >>. 
(Histoire  des  Matliématiijuês ,  par  J.  F.  Morr- 
TucLA.  Paris ,  an  vn ,  tom.  i  ;  p^g.  Stç5.  ) 
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«  Jamab  livre  de  science  n'a  eu  un  succès 
comparable  à  celui  des  Elëmens  d'EucIide.  Us 
ont  été  enseignas  exidusivement  pendant  plu- 
sieurs siècles  dans  toutes  les  écoles  de  matké- 
matiques ,  traduits  et  conuinentés  dans  toutes  les 
langues  ;  preuve  certaine  de  leur  excellence  »  • 
(  Essai  sur  V Histoire  générale  des  Mathémqtiquesj 
par  Ch.  Bossut.  Paris,  1802 ,  tom..  x ,  pag.  4^.) 

ir.  B.  Il  est  indispenflàble  cHs  faire  les  correclîoriA  irir 
diquées  dans  Verrata,  avant  d'entreprendre  la  leeture 
d'Euclidê. 
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ÉLÉMENS 

DE 

GÉOMÉTRIE 

D'EUCLIDE. 

LIVRE  PREMIER. 

DÉFINITIONS. 

1.  Lje  point  est  ce  qui  n'a  aucune  partie. 

2.  La  ligne  est  une  longueur  sans  largeur. 
5.  Les  extrémités  d'une  ligne  sont  des  points. 
4-  La  ligne  droite  est  celle  qui  est  toute  éga- 
lement interposée  entre  ses  points  (i). 

5.  Une  superficie  est  ce  qui  a  longueur  et 
largeur  seulement. 

(i)  Dans  la  suite  nous  dirons  une  droite  au  lieu  de 
dire  une  ligne  droite. 

A 


2  EliEMENS 

6.  hes  extrémités  d'une  superficie  sont  des 
lignes.  ^ 

7.  Une  superficie  pleine  est  celle  qui  est 
également  interposée  entre  ses  lignes  droites. 

8.  Un  angle  plan  est  Finclinaison  mutuelle  de 
.  deux  lignes  qui  se  touchent  dans  un  plan  et  qui 

ne  sont  point  placées  dans  la  même  direction. 

9.  Lorsque  des  lignes  droites  comprennent 
un  angle ,  l'angle  s'appelle  rectiligne. 

I  o.  Lorsqu'ime  droite  tombant  sur  une  droite 
fait  les  angles  de  suite  égaux  entr'eux ,  chacun 
des  angles  égaux  est  droit.  La  droite  tombante 
est  dite  perpendiculaire  à  celle  sur  laquelle  elle 
tombe. 

1 1 .  L'angle  obtus  est  celui  qui  est  plus  grand 
que  l'angle  droit. 

][  2  V  L'angle  aigu  est  celui  qui  est  plus  petit 
que  l'angle  droit. 

i5.  On  appelle  terme  ou  limite  ce  qui  est 
l'extrémité  de  quelque  chose. 

14.  On  appelle  figure  ce  qui  est  compris 
entre  une  ou  plusieurs  limites. 

i5.  Le  cercle  est  une  figure  plane  comprise 
dans  une  seule  ligne  qu'on  appelle  circonfé- 
rence ;  toutes  les  droites  menées  à  la  circon- 
férence d'un  seul  point  de  ceux  qui  sont  placés 
dans  les  figures ,  sont  égales  entr' elles. 
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16.  Ce  point  se  nomme  le  centre  du  cercle. 

17.  Le  diamètre  du  'cercle  est  une  droite 
menée  par  le^  centre  et  terminée  de  part  et 
d'autre  par  la  circonférence  du  cercle  ;  lé 
diamètre  partage  le  cercle  en'  deux  parties 
égales. 

18.  Un  demi-cercle  est  une  figure  comprise 
entre  le  diamètre  et  la  portion  de  la  circonfé- 
rence qui  est  interceptée  par  le  diamètre. 

19.  Un  segment  de  cercle  est  une  portion  du 
cercle  comprise  entre  une  droite  et  la  circon- 
férence du  cercle. 

20.  Les  figures  rectilignes  sont  celles  qui  sont 
terminées  par  des  droites.  * 

2 1 .  On  appelle  trilatères  ou  triangles  les  figures 
terminées  par  trois  droites.       '  • 

22.  Quadrilatères,-  celles  qui  soilt'tertmii^ej 
par  quatre. 

'    25.  Multilatères  ou  polygones,  celles  qui  sont 
terminées  par  plus* de  quatre  droites. 
'    24,  Parmi  les  figUfes  frilatères ,  cèUe  qui'  est 
terminée  par  trois  côtés  égaux  se  nommé  trian* 
gle  équilatéral. 

a5.  Celle  qui  a  seulement  deux  côtés  égaux 
se  nomme  triangle  isocèle. 

26.  Celle  dont  tous  les  côtés  soQ.t  inégaux  se 
nomme  triaûgle  scalène. 

3 


\ 
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57.  Parmi  les  figures  irU^^èrçs ,  celle  qui  a  uu 
angle  droit  se  nomme  triangle  rectangle. 
_,  2,8  ..Celle  qui  a  un  angle  obtus  3e  nomme 
triangle  amblj^gone  ou  triangh  optus-angle.     , 

29.  Celle  qui  a  ses  trois  angles  ai^us ,  trian-» 
gle  oxygone  ou  triangle  acutangle.  i 

30.  Parmi  les  figures  quadrilatères ,  celle  qui 
ses  côtés  égaux  et  ses  angles  droits ,  se  nomme 
quarré.  ':  i 

3i.  Celle  quia  ses  angles  droits,  mais. qui  n'a 
pas  ses  cotés  égaux ,.  se  nomme  quarré  oblong 
ou  rectangle.  , 

.    32.*  .CelljB  qui  a  ses  côtés  é^au^ ,  mais  qui  n  a 
pas  ses  angles  droits ,  se  noname  rhombe. 

53.  Celje  dont  les  côtés  et  les  angles  opposés 
sont  égaux ,  mais  dont  tous  les  côtés  ne  sont  pas 
^ji^x  et  di^t  les  angles  ne  sont  .pas  droits,  se 
nomme  rhomboïde. 

,^,,54.  Les  autres  quadrilatères /cetiit-là  e;tcçp- 
tés,  se  noumient  trapèzes  (ï). 
^.  35.  Enfi^9  les  parallèles  sont  des  droites  qui, 
Stant  placées  sur  un  même  .plan^  et  qui  étant 

(1)  Du  nomme  aujourd'hui  trapèze  un  quadnlalère 
dont  deux  de  ses  côtés  seulement  sont  parallèles^  et 
les  autres  quadi'ilalères,  excepté  le  trapèze  et  les  qua- 
drilatères doà% parle  Eudide^  se  nomment  ordinaire- 
ment quadrilatères  simplement  dits. 
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prolongées  de  part  et  d'autre  à  l'infini^  ne  se 
rencontrent  nulle  part. 

]>   E   M   A   N    D   £    s. 

I .  Conduire  une  droite  d'un  point  quelcon- 
que à  un  point  quelconque. 

a.  Prolonger  continuellement ,  selon  sa  di- 
rection, une  droite  finie. 

5.  D'un  point  quelconque  et  avec  un  inter- 
yalle  quelconque  décrire  une  circonférence  de 
cercle. 

Notions  communes  ou  axiomes. 

1 .  Les  quantités  qui  sont  égales  à  une  même 
quantité  sont  égales  entr'elles. 

2.  Si  à  des  quantités  égales  on  ajoute  des 
quantités  égales ,  les  tous  seront  égaux. 

3.  Si  de  quantités  égales  on  retranche  des 
quantités  égales ,  les  restes  seront  égaux. 

4-  Si  à  des  quantités  inégales  on  ajoute  des 
quantités  égales ,  les  tous  seront  inégaux. 

5.  Si  de  quantités  inégales  on  retranche  des 
quantités  égales,  les  restes  seront  inégaux. 

6.  Les  quantités  qui  sont  doubles  d'une  même 
quantité  sont  égales  entr'elles. 

7.  Les  quantités  qui  sont  les  moitiés  d'une 
même  quantité  sont  égales  entr'elles. 
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8.  Lç^  choses  qui  se  conviennent  mutuelle-^ 
ment  sont  égales  entr'elles. 

9.  Le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie. 

10.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. (i). 

1 1 ..  Si  une  droite  tombant  sur  deux  droites 
fait  les  angles  intérieurs  du  même  côté  plus 
petits  que  deux  droits ,  les  deux  droites  pro- 
longées à  l'infini  se  rencontreront  du  côté  où 
les  angles  sont  plus  petits  que  deux  droits. 

13.  Deux  droites  ne  renferment  point  un 
espace. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

PROBLEME, 

Sur  une  droite  donnée  et  finie ,  construire 
un  triangle  équilatéral. 

Soit  AB  (fig.  i)  la  droite  donnée  et  finie  :  il 
faut  construire  sur  la  droite 'A  B  un  triangle 
équilatéral. 

Du  centre  A  et.  avec  un  intervalle  AB,  dé- 
crivez la  circonférence  BCD  (dem.  3) ;  ensuite 
du  centre  B  et  avec  l'intervalle  BA  décrivez  la 
circonférence  ACE  ;  et  du  point  C ,  où  les  cir- 


(1)  Dans  quelques  manuscrits  les  axiomes  10  et  12 
se  trouvent  placés  parmi  les  demandes. 
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conférences  se  coupent  mutuellement,  cou-, 
duisez  aux  points  A,  B,  les  droites  CA,  CB 
(dem.  I  ). 

Car  puisque  le  poiht  A  est  le  centre  du  cer- 
cle C  DB  y  la  droite  AÇ  sera  égale  à  la  droite  AB 
(déf.  i5);  de  plus ,  puisque  le  point  B  est  le 
centre  du  cercle  CAE,  la  droite  BC  sera  égale 
à  la  droite  BA;  mais  il  a  été  démontré  que  la 
droite  C  A  étoit  égale  à  la  droite  AB:  donc  cha- 
cune des  droites  CA ,  CB  est  dgale  à  la  droite 
AB  ;  or  les  quantités  qui  sont  égales  à  une  même 
quantité  sont  égales  entr'elles  ;  donc  la  droite 
C  A  qst  égale  à  la  droite  CB  :  donc  les  trois  droites 
CA,  AB,  BC  sont  égales  entr'elles. 

DoEiC  le  triangle  ABC  (déf.  ^4)  est  équila- 
téral ,  et  de  plus  il  est  construit  sur  la  ligne 
donnée  et  finie  AB;  ce  qu'i^alloit  faire. 

PROPOSITION    II. 

PROBLÈIHE. 

D'un  point  donné  conduire  une  droite  égale  à  une 
droite  donnée. 

Soit  A  (  fig.  :2  )  le  point  donné  et  BC  la  droite 
donnée  :  il  faut  conduire  du  point  A  une  droite 
égale  à  la  droite  BC. 

Conduisez  du  point  A  au  point  B  la  droite 

4- 
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AB  (dem.  i);  sur  cette  droite  construisez  le 
triangle  équilatéral  DAB  (prop.  i),  et  pro- 
longez les  droites  AE ,  BF  dans  la  direction 
des  côtés  D  A ,  DB  ;  du  centre  B  et  avec  l'inter- 
valle BC  ,  décrivez  la  circonférence  CGH 
(dem.  3);  et  du  centre  D,  et  avec  l'intervalle 
DG  décrivez  ensuite  la  circonférence  GiL. 

En  effet,  puisque  le  point  B  est  le  centre  du 
cercle  CGH,  la  droite  BC  sera  égale  à  la  droite 
B  G  (déf  .  1 5  )  ;  de  plus ,  puisque  le  point  D  est  le 
centre  du  cercle  G  KL,  la  droite  DL  sera  égale 
à  la  droite  DG;  mais  la  droite  DA  est  égale  à 
la  droite  DB  :  donc  la  droite  AL  sera  égale  à  la 
droite  BG  (  axiome  3  )  ;  mais  il  a  été  démontré 
que  la  droite  BC  est  égale  à  la  droite  BG  :  donc 
les  droites  AL,  BC  sont  égales  chacune  à  la 
droite  B  G.  Mais É^s  quantités  qui  sont  égales  à 
une  même  quantité  sont  égales  entr'elles  :  àoac 
la  droite  AL  est  égale  à  la  droite  BC. 

Donc  du  point  donné  B  on  a  conduit  une 
droite  AL  égale  à  la  ligne  donnée  BC;  ce  qu'il 
falloit  faire. 
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PROPOSITION    IIL 

PROBLÈME. 

Deux  droites  inégales  étant  données  y  retrancher 
de  la  plus  grande  une  droite  égale  à  la  plus 
petite. 

Soient  AB  et  C  (fig.  5)  les  deux  droites  iné- 
gales données  dont  la  plus  grande  soit  AB  :  il 
faut  de  la  plus  grande  AB  retrancher  une  droite 
qui  soit  égale  à  la  plus  petite  C. 

Du  point  A  copduisez  une  droite  AD  égale 
à  la  droite  C  (prop.  2) ,  et  du  centre  A  et  avec 
un  intervalle  AD  décrivez  la  circonférence  DEF 
(dem.  3). 

Puisque  te  point  A  est  le  centre  du  cercle 
BEF^  la  droite  AE  sera  égale  à  la  droite  AD  ; 
mais  la  droite  C  est  égale  à  la  droite  AD  :  donc 
les  deux  droites  AE ,  C  sont  égales  chacune  à 
la  droite  AD  :  donc  la  droite  AE  est  égale  à  la 
droite  C. 

Donc  les  deux  droites  inégales  AB,  C  ayant 
été^onnées ,  il  a  été  retranché  de  la  plus  grande 
AB  une  droite  AE  égale  à  la  plus  petite  C }  ce 
<]u'il  falloit  faire. 
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PROPOSITION    IV. 

THEOREME. 

Si  deux  côtés  (Twi  triangle  sont  égaux  à  deux 
côtés  d'un  autre  triangle  chacun  à  chacun  ,  et  si 
les  deux  angles  compris  entre  les  côtés  égaux 
de  ces  deux  triangles  sont  aussi  égaux ,  la  hase 
de  l'un  sera  égale  à  la  base  de  l'autre;  ces  deux 
triangles  seront  égaux ^  et  les  autres  angles  conv" 
pris  entre  les  côtés  égaux  de  ces  deux  triangles 
seront  aussi  égaux  entr*eux. 

Soient  les  deux  triangles  ABC ,  DEF  (fig.  4) 
dont  les  deux  côtés  AB ,  AC  sont  égaux  aux  deux 
côtés  DE,  DF  chacun  à  chacun,  c'est-à-dire, 
le  côté  AB  égal  au  côté  DE,  et  le  côté  AC  au 
côté  DF  ;  que  l'angle  BAC  soit  aussi  égal  à 
l'angle  EDF  :  je  dis  que  la  base  BC  jsst  égale  à 
la  base  EF,  que  le  triangle  ABC  est  égal  au 
triangle  DEF,  et  que  les  autres  angles  compris 
entre  les  côtés  égaux  de  ces  deux  triangles  sont 
aussi  égaux  chacun  à  chacun;  l'angle  ABC  égal 
à  l'angle  DEF,  et  l'angle  ACB  égal  à  l'angle 
DFE. 

Car  si  le  triangle  ABC  est  appliqué  sur  le 
triangle  DEF,  le  point  A  étant  posé  sur  le  point 
D ,  la  droite  AB  sur  la  droite  DE,  le  point  B  tom- 
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bera  sur  le  point  E ,  parce  que  la  droite  AB  est 
égale  à  la  droite  DE  :  mais  la  droite  AB  s'appli-* 
quant  exactement  sm*  la  droite  DE,  la  droite  AC 
s'appliquera  de  même  exactement  sur  la  droite 
DF,  parce  que  l'angle  BAC  est  égal  à  .l'angle 
EDF  ;  le  point  C  tombera  sur  le  point  F,  parce 
que  la  ligne  AC  est  égale  à  la  ligne  DF  ;  mais  le 
point  B  tombe  sur  le  point  E  :  donc  la  base  BC 
est  égale  à  la  ba^e  EF ,  car  si  le  point  B  tombant 
sur  le  point  E ,  et  le  point  C  sur  le  point  F,  la* 
base  BC  ne  s'applique  pas  exactement  sur  la 
base  E  F ,  il  faut  nécessairement  que  deux  lignes 
droites  comprennent  un  espace ,  ce  qui  est  im- 
possible (axiome  I3  )  ;  donc  la  base  BC  s'appli- 
quera exactement  sur  la  base  EF,  et  lui  sera 
égale;  donc  aussi  le  triangle  entier  ABC  s'ap- 
pliquera exactement  sur  le  triangle  entier  DE  F 
et  lui  sera  égale.  Par  conséquent  les  autres  an- 
gles de  l'un  des  triangles  s'appliqueront  exac- 
tement sur  les  autres  angles  de  l'autre  triangle 
et  seront  par  conséquent  égaux  aussi  entr'eux  ; 
c'est-à-dire  l'angle  ABC  égal  l'adgle  DE  F,  et 
l'angle  ACB  égal  à  l'angle  DFE. 

Donc  si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  égaux  à^ 
.deux  côtés dhm  autre  triangle  chacun  à  chacun, 
et  si.  les  deux  angles  compris  entré  les  côtés 
égaux  de  ces  deux  triangles  sont  aussi  égaux ,  la 
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base  de  Fun  sera  égak  à  la  base  de  Fautre  ;  ces 
deux  triaDgle^  seront  égaux ,  et  les  autres  angles 
compris  entre  les  côtés  égaux  des  deux  trian- 
gles seront  aussi  égaux  entr'eux  -,.  ce  qu^il  falloit 
démontrer. 

PROPOSITION    V. 

THÉORÈME. 

Dans  les  triangles  isocèles  les  angles  placés  sur 
*  la  base  sont  égaux  entr'eux,  et  les  côtés  égaux 
étant  prolongés  ,  les  angles  placés  au~dessotis 
de  la  base  seront  aussi  égaux  entr^eux. 

Soit  le  triangle  isocèle  ABC  (fîg.  5)  dont  le 
côté  AB  est  égal  au  côté  AC;  prolongez  lés 
droites  AB ,  AC ,  vers  D  et  vers  E  (dem.  2  )  :  je 
dis  que  l'angle  A,BC  est  égal  à  l'angle  ACB  et  que 
l'angle  CBD  est  encore  égal  à  l'angle  BCE. 

Car  prenons  sur  la  droite  B0  un  point  quel- 
conque F,  et  de  la  droite  AE  retranchons  la 
droite  AG  égale  à  la  droite  AF,  qui  est  plus 
petite  que  la  droite  AE  (prop.  3),  et  condui- 
sons les  droites  FC  et  GB. 

Puisque  la  droite  A  F  est  égale  à  la  droite  AG 

«  et  la  droite  AB  à  la  droite  AC ,  les  deux  droites 

FA,  C  A  seront  égales  aux  deux  droites  GA,  BA 

chacune  à  chacune  -,  mais  ces  droites  compren- 


D'JE  U  C  L  1  D  B.  i5 

nent  Fangle  commun  FAG:  donc  (prop.  4)  '« 
base  F  G  sera  égale  à  la  base  G  B  ;  le  triangle  AF  C 
sera  égal  an  triangle  AGB  et  les  autres  angles 
compris  entre  les  côtés  égaux  de  ces  deux 
triangles  seront  aussi  égaux  entr'eux ,  c'est-à- 
dire,  l'angle  ACF  égal  à  Tangle  ABG,  et  l'angle 
A  PC  à  l'angle  AGB  ;  mais  comme  la  droite  A  F 
est  égale  à  la  droite  A  G  et  la  droite  AB  à  la 
droite  AC  ,  la  droite  BF  égalejra  la  droite  CG 
(axiome  S  )  ;  mais  il  a  été  démontré  que  la  droite 
FC  est  égale  à  la  droite  GB  :  donc  les  deux  droites 
BF,  FC  sont  égales  aux  droites  CG,  GB  cha- 
cune à  chacune  ;  mais  l'angle  BFC  est  égal  à 
Tangle  CGB  et  la  ^oite  BC  est.  la  base  com« 
mune  de  ces  deux  triangles  ;  donc  le  triangle 
BFC  sera  égal  au  triangle  CGB  et  les  autres 
ao^s  compris  entre  les  côtés  égaux  de  ces 
deux  triangles  seront  aussi  éga\LX^hacim  à  cha- 
cun (prop. 4)  •  donc  rangle.fFBC  est  égal  à 
l'angle  GCB>  et  l'angle  BCF  égal  aussi  à  l'an- 
gle CBG.  Mais  ccmm^ie  il  a  été  démontré  ;que 
l'angle  total  ÀBG  étoit  égal  à  l>ngle  total  AÇ  F 
et  que  l'angle  CBG  étoit  au^i  égal  à  l'angle 
BCF,  Tangle  restant  AB  C  (  axiome  3  )  et  l'^igie 
restant  AC6  placés  sur  la  base%  seront  égaux.  Il 
a  été  démontré  aussi,  que  les  angles  FBC  et  GCB 
placés  aurdfispus  de  la  base  etoient  aussi  égaux. 
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Donc  dans  les  triangles  isocèles  les  angles 
placés  sur  la  base  sont  égaux  entr*eux  ,  et  les 
côtés  égaux  étant  prolongés ,  lés  angles  placés 
au-dessous  de  la  base  seront  aussi  égaux  entre 

eux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

^  .       •    . . 

P  R  O  P  O  S  I  T  I  O  N    V  L 

THÉORÈME. 

Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  égaux  entr'eux  , 
les  côtés  opposés  à  ces  angles  égaux  seront  aussi 
égaux  entr^eux. 

Soit  le  triangle  ABC  (fig.  G)  ayant  Pangle 
ABC  égal  à  r%ngle  ACB  :  je  dis  que  le  côté 
AC  est  égal  au  côté  AB. 

Car  si  le  côté  AC  n'est  pas  égal  au  côté  AB, 
Tun  d'eux  sera  pl^s  grand  que  l'autre.  Soit  AB 
le  plus  grand;  rétranchez  de  AB  qui  est  le^lus 
grand  côté  (prôp.  3)  la  droite  D^  égal  au.plus 
petit  côté  AC ,  et  menez  la  droite  l5C. 

Puisque  DB  est' égal  à  la  droite  AC  ,  et  que 
la  droite  B  C  est  le  côté  commun ,  les  deux 
droites  DB^,  BG  sont  égales  aux  deux  droites 
AG ,  CB  chacuiie  à  chacune-,  mais  l'angle  DBC 
est  égal  à  l'angle  ACB  :  donc  |a  base  DC  est 
égale  à  la  basèAfi  et  le  triangle  ABC  égal  au 
triangle  DCB  ;  c'est-à-dire  que  l^jplus  grand  est 
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égal  au  plus  petit  :  ce  qui  ek  absurde.  Donc  la 
droite  ÂB. n'est  pas  plus  grande  que  la  droite 
AC,  donc  elle  lui  est  égale. 

Donc  si  deux  angles  d'un  triangle  sont  égaux 
entr'eux ,  les  côtés  opposés  aux  angles  égaux 
seront  aussi  égaiîx  entr'eux  ;  ce  qu  il  falloit  dé- 
montrer. 

PROPOSITION    VIL 

THÉORiME. 

Ayant  conduit  par  les  extrémités  d'une  droite 
deux  droites  qui  se  rencontrent,  il  est  impossi^ 
ble  de  mener  des  mêmes  extrémités  deux  autres 
droites  qui  leur  soient  égales  chacune  à  cha^ 
cune  ,  si  le  point  oii  se  rencontrent  les  deux 
dernières  étroites  est  placé  du  même  côté  et  n'est 
pas  le  même  que  celui  où  se  rencontrent  les  deux 
premières. 

Supposons  qu'il  soit  possible  de  conduire  par 
les  extrémités  A-,  B  de  la  droite  AB  (fig.  7),  deux 
droites  AD,  DB  égales  chacune  à  chacune  à 
deux  autres  droites  AC ,  CB  conduites  aussi  par 
les  mêmes  extrémités  A ,  B ,  et  se  rencontrant 
au  point  C  qui  est  placé  du  même  coté  et  qui 
n^est  pas  le  même  que  celui  où  se  rencontrent 
les  deut  droites  AD ,  DB  ,  de  manière  qu« 
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les  deux  droites  CA,  DA  partant  de  la  même 
extrémité  A  soient  égales  entr'elles ,  et  que  les 
deux  droites  CB ,  DB  partant  de  la  même  extré- 
mité B  soient  aussi  égales  entr'elles;  conduisez 
ir droite  CD. 

Puis  donc  que  la  droite  AC  est  égale  à  la 
droite  AD,  Fangle  ACD  est  égal  à  l'angle  ADC 
(prop.  5)  j  d'où  il  suit  que  Tangle  ADC  est  plus 
grand  que  l'angle  DGB,  et  que  l'angle  CDB  est 
beaucoup  plus  grand  que  DCB;  de  plus  puis- 
que la  droite  CB  est  égale  à  la  droite  DB,  l'an- 
gle CDB  sera  égal  à  l'angle  DCB  ;  mais  il  a  été 
démontré  qu'il  est  beaucoup  plus  grand,  ce  qui 
est  impossible.  •         , 

Donc  ayant  conduit  par  les  extrémités  d'une 
droite  deux  droites  qui  se  rencontrent,  il  est 
impossible  de  conduire  par  les  mêmes  extré- 
mités deux  autres  droites  qui  leur  soient  égales 
chacune  à  chacune ,  lorsque  le  point  où  se  ren- 
contrent ces  deux  dernières  droites  est  placé 
du  même  côté  et  n'est  pas  le  même  que  celui 
où  se  rencontrent  les  deux  premières  5  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    VII  L 

THEOREME. 

Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  égaux  à  deux 
cotés  d'un  autre  triangle,  chacun  à  chacun  y  et  si 
la  hase  de  l'un  est  égale  à  la  base  de  l'autre , 
les  deux  afigles  compris  entre  les  côtés  égaux 
seront  aussi  égaux. 

Soient  les  deux  triangles  ABC ,  DEF  (fig.  8) 
apnt  les  deux  côtes  AB,  AC  égaux  aux  côtés 
DE,  DF ,  chacun  à  chacun,  c'est-à-dire  le 
côté  AB  égal  au  côté  DE,  et  le  côté- AC  égal 
au  côté  DF  ;  que  la  base  BC  soit  aussi  égale  à 
la  base  EF  :  je  dis  que  l'angle  BAC  est  égal  à 
TangleEDF. 

Car  si  le  triangle  ABC  est  appliqué  sur  le 
triangle  DËF ,  le  point  B  sur  le  point  E,  et  la 
droite  BC  sur  la  droite  EF,  le  point  C  tombera 
sur  le  point  F,  parce  que  la  droite  BC  est  égale 
à  la  droite  EF.  La  droite  B  C  s'appliquant  exac- 
tement sur  la  droite  EF ,  les  droites  6A,  AC 
s'appliqueront  exactement  sur  les  droites  DE , 
DF  :  car  si  la  base  BC  s'appliquant  exactement 
sur  la  base  EF,  les  côtés  BA,  AC  ne  s'appli- 
quant pas  exactement  sur  les  côtés  DE,  D  F, 
et  prenoient  une  autre  position  comme  E  G , 

B 
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G  F,  il  serolt  possible ,  après  avoir  conduit  par 
les  extrémités  d'une  droite  deux  droites  *qui  se 
rencontrent ,  de  mener  par  les  mêmes  extré- 
mités deux  autres  droites  qui  leur  seroient  égales 
chacune,  à  chacune ,  lors  même  que  le  point  où 
se  rencontroient  les  deux  dernières  seroit  placé 
du  même  côté  et  ne  seroit  pas  le  même  que 
celui  où  se  rencontrent  les  deux  premières  ; 
mais  cela  est  impossible  (  prop.  7  )  :  donc  la 
base  BC  s'appHquant  exactement  sur  la  base 
£Fy  il  est  impossible  que  les  cotés  AB ,  AC  ne 
s'appliquent  pa^  exactement  sur  les  côtés  ED^ 
D  F  :  donc  ils  s'appliquent  exactement  lès  un& 
$ur  les  autres  :  dpnc  l'angle  BAC  s'apphque 
exactement  sur  l'angle  £DF  :  donc  il  lui  est 
égal. 

Si  donc  deux  côtés  d'un  triangle  sont  égaux 
à  deux  côtés  d'uii  autre  triangle ,  chacun  à  cha-» 
cun  f  et  si  la  base  de  l'un  est  égale  à  la  base  dé 
l'ature ,  les  deux  angles  compris  entre  les  côtés 
égaux  «eront  égaux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    IX. 

PROBLisillE. 

Partager  un  angle  rectitigne  donné  en  deux  parties 
égales. 

Soit  BAC  (fig.g)  Fangle  i»ectiHgne  donné  : 
il  £iut  le  partager  en  deux  parties  égales. 

Prenez  sur  la  droite  AB  un  point  quelcon- 
que D  y  retranchez  de  la  droite  AC  la  droite  AE 
égale  à  la  droite  AD  (prop.  S),  conduisez  la 
droite  DE ,  sur  la  drcme  DEcqnstruisez  le  trian- 
gle éqoilatéral  DEF  (prop.  >  )  >  ^^  conduisez  la 
droite  A  F. 

Puis<pie  la  droite  AD  est  ^ale  à  la  droite 
AE  et  que  la  droke  AP  est  commune ,  les  deux 
droites  D  A,  AF  seront  égales  aul  deui  droites 
EA,  AF,  chaeiuie  à  chacune  ;  mais  la  base  1>F 
est  égale  à  b  base  EF  :  donc  l'angle  DAF  est 
égal  à  l'angle  E  AF  (prop.  S)  :  donc  Fangle  rec- 
tiligne  donné  BAC  est  partagé  en  deux  parties 
égsîes  par  la  ligne  AF  ;  ce  qull  fafioit  faire. 
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PRO  P  O  SIT  I  O  N    X. 

P  R.OB.L  E  M  E. 

P.aitager  une  droite  donnée  et  finie  en  deusc 
parties  égales. 

Soit  AB  (fig.  lo)  la  droite  donnée  et  finie  : 
il  faut  partager  cette  droite  AB  en  deux  parties 
égales. . 

Construisez  sui*  cette  ligne  un  triangle  équî« 
latéral  ABC  (  prop.  i  ) ,  et  psûrtagez  l'angle  ACB 
en  deux  parties  égales  (prop.  9)  :  je  dis  que  la 
droite  AB.  est  partagée  en  deux  parties  égales  au 
point  D. 

Car  puisque  la  droite  AC  est  égale  à  la  droite 
CB,  et  que  la. droite  CD  esst  commune ,  les  deux 
droites  AC ,  CD  sont  égales  aux  deux  drokes 
BGy  CD,  chacune  à  chacune.;  mais  l'angle  AC  D 
est  égal  à  l'aQgle  BCD  :  donc  la  hase  AD  est 
égale  à  la  base  BD  (prop.  4)- 

Donc  la  droite  dpn^ée  et  finie  A  B  est  par- 
tagée en  deux  parties  égales  au  point  D;  ce 
qu'il  falloit  faire. 
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PROPOSITION    XL 

Sur  une  droite  donnée  et  d'un  point  donné  dans 
cette  ligne,  conduire  une  droite  qui  fasse  deux 
angles  droits  avec  la  droite  donnée. 

Soit  AB  (fig.  1 1  )  la  droite  donnée  et  C  le  point 
donné  dans  cette  droite  :  il  faut  par  le  point  C 
conduire  à  la  droite  AB  une  droite  qui  fasse 
deux  angles  droits. 

Prenez  dans  la  ligne  AC  un  point  quelconque 
D,  laites  C  Ç  égale  à  C  D  (prop.  3  ) ,  cotistruisez 
sur  la  droite  DE  un  triangle  équilatéral  F  D  E 
(  prop.  I  ) ,  et  menez  la  droite  F  G  :  je  dis  que  la 
droite  CF,  conduite  par  le  point  C  sur  la  droite 
donnée  AB,  fsât  deux  angles  droits  avec  elle.* 

Car  puisque  la  droite  Ç  D  est  égale  à  (a  droite 
CE  et  que  la  droite  FC  çst  conunune^  les  deux 
droites  DC,  CF  sont  égales  ;aux  deux  dr^itesi 
EC ,  CF,  chacune  à  chaçi^e;  mais  la  base  DF 
est  égale  à  Ja  base  EF  :  dcjnc  l'angle  DGF  est 
égal  à  l'angle^  C  F  (  prop.  8  ) .  Or  ces  deux  ai^gles 
sont  de  suite  ;  mais  quand  unç  drpite  fait  ayec 
une  autre  les  angles  de  suite  égaux  enlr'eas^, 
chacun  des  angles  éga^x  e^^l  àfi»x  (déf.  io)  : 
donc  chacun  des  angles  DCF,  FCE  est  droit. 
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Donc  la  droite  FÇ,  coiididte  par  le  point  G 
sur  la  droite  AB^  fait  deux  angles  droits  avee 
la  droite  AB  ;  ce  qu'2  iafiok  faire. 

PROPOSITION    XII. 

PROBLEjn^. 

Syr  une  droite  4ormée  et  indéfinie  et  d'un  point 
placé  hors  d'elle, mener  une  perpendiculaire' 

Soit  AB  (fig;  12  )  la  droite  donnée  et  indé- 
finie ,  et  C  le  point  donné  placé  hors  de  cette 
droite  :  il  feut  sur  cette  dH»te  donnée  et  indér 
finie  AB;,  conduire  du  point  donné  C  l  pris  ïiors 
de  cette  droite,  une  droite  perpendiculaire. 

Prenez  de  Fàuti'è  côté  de  la  droite  AB  un 
point  quelconque  D ,  et  du  centre  C  et  avec  un 
intervalle  CD  décrivez  une  circonférence  EF6 
(dem.  5) ,  partagez/ la  droite  EG  en  deux par- 
ttés  égales  au  point  H  (prop*  lo)  ,  et  condui- 
sez les  droites  CG ,  CH,  CE  :  je  dis  que  sur  la 
droite  indéfinie  A B*  et  du  point  donné  C  placé 
hors  de  cette  droite  on  a  niené  une  perpendicu- 
laire CH.  ^  "♦     ' 

Car  puisque  la  droite  6  H  est  égalé  à  la  droite 
Hlfe ,  et  que  la  droite  CH  est  commune  ^  les  deux 
droiteà  GH ,  HC  soùt  égaler  aux  déni  droites 
EH  9  HC ,  chacune  à  chacune  ;  mais  la  hase  CG 
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est  aussi  égale  à  la  base  CE  (déf.  i5  )  :  donc 
l'angle  CHG  est  égal  à  l'angle  EHC  (prbp.8). 
Or  ces  deux  angles  sont  de  suite  ;  mais  lors^ 
qu'une  drmte  tombant  sur  une  droite  fait  avec 
elle  les  angles  de  suite  égaux  entr'eux  ,  chacun 
de  ces  angles  est  droit,  et  la  droite  tombante 
est  dite  perpendiculaire  à  celle  sur  laquelle  elle 
tombe. 

Donc  on  a  condmt  nùe  perpendiculaire  CH 
sur  la  droite  indéfinie  ÂB ,  du  point  donné  C , 
qui  est  placé  hors  de  cette  droite  ;  ce  qu'il  fkiloit 
faire. 

PROPOSITION   XIIL. 

th£Or1:hx« 

Si  une  droite  placée  sur  une  mare  droite  fait  dès 
angles ,  eUefera  ai^ec  elle  ou  deux  angles  droits 
ou  deux  angles  égaux  à  deux  angles  droits  • 

Qu'une  droite  quelconque  AB  (fîg.  i  S)  placée 
sur  une  droite  DC  fasse  les  angles  GBA ,  ABD  i 
je  dis  que  les  angles  CB  A  ^  AB  D  ou  seront  droits, 
ou  égaux  à  deux  droits^ 

Car  si  l'angle  CBA  est  égal  à  Fangle  ABD, 
ces  deux  angles  seront  droits  (déf.  lo).  Si  le 
contraire  arrive ,  du  point  B  conduisez  la  droite 
B  E  de  manière  qu'elle  fasse  deux  angles  droits 
avec  la  droite  DC  (prop.  1 1  ).  Puisque  l'angle 
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CBE  est  égal  aux  deux  angles  'CFA ,  ABE ,  si 
on  ajoute  un  angle  commun  EBD,  les  an^es 
C  B  E ,  E  B  D  seront  égaux  aux  trms  angles  C  B  A , 
ABE ,  EBD*  De  plus ,  comme  l'angle  DBA  est 
égal  aux  deux  angles  DBE,  EBA,  si  on  ajoute 
un  angle  commun  ABC  /  les  angles  DBA,  ABC 
seront  égaux  aux  trois  angles  DBE ,  EBA  ;  ABC  ; 
or  il  a  été  démontré  que  les  angles  CBE ,  E18D^ 
sont  aussi  égaux  à  ces  trois  angles  :  donc  puis- 
que les  choses  qui  sont  égales  à  une  même 
chose  sont  égales*  entr' elles,  les  angles  CBE, 
EBD  seront  égaux  aux  angles  DBA,  ABC; 
mais  les  angles  CBE,  EBD  sonit  deux  angles 
droits  ;  donc  les  angles  DBA,  ABC  sont  égaux 
à  deux  angles  droits. 

Donc  si  une  droite  placée  sur  une  autre  droite 
formé  dès  angles  j  elle  fera  ou  deux  angles  droits 
ou  deux  angles  égaux  à  deux  droits }  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XIV. 

THEORilffK. 

Si  dans  un  point  quelconque  d'une  ligne  droite  j 
deux  droites  placées  dedifférens  côtés  font  avec 
elle  deux  angles  de  suite  égaux  à  deux  droits, 
ces  deux  droites  seront  dans  la  même  direc^ 
tien,  c'est'-à-dire  qu'elles  ne  formeront  qu'une 
seule  et  même  droite* 

Que  dans  un  point  B  (fig,  1 4)  de  la  ligne  droite 
AB  les  deux  droites  BC,  BD  placées  de  diffé- 
rens  côtés  fassent  avec,  elle  les  angles  de  suite 
ABC ,  ABD  égaux  à  deux  droits  :  je  dis  que  la 
droite  BD  est  dans  la  direction  de  la  droite  CB. 

Car  si  la  droite  BD  n'est  point  dans  la  direc-* 
tion  de  la  droite  BC ,  supposons  que  la  droite  BE 
soit  dans  la  direction  de  la  droite  BC  (dem.  2). 

Puis  donc  que  la  droite  AB  est  placée  sur  la 
droite  CBE,  les  angles  ABC,  ABE  seront 
égaux  à  deux  droits  (  prop.  1 5  )  ;  mais  les  angles 
ABC ,  ABD  sont  égaux  à  deux  droits  par  suppo- 
sition :  donc  les  angles  CBA ,  ABE  sont  égaux 
aux  angles  CBA,  ABD.  Otez  l'angle  commun 
ABC,  l'angle  restant  ABE  sera  égal  à  l'angle 
restant  ABD,  c'est-à-dire  que  le  plus  petit  sera 
égal  au  plus  grand;  ce  qui  est  impossible.  La 
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droite  BE  n'est  donc  pas  dans  la  direction  de 
la  droite  BC.  Nous  démontrerons  de  la  même 
manière  qu'il  n'y  en  a  point  d'autre  qui  soit 
dans  la  direction  de  BC ,  si  ce  n'est  BJ).  Donc 
la  droite  CB  est  dans  la  direction  BD. 

Donc  si  dans  un  point  d'une  ligne  droite,  deux 
droites  placées  de  difFérens  côtés  font  avec  elle 
deux  angles  de  suite  égaux  à  deux  droits ,  ces 
deux  droits  seront  dans  la  même  direction  ;  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XV. 

THEOREME. 

Si  deux  droites  se  coupent  nwtuellexnent ,  elles 
font  les  angles  au  sommet  égaux  entr'eux. , 

Que  les  deux  droites  AB,  Cî>  (fig.  r5)  se 
coupent  mutuellement  au  point  Et  je  dis  que 
Tangle  ÂEC  est  égal  à  l'angle  DEB,  et  l'angle 
CEB  égal  à  Pangle  AED* 

Car  puisque  la  droite  AE  est  placée  sur  la 
droite  CD,  faisant  les  deux  angles  CÉA,  AED, 
les  angles  CEA,  AED  sont  égaux  à  deux  droits 
(  prop.  i5  ).  De  plus ,  puisque  la  droite  DE  est 
placée  sur  la  droite  AB  ;  faisant  les  deux  angles 
AED,  DEB,  les  angles  AED,  DEB  sont  égaux 
à  deux  droits  (prop,  i5  ).  Maïs  il  a  été  démon^ 
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tré  qae  les  angles  CE  A,  AED  sont  égaux  à 
deux  droits  :  d^c  les  angles  CE  A,  AED  sont 
égaux  aux  angles  AED,  DEB*  Retranchez  Tan- 
gue eàmmim  AED,  l'angle  restant  CE  A  éga-> 
lera  Tangle  restant  BED.  On  démontrera  de 
la  même  manière  que  les  angles  CEB,  DE  A 
sont  égaux  entr'eux. 

Donc  si  deux  droites  se  coupent  mutuelle^ 
ment ,  elles  feront  les  angles  au  sommet  égaux 
entr'eux  9  ce  qu'il  faUoit  démontrer. 

COBOLLAIRE. 

De-là  il  suit  manifestement  que  quel  que  soit 
le  nombre  des  lignes  qui  se  coupent  en  un 
point  9  les  angles  an  point  de  section  sont  égaux 
à  quatre  angles  droits. 

PROPOSITION    XV  L 

TP  H  i  O  R  È  M  C. 

Ayant  prolongé  un  côté  d'un  triangle  quelconque, 
V angle  extérieur  est  plus  grand  que  chacun  des^ 
angles  intérieurs  et  opposés* 

Soit  le  triangle  ABC  (fig.  i6),  prolongez 
le  c6té  B*C  jusqu'en  D  :  je  dis  que  l'angle  exté- 
rieur ACD  est  plus  grand  que  chacun  des  angles 
intérieurs  et  opposés  CBA ,  BAC. 
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Partagez  la  droite  AC  en  deux  partiel  égalé» 
en  E  (prop.  i  o)  ;  et  après  avoir  condtiit  la  droite 
BE,  prolongez-la  jusqu'en  F,  faites  la  droite 
E  F  égale  à  la  droite  BE  (prop.  3) ,  conduisez 
la  droite  FC  et  prolongez  AC  jusqu'en  G. 

Puisque  la  droite  A  E  est  égale  à  la  droite 
EC  et  la  droite  BE  égale  aussi  a  ia  droite  EF, 
les  deux  droites  AE,  EB  seront  égales  aux 
deux  droites  CE,  EF,  cliac^une  à  chaciine; 
l'angle  AEB  est  égal  à  l'angle  FEC  (prop.  i5)/ 
puisqu'ils  sont  opposés  au  sommet;  donc  la 
base  AB  est  égale  à  la  base  FC  (prop.  4)  ;  le 
triangle  ABE  est  égal  au  triangle  FEC,  et  les 
angles  opposés  à  des  côtés  égaux  sont  égaux 
chacun  à  chacun  :  donc  l'angle  BAE  est  égal  à 
l'angle  ECF  (ax.9);  mais  l'angle  ECD  est  plus 
grand  que  l'angle  ECF  :  donc  l'angle  ACD  est 
plus  grand  que  l'angle  BAE.  Si  oh  partage  le 
côté  BC  en  deux  partie>s  égales ,  on  démontrera 
de  la  même  manière  que  l'angle  B  C  G ,  c'est- 
à-dire  l'angle  ACD  (prôp.  i5) ,  est  plus  grand 
que  l'angle  ABC. 

Donc ,  ayant  prolongé  un  côté  d'un  triangle 
quelconque  ,  l'angle  extérieur  est  plus  grand 
que  chacun  des  angles  intérieurs  et  opposés  y  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XVII. 

THÉ  G  R  Ê  M  B. 

Deux  angies  d^un  triangle  quelconque,  de  queU  - 
que  manièrje  qu'ils  soient  pris ,  sont  moindres 
que  deux  droits. 

Soit  le  triangle  ÂBC  (fig.  17)  :  je  db  que 
deux  angles  du  triangle  ABC,  de  quelque  ma-, 
niére  qu'ils  soient  pris  y  sont  moindres  qi^e 
dfiux  droits.  Prolongez  la  droite  BC  jusqu'en  D 
(dem.  2).  L'angle  extérieur  AGD  du  triangle. 
ABC  est  plus  grand  que  l'angle  intérieur  et  op* 
posé  ABC  (prop.  16).  Donc  si  nous  ajoutons  un 
angle  commun  ACB,  les  angles  ACD,  ACB 
seront  plus  grands  que  les  angles  ABC,  BCA; 
mais  les  angles  ACD,-ACB  sont  égaux  à  deux 
droits  (prop.  i3)  :  donc  les  angles  ABC ,  BCA 
sont  moindres  que  deux  droits.  On  démontrera 
de  la  même  manière  que  les  angles  BAC ,  ACB 
sont  aussi  moindres  que  deux  droits  ;  on  dé- 
montrera encore  la  même  chose  par  rapport 
aux  angles  CAB,  ABC. 

Donc  deux  angles  d'un  triangle  quelconque, 
de  quelque  manière  qu'ils  soient  pris,  sont 
moindres  que  deux  angles  droits  î  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 
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PROPOSITION    XVIIL 

THÉORÈME. 

Dans  tout  triangle,  un  plus  grand  coté  est  opposé 
à  un  plus  grand  angle. 

Soit  le  triangle  ABC  (fig.  i8)  ayant  le  côté 
AC  plus  ^and  que  le  côté  AB  :  je  dis  que  l'an"* 
gle  ABC  est  plus  grand  que  l'angle  B€A. 

Puisque  le  côté  AC  est  plus  grand  que  le 
côté^AB,  faites  la  droite  AD  égale  au  côté  AB 
(prop.  3  ) ,  et  conduisez  la  ligne  BD* 
.  L'angle  ABB ,  qui  est  un  angle  extérieur  du 
triangle  BDC ,  est  plus  grand  que  l'angle  inté- 
rieur et  opposé  DCB  (prop.  i6)  ;  mais  l'angle 
A1>B  est  égal  à  l'angle  ABD  (prop.  5) ,  parce 
que  le  côté  AB  est  égal  au  coté  AD  :  donc  Fan-* 
gle  ABD  est  plus  grand  que  l'angle  AC  B  :  donc 
l'angle  ABC  est  beaucoup  plus  grand  que  l'an-* 
gleACB. 

Donc  dans  un  triangle  quelconque ,  un  plus 
grand  côté  est  opposé  à  im  plus  grand  angle  ; 
ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XIX. 

THlBORiMS. 

Dans  tout  triangle,  un  plus  grand  angle  est  opposé 
à  147»  plus  grand  côté. 

Soît  le  triangle  ABC  (fig.  ig)  ayant  Tangle* 
ABC  plus  grand  que  l'angle  BC  A  :  je  dis  que  le 
cote  AC  est  plus  grand  que  le  côté  AB. 

Car  s'il  n'est  pas  plus  grand ,  le  côté  AC  est 
égal  au  côté  AB ,  ou  bien  il  est  pfus  petit.  Or  le 
côté  AC  n'est'pas  égal  an  côté  AB ,  car  alors 
Fangle  ABC  seroit  égal  à  l'angle  ACB  (  prop.  5)  ; 
or  l'angle  ABC  n'est  point  égal  à  Tangle  ACB: 
donc  le  côté  AC  ne  sera  pas  égal  au  côté  AB. 
Le  côté  AC  n'est  pas  cependant  plus  petit  que 
le  côté  AB ,  car  alors  l'angle  ABC  seroit  plus 
petit  que  l'angle  ACB  (pop.  18)  ;  or  l'angle 
ABC  n'est  pas  plus  petit  que  l'angle  ACB  ;  donc 
le  côté  AC  ne  sera  pas  plus  petit  que  le  côté  AB. 
Mais  il  a  été  démontré  qu'il  ne  lui  est  pas  égal  : 
donc  le  côté  AC  est  plus  grand  que  le  côté  AB. 

Donc  dans  un  triangle  quelconque^  un  plus 
grand  angle  est  opposé  à  un  plus  grand  côté; 
ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XX. 

THEOREME. 

Deux  côtés  d'un  triangle  quelcorufue,  de  qifehfue 
manière  quih  soient  pris  ,  sont  plus  grands  que 
le  côté  restant. 

Car  soit  le  triangle  ABC  (fig.  20)  :  je  dis  que 
deux  côtés  du  triangle  AB  C ,  de  quelque  ma- 
nière qu'ils  soient  pris  y  sont  plus  grands  que  le 
côté  restant  ;  c'est-à-dire  que  les  côtés  B  A,  AC 
sont  plus  grands  que  le  côté  BC  ;  les  côtés  AB , 
BC  plus  grands  que  le  côté  AC ,  et  les  côtés 
BC ,  C  A  plus  grands  que  le  côté  AB. 

Prolongez  le  côté  AB  jusqu'au  point  D,  faites 
la  droite  DA  égale  à  la  droite  CA  (prop.  3) ,  et 
conduisez. la  droite  DC. 

Puisque  la  droite  D  A  est  égale  à  la  droite  AC , 
l'angle  ADC  sera  égal  à  l'angle  ACD  (prop.  5); 
mais  Tangle  BCD  est  plus  grand  que  l'angle 
AC  D  (ax.  9)  ;  donc  l'angle  BCD  est  plus  grand 
que  l'angle  ADC  :  donc  y  puisque  dans  le  triangle 
DCB,  l'angle  BCD  est  plus  grand  que  Tangle 
BDC  y  et  qu'un  plus  grand  côté  est  opposé  à 
un  plus  grand  angle  (prop.  19) ,  le  côté  DB  sera 
plus  grand  que  le  côté  BC  ;  mais  la  droite  DB 
est  égale  aux  côtés  AB,  AC;  donc  les  côté$ 
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AB ,  ÂC  sont  plus  grands  que  le  côté  BC.  Nous 
démontrerons  de  la  même  Juanière  que  les  côtés 
AB  y  BC  sont  plus  grands  que  le  côté  C  A,  et  les 
côtés  BC,  CA  plus  grands  que  le  côté  AB. 

Donc  deux  côtés  d'un  triangle  quelconque , 
de  quelque  manière  qu'ils  soient  pris ,  sont 
plus  grands  que  le  côté  restant  ;  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

PROPOSITION    XXI. 

TaioRÈMS. 

Si  des  extrémités  d*uh  côté  d'un  triangle  on  mène 
deux  droites  qui  se  rencontrent  dans  ce  trian^ 
gle,  ces  deux  droites  seront  plus  courtes  que 
les  deux  autres  côtés  du  triangle ,  mais  elles 
comprendront  un  angle  plus  grand. 

Des  extrémités  B,  C  (fig.  21  )  du  côté  BC , 
menez  en  dedans  du  triangle  ABC  les  deux 
droites  BD ,  DC  :  je  dis  que  les  droites  BD,  DC 
seront  plus  petites  que  les  deux  autres  côtés 
BA,  AC  du  triangle  ABC,  et  que  cependant 
elles  comprendront  un  angle  BDD  plus  grand 
que  Tangle  BAC. 

Prolongez  la  droite  BD  jusqu'au  point  E. 

Puisque  deux  côtés  d'un  triangle  quelconque 
sont  plus  grands  que  le  côté  restant  (prop.  ^o) , 
les  deux  côtés  AB,  AE  du  triangle  ABE  sont 
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plus  grauds  que  le  côté  BE.  Donc  si  nous  ajou*» 
Ions  une  droiie  commune  EC  ^  les  côtés  BÂ ,  ÂC 
feront  plus  grands  que  les  droites B E, EC.  De 
plus ,  puisque  les  deux  côtés  C  E  ^  ED  du  trian-* 
gle  CED  sont  plus  grands  que  le  côté  CD,  si 
nous  ajoutons  une  droite  consuoiune  DB,  les 
droites  C  E ,  E  B  seront  plus  grandes  que  les 
droites  CD,  DB  ;  mais  on  a  démontré  que  les 
côtés  BÂ,  AC  sont  plus  grands  que  les  droites 
BE,  EC  :  donc  les  côtés  B  A,  AC  sont  beau- 
coup plus  grands  que  les  côtés  BD,  DC. 

Mais  comme  un  angle  extérieur  d'un  trian- 
gle quelconque  est  plus  grand  qu'un  des  angles 
intérieurs  et  opposés  (  prop.  i6  ) ,  Tangle  BDC , 
qui  est  un  angle  extérieur  du  triangle  CDE, 
est  plus  grand  que  l'angle  CED.  Par  la  même 
raison  l'angle  CEB,  qui  est  un  angle  extérieur 
dû  triangle  ABE,  est  plus  grand  que  l'angle 
BAC  ;  mais  il  a  été  démontré  que  l'angle  BDC 
est  plus  grand  que  l'angle  ÇEB  :  donc  l'angle 
BDC  est  beaucoup  plus  grand  que  l'angle  BAC. 
Donc  si  des  extrémités  d'un  côté  d'un  trian- 
gle quelconque  on  mène  deux  droites  qui  se 
rencontrent  dans  ce  triangle ,  ces  deux  droites 
seront  plus  petites  que  les  deux  autres  côtés  du 
triangle,  et  cependant  eUes  comprendront  un 
plus  grand  angle  ;  ce  qu'il  falloit.démontrer. 
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PROPOSITION    XXII. 

P  R  O  B  L  i:  M  £. 

Avec  trois  droites  égales  à  trois  droites  données 
construire  un  triangle  ;  il  faut  que  deux  de  ces 
trois  droites,  de  quelque  manière  qu'elles  soient 
prises,  soient  plus  grandes  que  la  troisième. 

Soient  données  les  trois  droites  A  ,  B ,  C 
(fig.  22) j  dont  deux,  de  quelque  manière  qu'on 
les  prenne ,  soient  plus  grandes  que  la  troi*  , 
sième  ;  c'est-à-dire  les  droites  Â,  6  plus  grandes 
que  la  droite  G ,  les  droites  A  et  G  plus  grandes 
que  B  j  et  enfin  les  Coites  B  et  C  plus  grandes 
que  A  :  il  faut  avec  trois  droites  égales  aux 
droites  A,  6,  C  construire  un  triangle. 

Supposons  la  droite  DE  terminée  en  D  et 
indéfinie  vers  E  ;  faites  la  droite  DF  égale  à  là 
droite  A  (prop.  3) ,  la  droite  F  G  égale  à  la 
droite  B  et  la  droite  G  H  égale  à  la  droite  C  ; 
ensuite  du  centre  F  et  avec  FintervaUe  FD 
décrivez  la  circonférence  OKL  (dem.  3) ,  du 
centre  G  avec  l'intervalle  G  H  décrivez  la  cir- 
conférence KLH^  et  conduisez  les  droites  KF, 
S. G  :  je  dis  que  le  triangle  KFG  est  construit 
avec  trois  droites  égales  aux  droites  A,  B,  C. 

Car  puisque  le  point  F  est  le  centre  du  cercle 
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DKL,  la  droite  FD  est  égale  à  la  droite  FK 
(  déf  .  1 5  )  ;  mais  la  droite  F  K  est  égale  à  la  droite 
A  :  donc  la  droite  KF  égale  la  droite  A.  De 
plus ,  puisque  le  point  G  est  le  centre  du  cercle 
LKH,  la  droite  GH  est  égale  à  la  droite  GK; 
mais  la  droite  GH  est  égale  à  la  droite  G  :  donc 
la  droite  KG  égale  la  droite  C  ;  or  la  droite  KG 
est  égale  à  la  droite  B  :  donc  les  trois  droites 
KF,  FG,  GK  égalent  les  trois  droites  A,  B ,  C. 
J)onc  le  triangle  KFG  a  été  construit  avec 
trois  droites  KF,  FG,  GK  qui  sont  égales  aux 
trois  droites  données  A,  B^  C  ;  ce  qu'il  fâlloit 
démontrer. 

PROPOSITION    XXIII. 

PROBLÈME. 

Sur  une  droite  donnée  et  à  un  point  donné  dans 
Cette  droite,  construire  un  angle  égal  à  un  angle 
donné. 

Soit  AB  (fig.  25)  la  droite  donnée  et  A  le 
point  donné  dans  cette  droite;  que  DCE  soit 
l'angle  donné  :  il  faut  sur  la  droite  donnée  AB 
et  an  point  donné  A  construire  un  angle  rec- 
tôligne  égal  à  Tangle  rectil^e  donné  DCE. 

Soient  pris  dans  l'une  et  l'autre  ligne  C  D ,  C  E 
deux  points  quelconque  D,  E;  conduisez  la 
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droite  DE,  et  avec  trois  droites  égales  aux 
droites  C  D ,  DE ,  CE ,  construisez  le  triangle 
AFG  (prop,  22)  y  de  manière  que  la  droite  CD 
soit  égale  à  la  droite  AF,  la  droite  CE  égale  à  la 
droite  AG,  et  la  droite  DE  égale  à  la  droite  FG, 

Puisque  les  deux  droites  DC ,  C  E  sont  égales 
aux  deux  droites  FA,  A  G ,  chacune  à  cha- 
cune, et  que  la  hase  DE  est  égale  à  la  hase 
FG,  l'angle  DCE  sera  égal  à  Tanglie  FAG 
Cprop.8). 

Donc  l'angle  rectiligne  FA  G  a  été  construit 
égal  à  l'angle  rectiligne  DCE  sur  la  droite 
donnée  A B,  et  au  point  donné  A  dans  cette 
droite. 

PROPOSITION    XXIV. 

T  H  é  O  R  è  M  s. 

Si  deux'  triangks  ont  deux  côtes  égaux  à  deux 
côtés,  chacun  à  chacun,  et  si  l'un  des  angles  cont" 
pris  entre  ces  côtés  égaux  est  plus  grand  que 
T autre  j  la  hase  de  l'un  de  ces  triangles  sera  aussi 
plus  grande  tjue  la  base  de  l'autre. 

Soient  les  deux  triangles  ABC ,  DEF  (fig.  24) 
dont  les  deux  côtés  AB,  AC  sont  égaux  aux 
deux  côtés  DE ,, DF,  chacun  à  chacun,  c'est- 
à-dire  le  côté  AB  égal  au  côté  DE  et  le  côté 
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ÂC  au  côte  DF  ;  que  l'angle  BAC  soit  plus  ' 
grand  que  Tangle  EDF  :  je  dis  que  la  base  BC 
est  plus  grande  que  la  base  EF. 

Car  puisque  l'angle  BAC  est  plus  grand  que 
l'angle  EDF,  construisez  sur  la  droite  DE  et 
au  point  D  un  angle  EDG  égal  à  l'angle  BAC 
(prop.  35  )  ;  faites  la  droite  DG  égale  à  l'une 
ou  à  l'autre  des  droites  AC,  DF  (prop.  5),  et 
conduisez  les  droites  GE,  F  G. 

Puisque  la  droite  AB  est  égale  à  la  droite 
DE ,  et  la  droite  AC  à  la  droite  DG ,  les  deux 
droites  B  A ,  AC  seront  égales  aux  deux  droites 
ED ,  DG ,  chacune  à  chacune  ;  mais  l'angle  BAC 
est  égal  par  construction  à  l'angle  EDG  :  donc 
la  base  BC  sera  égale  à  la  base  EG  (prop. 4)- 
De  plus,  puisque  la  droite  DG  est  égale  à  la 
droite  DF,  et  l'angle  DF  G  égal  à  l'angle  DGF 
(prop.  5),  donc  l'angle  DFG  sera  plus  grand  que 
l'angle  EGF  :  donc  l'angle  EFG  sera  beau- 
coup plus  grand  que  l'angle  EGF  ;  mais  puisque 
l'angle  EFG  du  triangle  EFG  est  plus  grand 
que  l'angle  EGF,  et  qu'un  angle  plus  grand 
est  opposé  à  un  côté  plus  grand  (prop.  19)  y 
le  côté  EG  est  plus  grand  que  le  côté  EF; 
mais  le  côté  EG  est  égal  au  côté  BC  par  cons- 
truction :  donc  le  côté  BC  est  plus  grand  que 
le  côté  EF. 
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Donc  si  dçux  triangles  ont  deux  c6tés  égaux 
à  deux  côtés  ^  chacun  à  chacun ,  et  si  l'un  des 
angles  compris  entre  ces  côtés  égaux  est  plus 
grand  que  Tautre ,  la  base  de  Tun  de  ces  trian* 
gles  sera  plus  grande  que  la  base  de  l'autre. 

PROPOSITION    XXV. 

THEOI^ÈME. 

Si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  chacun  à 
chacun,  et  si  la  base  de  l'un  est  plus  grande  ^ue 
la  base  de  ïaxAre,  ils  auront  aussi  les  angles 
compris  entre  les  côtés  égaux  plus  grands  l'un 
que  Vautre. 

Soient  ABC,  DEF  (fig.  :t5)  deux  triangles 
qui  aient  les  deux  côtés  AB ,  AC  égaux  aux  deux 
côtés  DE ,  DF,  chacun  à  chacun^  c'est-à-dire  le 
côté  AB  égal  au  côté  DE,  et  le  côté  AC  égal 
au  côté  DF;  que  la  base  BC  soit  plus  grande 
que  la  base  EF  :  je  dis  que  l'angle  BAC  est  plus 
grand  que  EDF. 

Car  si  l'angle  BAC  n'est  pas  plus  grand  que 
l'angle  EDF,  il  lui  est  égal ,  ou  il  est  plus  petit  y 
or  l'angle  BAC  n'est  pas  égal  à  l'angle  EDF, 
car  alors  la  base  BC  seroît  égale  à  la  base  EF 
(  prop.  4)  ;  niais  elle  ne  lui  est  pas  égale  ;  donô 
Tangle  BAC  n'est  pas  égal  à  Tangle  EDF.  L'an- 
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gle  BAC  n'est  pas  plus  petit  que  l'angle  EDF/ 
car  s'il  étoit  plus  petite  la  base  BC  seroit  plus 
petite  que  la  base  EF  (  prop.  34)  ;  or  elle  n'est 
pas  plus  petite  :  donc  Tangle  BAC  n'est  pas  fJius . 
petit  que  l'angle  EDF.  Mais  il  a  été  démontré 
qu'il  ne  lui  est  pas  égal  :  donc  l'angle  BAC  est 
plus  grand  que  l'angle  ÈDF. 

Donc  si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux , 
chacun  à  chacun ,  et  si  la  base  de  l'un  est  plus 
grande  que  la  base  de  l'autre  ,  ils  auront  aussi 
les  angles  compris  entre  les  côtés  égaux  plus 
grands  l'un  que  l'autre  ;  ce  qu'il  falloit  dé«- 
montrer. 

PROPOSITION    XXVI. 

THéORÊME. 

Si  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux,  chacun 
à  chacun ,  s^ls  ont  de  plus  un  côté  égal  à  un 
côté  y  ou  celui  qui  est  adjacent  aux  angles  égaux 
ou  celui  qui  est  opposé  à  un  des  angles  égaux,  ils 
auront  les  autres  côtés  égaux,  chacun  à  chacun  ^ 
et  le  troisième  angle  de  tun  sera  encore  égal  au 
troisième  angle  de  Vautre. 

\  Soient. ABC,  DEF  (fig.26)  deux  triangles 
qui  aient  les  deux  angles  ABC ,  BC  A  égaux  aux 
deux  angles  DEF ,  EFD,  chacun  à  chacun^ 
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c'estrà-dîre  l'angle  ABC  égal  à  Fangle  DEF  et 
l'angle  BC  A  égal  à  Tdngle  EFD  ;  que  ce»  deux 
triangles  aient  aussi  un  côté  égal  à  un  câté  y  et 
d'abord  celui  qui  est  adjacent  aux  angles  égaux , 
c'est-à-dire  le  côté  BC  égal  au  côté  EF  :  je  dis 
qu'ils  auront  les  autres  côtés  égaux  aux  autres 
côtés ,  chacun  à  chacun  ,  c'est-à-(Kre  le  côté  AB 
égal  au  côté  DE ,  et  le  côté  AC  égal  au  côté  DF; 
je  dis  de  plus  que  Tangle  B  AC  sera  encore  égal 
à  l'angle  ED F. 

Car  si  le  côté  A  B  n'est  pas  égal  au  côté  DE , 
l'un  de  ces  côtés  sera  plus  grand  que  l'autre. 
Soit  AB  le  plus  grand  côté  ;  faites  la  droite  GB 
égale  au  côté  DE  (prop.  5) ,  et  conduisez  la 
droite  GC. 

Puisque  le  côté  BG  est  égal  au  côté  DE ,  et 
le  côté  BC  égal  au  côté  EF,  les  deux  côtés  BG, 
BC  sont  égaux  aux  deux  côtés  DE ,  EF,  chacun 
à  chacun  ;  mais  l'angle  GBC  est  égal  à  l'angle 
DEF  :  donc  la  base  GC  est  égale  à  la  base  DF 
(prop.  4);  le  triangle  GCB  est  égal  au  trian- 
gle DEF ,  et  les  autres  angles  qui  sont  oppo- 
sés à  des  côtés  égaux  sont  aussi  égaux  entre 
eux  :  donc  l'angle  GCB  est  égal  à  l'angle  DFE  ; 
mais  l'angle  DFE  est  supposé  égal  à  l'angle 
BC  A  :  donc  l'angle  BCG  est  égal  à  l'angle  BC  A, 
c'est-àrdire  que  le  plus  petit  est  égal  au  plus 
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grand,  ce  qui  est  impossible  :  donc  les  côtés  AB 
et  DE  ne  sont  pas  inégaux  :  donc  ils  sont  égaux  ; 
mais  le  côté  BC  est  égal  au  côté  EF  :  donc  les 
deux  côtés  AB ,  BC  sont  égaux  aux  deux  côtés 
DE  ,  EF,  chacun  à  chacun;  mais  l'angle  ABC 
est  égal  à  Fangle  DE  F  :  donc  la  base  AC  est 
égalé  à  la  base  DF  (prop.  4)  ?  et  le  troisième 
angle  BAC  est  égal  au  troisième  angle  EDF. 

Supposons  à  présent  que  les  côtés  qui  sont 
opposés  aux  angles  égaux  soient  égaux ,  c'est^ 
à-dire  le  côté  AB  égal  au  côté  DE  :  je  dis  que 
les  autres  côtés  de  l'un  de  ces  triangles  sont 
encore  égaux  aux  autres  côtés  de  l'autre  trian- 
gle; c'est-à-dire  que  le  côté  AC  sera  égal  au 
côté  DF,  le  côté  BC  égal  au  côté  EF,  et  le  troi-; 
sième  BAC  égal  aussi  au  troisième  angle  EDF. 

Car  si  le  côté  BC  n'est  pas  égal  au  côté  EF^ 
l'un  de  ces  côtés  sera  plus  grand  que  l'autre. 
Supposons  s'il  est  possible  que  BC  soit  le  plus 
grand  ;  faites  BH  égal  au  côté  EF  (prop.  5  ) ,  et 
conduisez  la  droite  AH. 

Puisque  le  côté  BH  est  égal  au  cÔté  E F  et  le 
côté  AB  égal  au  côté  DE ,  les  deux  côtés  AB ,  BH 
seront  égaux  aux  deux  côtés  DE,  EF,  chacun 
à  chacun  ;  mais  ces  côtés  comprennent  des  an- 
gles égaux  :  donc  la  base  AH  est  égale  à  la  base 
DF  (prop.  4)  ;  le  triangle  ABH  est  égal  au  trian- 


D*E  U  C  L  I  D  B.   ,  45 

gle  DEF,  elles  autres  angles  qui  sont  opposés 
à  des  côtes  ëgaux  seront  aussi  égaux  y  chacun  à 
chacun  :  donc  l'angle  BHÂ  est  égal  à  Tangle 
EFD;  mais  par  supposition  l'angle  EFD  est 
égal  à  l'angle  BG A  :  donc  l'angle  BHA  est  égal  à 
l'angle  BCA,  c'est-à-dire  que  l'angle  extérieur 
BHA  du  triangle  AGH  est  égal  à  l'angle  BC A 
intérieur  et  opposé  ;    ce   qui  est  impossible 
({«•op.  16)  :  donc  les  côtés  BC  et  EF  ne  sont 
pas  inégaux  :  donc  ils  sont  égaux.  Mais  le  côté 
AB  est  égal  au  côté  DE  :  donc  les  deux  côtés 
ÂB,  BC  sont  égaux  aux  deux  côtés  DE,  EF, 
chacun  à  chacun  ;  mais  ces  côtés  comprennent 
des  angles  égaux  :  donc  la  base  AC  est  égale  à 
la  hase  DF  (prop.  4)  ;  le  triangle  ABC  est  égal 
au  triangle  DEF,  et  le  troisième  angle  BAC  égal 
aussi  à  un  troisième  angle  EDF. 

Donc  si  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux, 
chacun  à  chacun ,  et  un  côté  quelconque  égal 
à  un  côté ,  ou  celui  qui  est  adjacent  aux  angles 
égaux ,  ou  celui  qui  est  opposé  à  un  des  angles 
égaux ,  les  autres  côtés  sont  égaux  aux  autres 
côtés ,  chacun  à  chacun ,  et  ces  deux  triangles 
auront  un  troisième  angle  égal  à  un  troisième 
angle  ;  ce  qu^il  falloit  démontrer. 


44  ÉLÉMfiNS 

PROPOSITION   XXVII. 

T  H  £  O  R  1:  M  E. 

Si  une  droite  tombant  sur  deux  autres  droites  fait 
les  angles  alternes  égaux  entr'eux,  [ces  deuX' 
droites  seront  parallèles. 

Que  la  droite  EF  (fig,  27)  tombant  sur  les 
deux  droites  AB,  CD  fasse  les  angles  alternes 
AEF,  ËFD  égaux  entr'eux  :  je  dis  qpie  la  droite 
AB  est  parallèle  à  la  droite  CD. 

Car  si  elle  ne  lui  est  pas  parallèle ,  les  droites 
AB,  CD  étant  prolongées  se  rencontreront  ou 
du  côté  BD  ou  du  côté  AC.  Prolongez  ces 
droites ,  et  supposons  qu'elles,  se  rencontrent 
du  côté  BD  au  point  G. 

L'angle  AEF,  qui  est  hors  du  triangle  EGF, 
est  plus  grand  que  l'angle  intérieur  et  opposé 
£FG  (prop.  16)  ;  mais  par  supposition  il  lui 
est  égal ,  ce  qui  est  impossible  :  donc  les  droites 
AB,  CD  prolongées  du  côté  BD  ne  se  rencon- 
treront point.  On  démontreroit  de  la  même  ma- 
nière; qu'elles  ne  se  rencontreront  pas  non  plus 
du  côté  A  C  ;  or  les  droites  qui  ne  se  rencontrent 
d'aucun  côté  sont  parallèles  (déf.  ^5)  :  donc  la 
droite  AB  est  parallèle  à  la  droite  CD. 

Donc  si  une  droite  tombant  sur  deux  autres 
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droites  fait  les  angles  alternes  égaux  entr'eux , 
ces  deux  droites  seront  parallèles  ;  ce  qu'il 
iàlloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXVIIL 

THÉORÈME. 

Si  une  droite  tombant  sur  deux  autres  droites  fait 
un  angle  extérieur  égal  à  un  angle  intérieur 
opposé  et  placé  du  même  côté,  ou  bien  si  elle 
Jait  les  angles  intérieurs  et  placés  du  même  côté 
égaux  à  deux  droits,  ces  deux  tbvites  seront 
parallèles. 

Que  la  droite  EF  (fig.  28)  tombant  sur  les 
deux  di*oites  ÂB,  CD  fasse  Fangle  extérieur 
EGB  égal  à  Fangle  intérieur  opposé  et  placé 
du  même  côté  GHD,  ou  bien  les  angles  inté* 
rieurs  et  placés  du  même  côté  BGH,  GHD 
égaux  à  deux  droits  :  je  dis  que  la  droite  AB 
est  parsdlèle  à  la  droite  CD. 

Car  puisque  l'angle  EGB  est  égal  à  l'angle 
GHD^et  que  l'angle  EGB  est  égal  àl'angle  AGH 
(prop.  i5),  l'angle  AGH  sera  égal  à  Tangle 
GHD;  mais  ces  angles  sont  alternes:  donc  la 
droite  AB  est  parallèle  à  la  droite  C  D  (  prop.  27) . 

De  plus  j  puisque  les  angles  BGH ,  G  HD  sont 
égaux  à  deux  droits  ^  et  que  les  angles  AGH, 
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BGH  sont  encore  égaux  à  deuxdroits (prop.  ï  5)> 
les  angles  ÂGH ,  BGH  seront  égaux  aux  angles 
BGH,  GHD.  Donc  si  nous  retranchons  l'angle 
conumm  BGH ,  Fangle  restant  AG H  sera  égal  à 
l'angle  restant  GHD;  mais  ces  deux  angles  sont 
alternes  :  donc  la  droite  AB  est  parallèle  à  la 
droite  CD  (prop.  27). 

Donc  si  une  droite  tombant  sur  deux  autres 
droites  fait  un  angle  extérieur  égal  à  un  angle 
intérieur  opposé  et  placé  du  même  côté ,  ou  si 
elle  fait  les  angKes  intérieurs  et  placés  du  même 
côté  égaux  à  deux  droits ,  ces  droites  seront 
parallèles  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXIX. 

THÉORÈME. 

Si  une  droite  tombe  sur  deux  parallèles ,  les  angles 
alternes  sont  égaux  entr'eux  ,  l'angle  extérieur 
est  égal  à  l'angle  intérieur  opposé  et  placé  du 
même  côté ,  et  les  angles  intérieurs  placés  du 
même  côté  sont  égaux  à  deux  droits. 

Si  la  droite  EF  (fig,  28)  tombe  sur  les  parai* 
lèles  AB,  CD,  je  dis  que  les  angles  alternes 
AGH,  GHD  seront  égaux  entr'eux,  Tangle 
extérieur  EGB  sera  égal  à  Tangle  intérieur 
opposé  et  placQ  du  même  côté  GHD,  et  les 
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angles  intérieurs  et  placés  du  hiême  côté  BGH , 
GHP  seront  égaux  à  deux  droits. 

Car  si  Tangle  AGH  n'est  pas  égal  à  l'angle 
GH,D,  Tun  de  ces  angles  sera  plus  grand.  Que 
l'angle  AGH  soit  le  plus  grand  ;  puisque  Fangle 
AGH  est  plus  grand  que  Tangle  GHD ,  si  on  leur 
ajoute  un  angle  commun  BGH,  les  angles  AGH, 
BGH  seront  plus  grands  que  les  angles  BGH, 
GHD  ;  mais  les  angles  AGH,  BGH  sont  égaux 
à  deux  droits  (prop.  1 3  )  :  donc  les  angles  BGH, 
GHD  sont. moindres  que  deux  droits;  mais 
deux  droites  étant  prolongées  à  l'infini  du  côté 
où  les  angles  intérieurs  sont  plus  petits  que 
deux  droits  se  rencontrent  entr^elles  (  ax.  1 1  )  : 
donc  les  droites  AB ,  G  D  prolongées  à  l'infini 
se  rencontreront  ;  mais  elles  ne  se  rencontre- 
ront pas  puisqu'elles  sont  parallèles  :  donc  les 
angles  AGH,  GHD  ne  sont  point  inégaux, 
donc  ils  sont  égaux.  Mais  l'angle  AGH  est 
égal  à  Fangïe  EGB  (prop.  i5)  :  donc  l'angle 
EGB  sera  égal  à  l'angle  GHD.  Donc  si  nous 
ajoutons  un  angle  commun  BGH,  leis  angles 
EGB,  BGH  seront  égaux  aux  angles  BGH, 
GHD;  mais  les  angles  EGB,  BGH  sont  égaux 
à  deux  droits  (prop.  1 3)  :  donc  les  angles  BGH, 
GHD  sont  égaux  à  deux  droits. 

Donc  si  une  droite  tombe  sur  deux  parallèles, 
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les  angles  alternes  sont  égaux  entr'eux ,  Tangle 
extérieur  est  égal  à  Tangle  intérieur  opposé  et 
placé  du  même  côté ,  et  les  angles  intérieurs 
placés  du  même  côté  sont  égaux  à  deux  droits  j 
ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXX- 

THEOREME* 

Les  droites  qui  sont  parallèles  à  une  même  droite 
sont  parallèles  entr' elles. 

Que  chacun  des  parallèles  AB ,'  C  D  (  fig.  39  ) 
soit  parallèle  à  la  droite  EF  :  je  dis  que  la  droite 
AB  est  parallèle  à  la  droite  CD. 

Conduisez  sur  ces  droites  la  droite  GK, 

Puisque  la  droite  GK  tombe  sur  les  parallèles 
\B,  EF,  l'angle  AGH  est  égal  à  l'angle  GHF 
(prop.  27).  De  plus  puisque  la  droite  G K  tombé 
sur  les  parallèles  EF,  C  D ,  l'angle  GHF  est  égal 
à  l'angle  GKD  (prop.  28).  Or  il  a  été  démon- 
tré que  Tangle  AGK  est  égal  à  l'angle  GHF: 
donc  l'angle  AGK  est  égal  à  l'angle  GKD; 
mais  ces  angles  sont  alternes  :  donc  la  droite 
AB  est  parallèle  à  la  droite  CD  (prop.  29). 

Donc  les  droites  qui  sont  parallèles  à  une 
même  droite  sont  parallèles  entr'elles  ;  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XXXI. 

t»ROBL&M£à 

Par  un  point  donné  conduire  une  dfoite  parallèle 
à  une  droite  donnée. 

Soit  À  (fig.  3o)  le  point  donné  et  6 G  la  droite 
donnée  :  il  faut  par  le  point  A  conduire  une 
droite  paraUèle  à  la  droite  BG. 

Prenez  sur  la  droite  BC  un  point  «quelconque 
D,  et  mené*  AD;  construisez  sur  la  droite  DA 
^t  en  un  point  A  un  arigle  G  AE  égal  k  l'angle 
ADC  5  et  prolongez  la  droite  AF  dans  la  direc- 
tion de  EA. 

Puisque  fa  droite  Al)  ttfinbant  Sur  les  deux 
droites  BC,  EF  fait  les  angles  alttrttes  EAD, 
AdC  egaui  entr'euic ,  la  droite  B*C  sera  jJaral- 
îèïe  à  la  droite  EF  (prop.  27  ). 

Donc  par  lé  point  donni  'A,  la. droite  EAÏ* 
a  été  menée  parallèle  à  la  droite  donnée  BC j 
ce  qu'il  falloit  faire* 
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PROPOSITION   XXXII. 

THEOREME. 

jdyant  prolongé  un  coté  d'un  triangle  (Juelconque  , 
V angle  extérieur  est  égal  aux  deux  angles  in-' 
teneurs  et  opposés^  et  les  trois  angles  intérieurs 
du  triangk  sont  égaux  à  deux  droits. 

Soit  le  triangle  ABC  (fîg.  3i);  prolongez 
le  côté  BC  en  D  :  je  dis  que  l'angle  extérieur 
ACD  est  égal  aux  deux  angles  intérieurs  et 
opposés  C A D^  ABC,  et  que  les  trois  angles 
intérieurs  ABÇ ,  BCA,  iH  AB  sont  égaux  à  deux 
droits. 

Menez  par  la  point  C  la  droite  C  E  parallèle 
à  la  droite.  A  B  (prop.  21  )% 

Puisque  la  droite  CE  est  parallèle  à  la  droite 
AB  et  que  la  droite  AC  tombe  siu'.ces  deux 
tlroites^  les  ^ngles; alternes  BAC,  ACE  sont 
égaux  entr'eux  (prpp.  39).  De  plus ,  puisque  la 
droite  A  B  est  parallèle  à  la  droite  CE  et  que 
la  droite  BD  tombe  sur  ces  deux  droites ,  Tan- 
gle  extérieur  ECD  est  égal  à  l'angle  intérieur 
et  opposé  ABC.  Or  il  a  été  démontré  que  l'an- 
gle ACE  est  égal  à  l'angle  BAC  :  donc  l'angle 
extérieur  total  ACD  est  égal  aux  deux  angles 
extérieure  et  opposés  BAC,  ABC* 
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Donc  si  on  ajoute  un  angle  commun  ACB, 
les  angles  AGD  y  ACB  seront  égaux  aux.  trois 
auglesACB^BCAyCAB;  mais  les  angles  AGD, 
ACB  sont  égaux  à  deux»  droits  (prop.  1 3)  :  donc 
les  angles  ACB ,  GB A  y  G  AB  sont  égaux  à  deux 
droits. 

Donc ,  ayant  prolongé  un  côté  de  tout  trian- 
gle ,  Fangle  extérieur  est  égal  aux  deux  angles* 
intérieurs  et.opiposés,  et  les  trois  angles  inté- 
rieurs du  triangle  sont. égaux  à  deux  droits;' 
ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    X^XIII. 

T  H  i  O  R  :è  M  E. 

Les  droites  quijoignetit  des  mêmes  côtés  des  droites , 
égales  et  parallèles  sont  elles-mêmes  égales  et 
parallèles» 

Soient  A B ,  GD  (fig.  32  )  deux  droites  égales 
et  parallèles  ;  joignez*les  des  mêmes  côtés  par 
les  droites  AG ,  B  D  :  je  dis  que  les  droites  A  G , 
BD  sont  aussi  égales  et  parallèles. 

Menez  la  droite  BG. 

Puisque  la  di'oite  AB  est  parallèle  à  la  droite 
GD  et  que  la  droite  BG  tombé  sur  ces  deux 
droites,  les  angles  alternes  ABG,  BCD  sont^ 
égaux  ( prop.  29 ).  Dé  plus,  puisque  ^a  droite 
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AB  esi  égale  à  là  droite  CD  et  que  la  droite  BC 
est  commun©  aux  deux  triangles  BCA,  BDC, 
les  deux  droites  AB,  BC  sont  égales  aux  deux 
droites  G D,  BG;  mais  l'angle  ABC  est  égal  à 
Tangle  BGD  :  donc  la  base  AC  est  égale  à  la  base 
B  D ,  le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle  BCD ,  et 
les  autres  angles  qui  sont  opposés  à  des  côtés 
égajpx  sont  égaux,  cbacun  à*chacun  :  donc  l'an-* 
gle  ACB  est -égal  à  l'angle  CBD.  Puisque  k 
ligne  droite  £G  tombant  sur  deux  droites  AC, 
BD  fait  les  angles  alternes  égaux  entr'eux,  la 
droite  AC  est  parallèle  à  la  droite  BD  et  lui  est 
égale  (prop.27). 

Donc  les  droites  qui  joignent  des  mêmes  côtés 
deux  droites  égales  et  parallèles,  sont  elles- 
mêmes  égales^  et  parallèles  j  ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

PROPOSITION   XXXIV; 

'  '         T  H  E  0  R  è  M  E.  « 

•;>.:.•.,:  •  *  ■     - 

"^  «^  '•  ■      ■ •        .  *  ' 

Les  côtés  et  les  anghs  opposés  des  paraîlélogram^ 
mes  sont  égaux  ^  et  la  diagonale  les  partage  en 
^deiéx parties  égales^. 

.  :Sôit  AGDB  (fig.  32)*un  paraUélogramine'et 
BC  sa. diagonale  :  je  dis  que  les  côtés  et  lés 
angles  Q|>posés  du  parallélogramme  AGDB  sont 
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égaux  y  et  que  sa  diagonale  BG  le  partage  en 
deux  parties  égales. 

Car  puisque  la  droite  AB  est  ^aridlèle  à  la 
droite  CD  et  que  la;  droite  BC  tombe  sur  ces 
deux  droites 9  lès  angles  alternes  ÂBC,  BCD 
seront  égaux  entr'eux  (prop.ag).  De  plus, 
puisque  la  droite-ÂC  !est  paràUèl^à  la  droiteBD 
et  que  la  drdite  6C  tonibe  sur  ces  d^ùx  droites^ 
les  angles  alternes  ACB ,  CBD  S(mï  égaux  entre- 
eux  :  donc  les  deux  triangles  ÂBC,  CBD  ont 
deux  angles  ABC  ^  BC A  égaux  aux  deux  angles 
BCD  y  CBD  y  chacun  à  clmcun  y  ils  ont  de  plus  un 
côté  commun  BC  adjacent  à  des  angles  égaux: 
donc  ils  auront  les  autres  côtés  égaux  auiE  autres, 
côtés,  chacun  à  chacun  (prop.  26}^  et  le  troi- 
sième angle  égal  au  troisième  angle  :  donc  le 
côté  AB  est  égsâ  aa  eôiéCl>>  etil'aâgleBAC 
égal  à  Faille  BDC.  Puisque  l^àttgle  ABC  est 
égal  à  TangleBCD,  et  Sangle  CBD  égal  à  l'an- 
gle AC  B ,  l'angle  total  AB  D  setn  ^égal  à  l'angle  ' 
total  ACD.  Mais  il  a  été  démontré*  que  l'angle 
BAC  est  égal  à  Pangle  «DC.     ' 

Donc  les  côtés  et  ks^iÀngles  opposée  des  pa-^ 
rallélogpammes'soat  égaux  entr'eux. 

Je  CES  de  plus  que  la  diagonale  partage  les. 
paraUélogrammea  en  deux  parties  égales*  Car 
{Hiisque  la  droite  AB  est  égale  a  tW  droite  CD 
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et  que  la  droite  B  C  est  commune  atox  deux 
triangles,  les  deux  droites  AB,  BC  seront  égaler 
aux  droites.  D;C  y»  G  B ,  chacune  ù  chacune  ;  niais 
l'angle  ABC  e$t  égal  à  l'angle  BCD  :  donic  la 
hase  AÇ  est  égale  à  la  hase  BG  (prop,  4)>  et 
le  triangle  AB G  égal  au  triangle  BCD. 
.  Donc  la  diagoifdtle  BC^partage  le  parallélo- 
gramme ACIJB  en  deux]parties  égalesr'j  ce  (pi'il 
falloit  démonter.. 

PROPOSITION    XXXV, 

T»-H  É  0  1l**i  M  ï.' 


Les  parallélogrammes  qui  sont  construits  sur  la 
même  hase  et  entre  les  mêmes  parallèles  sont 
égaux  entr'eux. 

Soient  les  parallélogrammes  A  BCD,  EBCF 
(fig.  53)  consfaruits::sur  la  mêidè  Hase /B  G  et 
entrie  ks  mêmes  paitallèles  A  F,  BC  :  je  dis  que 
le  parallélogrtoai^e  ABC  D  est  égal  au  parallé- 
lograpime  EB,CF.      ^ 

Car  puisque  A  B  C  D  eiit  ua%  paraUélogrâmihe , 
la  droite  AD  est  égale  à  la  droite  BC  (prop*  34)> 
et  pai-  la  même  .raison  Kdroite  ET  est  auasi'^gale 
à  la  droite  BC  :  donc  hi  droite  AD^estëgale  à  la 
droite  EF  :  donc,. si  on  ajoute  une  droite  com- 
mune DE,  la  droite  totale  AE  sera  é^le  à  la 
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droite  totale  I>F  (  axiome  2)  ;  mais  la  droite  AB 
est  égale  à  la  droite  DC  :  donc  les  deux  droites 
E  A ,  A  B  sont  égales  aux  deux  droites  ¥  D ,  DC , 
chacune  à  chacune;  mais  l'angle  extérieur  FDC 
est  égal  à  Tanglë  intérieur  EAB  (prop.  29): 
donc  la  base  EB  est  égale  à  la  J)ase  FC  ( prop.  4) , 
et  le  triangle  EÀB  égal  au  triangle  FDC  ;  donc 
si  Ton  retranche  la  partie  commune  DGE,  le 
trapèze  restant  ABGD  sera  égal  au  trapèze  res- 
tant EGCF.  Donc  si  on  leur  ajoute  le  triangle 
commun  GBC ,  le  parallélogramme  total  ABCD 
sera  égal  au  parallélogramme  total  EBGF. 

Donc  les  parallélogrammes  construits  sur  les 
mêmes  ba^es  et  entre  les  mêmes  parallèles  sont 
égaux  entr'eux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXXVL 

«r  H  i  o  R  i  M  Ê. 

Les  parallélogrammes   construits  sur  des  bases 
égales  et  entre  tes  mêmes  paYàllèles  sont  égaûr 

entr'eux.  .  , 

♦ 

Soient  les  parallélogrammes  ABCD,EFGH 
(fig.  34)  construits  sur  des  bases  égales  BC, 
F  G  et  entre  les  mêmes  parallèles  AH ,  BG  :  je 
dis  que  le  parallélogi-amme  ABCD  es!  égal  au 
parallélogramme  E  F  G  FI . 

4    -  ■ 
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Condui$ez  les  droites  BE,  CH. 

Puisque  la  droite  BC  est  égale  à  la  droite  F  G 
et  la  droite  F  G  ëgale  à  l^idroite  EH,  la  ^oite 
BC  sera  égale  a  la  droite  ÇH  ;  maû^  les  droite^ 
BC ,  EH  sont  parallèles  et  joignent  le3  droites 
BE ,  C  H  ;  or  les  droites  qui  joignent  des  mêmes 
côtés  deux  droites  égales  et  parallèles  sojat  égaler 
(prop.33)  :  donc  les  droites  EB,  ÇH  sont 
égales  et, p^r^lèles  :  donc  EBCH  est  ui|i  paral-n 
lélogramme  y  et  ce  parallélogramme  est  égal  au 
paralléiqgrammç  ABCD  (prop,  35);  car  il  a  la 
mênae  base  BC  que  lui^et  il  est  construit  entre  les 
mêmes  parallèles.  Par  la  même  raison  le  parais 
lélogramme  EFGH  est  égal  au  parallélogramme 
EBCH  i  donc  le  parallélogramme  ABÇÏ)  e^t 
égal  au  parallélogramme  EFGH, 

Donc  les  parallélogrammes  construits  sur  des^ 
bases  égales  çt  entre  les  mêmes,  parallèles  sont 
égaux  j  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROpOSITlbîT   XXXYU. 

£^s  triangles  construits  sur  la  même  hasç  et  entr^ 
les  mêmes  parallèles  sont  égaux.  • 

Soient  les  triangles  ABC,  DBC  (fig.  55) 
construit^  sur  la  même  base  BQ  et  e^tre  le«^ 
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mêmes  parallèles  AD^  BC  :  je  dis  que  le  triân-^ 
gle  ABC  est  égal  au  triangle  DBC, 

Prolongez  de  part  et  d'autre  la  droite  AD 
vers  les  points  E^  F^  et  par  le  point  B  con-. 
duisez  une  droite  BÈ  parallèle  à  la  droite  CA 
(prop.  Si)^et  par  le  point  C  coiiduise?;  aussi 
une  droite  CF  parallèle  à  BD, 

Les  figuras  EBC  A^  DBCF  sont  des  paraUê-. 
lograuunçs^  et  le  parallélogianune  EBCA  est 
égal  au  parallélogramme  DBCF  (prop.  35)  ; 
car  ils  sont  construits  l'un  et  l'autre  sur  la  même 
base  et  entre  les  mêmes  parallèles  ;  mais  le  trian-* 
gle  ABC  est  la  moitié  du  parallélogramme 
EBCA  ;  car  la  diagonale  AB  le  partage  eu  deux 
parues  égales;  le  triangle  DBC  est  la  moitié 
du  parallélogramme  DBCF,  car  la  diagonale 
DC  la  partage  en  deux  parties  égales  (prop.  54)  i 
mais  les  moitiés  des  quantités  égales  sont  égalèa 
entr'elles:  donc  le  triangle  .ABC  est  égal  au 
triangle  DBC, 

Donc  les  triangles  construits  sur  la  même  bas^ 
et  entre  les  mêmes  parallèles  sont  é^aux  entr^ 
e^x  •  ce  qu'il  fallait  démontrejr. 
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PROPOSITION   XXXVIIL 

THEOREME. 

Les  triangles  construits  sur  des  bases  égales  et 
entre  les  mêmes  patallcles  sont  égaux  entre 
eux. 

Soient  les  triangles  ABC,  DEF  (fig.  56) 
construits  sur  des  bases  égales  B  C ,  E  F  et  entre 
les  mêmes  parallèles  B  F ,  A  D  :  je  dis  que  le 
triangle  ABC  est  égal  au  triangle  DE  F. 

Car  prolongez  de  pai't  et  d'autre  la  droite  AD 
vers  les  points  G,  H;  par  le  point  B  conduisez 
la  droite  BG  parallèle  à  la  droite  C  A  (prop.  5 1), 
et  par  le  point  F  conduisez  aussi  la  droite  F  H 
parallèle  à  la  droite  DE. 

Les  figures  GBCA,  DEFH  sont  des  paral- 
lélogrammes ;  mais  les  parallélogrammes  GBC  A, 
DEFH  sont  égaux  entr'eux  (prop.  56),  car  ils 
sont  construits  sur  des  bases  égales  et  entre  les 
mêmes  parallèles.' Or  le  triangle  ABC  est  la 
moitié  du  parallélogramme  GBCA,  car  la  dia- 
gonale AB  le  partage  en  deux  parties  égales 
(prop.  54);  le  triangle  FFD  est  la  moitié  du 
parallélogramme  DEFH,  car  la  diagonale  DF 
«le  partage  en  deux  parties  égaleç  ;  mais  les 
moitiés  des  quantités  égales  sont  égales  entre 


D'BUCLÎDÉ.  59 

elles  :  dpnc  lé  triangle  ABC  est  égale  au  trian- 
gle DEF. 

Donc  les  triangles  construits  sur  des  bases 
égales  et  entre  lés  mêmes  parallèles  sont  égaux 
entr'eux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION   XXXIX. 

THEOREME. 

Les  triangles  égaux  qui  sont  construits  sur  la mcniê 
base  et  gui  sont  placés  du  même  côté  sont  con^ 
pris  entre  les  mêmes  parallèles* 

Soient  les  deux  triangles  égaux  ABC ^  DBG 
(fig.  37  )  construits  sur  la  même  base  BC  et 
placés  du  même  côté  :  je  dis  que  ces  deux  trian- 
gles sont  compris  entre  les  mêmes  parallèles. 

Conduisez  la  droite  AD  :  je  dis  que  la  droite 
AD  est  parallèle  à  la  droite  BC. 

Car  si  la  dnoite  AD  n^est  pas  parallèle  à  la 
droite  BC,  conduisez  par  le  point  A  une  droite 
AE  parallèle  a  la  droite  BC  (prop.  5i);  con- 
duisez ensuite  lia  droite  EC. 

Le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle  EBC 
(prop.  57),  car  ces  deux  triangles  sont  cons- 
truits sur  la  même  base  BC ,  et  compris  entre  les 
mêmes  parallèles  BC  ^  AE.  Mais  par  hypothèse 
le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle  DBC  :  donc 
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le  triangle  DBC  est  égal  au  triangle  DBC^  o^est 
à-dire  que  le  plus  grand  est  égal  au  plus  petit , 
ce  qui  ne  peut  se  faire  :  donc  la  droite  AE  n'est 
point  parallèle  à  la  droite  BC.  Nous  démontre- 
rons de  même  que  toute  autre  droite ,  excepté 
ÂD ,  ne  peut  être  parallèle  à  B  C  :  donc  la  droite 
AD  est  paraUèle  à  la  droite  BC. 

Donc  les  triangles  égaux  qui  sont  construits 
sur  la  même  base  et  qui  sont  placés  du  même 
côté  sont  compris  entre  les  mêmes  parallèlesi^ 
ce  qu'il  falloit  démontrer, 

PROPOSITION    XL. 

Les  triangles  égaux  qui  sont  construits  sur  de$ 
bases  égales  et  qui  sont  placés  du  même  c6tê 
sont  compris  entre  les  mêmes  parallèles^ 

'  Soient  les  triangles  égaux  ABC^€DE  (fig.  58) 
construits  sur  des  bases  égales  BC^  CE  et  placés 
du  même  côté  :' je  dis  qu'ils  sont  compris  entre 
les  mêmes  parallèles.  Conduisez  là' droite  AD: 
je  dis  que  la  droite  AD  est  parallèle  à  la  droite  BE  .^ 
Car  si  la  droite  AD  n'est  pas  parallèle  à  la 
droite  B  E  ^  conduisez  par  le  point  A  la  droite 
A  F  parallèle  à  la  droite  BC  j  et  condui&ez  en— 
wite  ladroite  FE* 
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Le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle  FCE 
(prop.  58)  ;  car  ces  deux  triangles  sont  cons^ 
traits  sur  des  bases  égales  et  compris  entre  les 
mêmes  parallèles  BE^  AF  ;  mais  le  triangle  ABC 
est  égal  au  triangle  DC  E  :  donc  le  triangle  DC  E 
est  égal  au  triangle  FCE,  c'est-ànlire  que  le 
plus  grand  est  égal  au  plus  peut ,  ce  qui  ne  peut 
être  :  donc  la  droite  AF  n'est  point  parallèle  à 
la  droite  BE.  Nous  démontrerons  de  la  même 
manière  que  toute  autre  dfoite^  excepté  AD, 
ne  peut  être  parallèle  à  BF  :  donc  la  droite  AD 
est  parallèle  à  la  droite  BE. 

Donc  les  triangles  égaux  qui  sont  construits 
sur  des  bases  égales  et  qui  sont  placés  du  même 
côté  sont  compris  entre  les  mêmes  parallèles  ; 
ce  qu'il  falloit  démontrer* 

PROPOSITION    XLL 

Si  unparaUélogramme  et  un  triangle  ont  la  même 
base  çt  sont  compris  entre  les  mêmes  parallèles  , 
le  pandlélogramme  est  double  du  triangle. 

En  effets  que  le  parallélogranune  ABCD 
et  le  triangle  EBC  (fig.  Sg)  aient  la  même 
base  et  soient  compris  Tun  et  l'autre  entre  les 
mêmes  paraUèl«s  BC;  AE  :  je  &  que  le  parai- 
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lélogramme  ABCD  est  double   du   triangle 

BEC. 

Conduisez  la  droite  AC.  Le  triangle  ABC  e^t 
égal  au  triangle  EBC  ( prop.  Sy  ) ,  car  ces  deux 
triangles  sont  construits  sur  la 'même  base  BC 
et  compris  entre  les  mêmes  parallèles  BC,  AE; 
mais  le  parallélogramme  ABCD  est  double  du 
triangle  ABC ,  car  la  diagonale  âC  partage.ce  pa- 
rallélogramme çn  deux  parties  égales  (prop.  34)  : 
donc  le  parallélogramme  ABCD  est  aussi  dou- 
ble du  triangle  E  B  Cl 

Donc  si  un  parallélogramme  et  un  triangle 
ont  la  même  base  et  sont  compris  entre  les 
mêmes  parallèles,  le  parallélogramme  sera  dou- 
ble du  triangle  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XLII. 

PROBLEME. 

Construire  dans  un  angle  donné,  un  parallélo-^ 
gramme  égal  à  un  triangle  donné. 

Soit  ABC  (fig.  40)  le  triangle  donné  et  D 
Tangle  donné  :  il  faut  construire  un  parallélo- 
gramme qui  soit  égal  au  triangle  ABC  dans 
un  angle  égal  à  Tangle  donné  D. 

Partagez  la  droite  BC  en  deux  parties  .égales 
au  poinjt  E  et  conduise;^  la  droite  AE  ;  sur.  la 
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droite  EC  et  au  point  E  construisez  un  angle 
CE  F  égal  à  l'angle  D  (prop.  23)  ,  par  le  point 
Â  conduisez  une  droite  A  G  parallèle  à  la  droite 
EC  (prop.  5i),  et  par  le  point  C  conduisez 
aussi  une  droite  CG  parallèle  à  la  droite  FE  : 
la  figure  FECG  sera  un  parallélogramme. 

Puisque  la  droite  BE  est  égale  à  la  droite  EC , 
le  triangle  ABE  sera  égal  au  triangle  AEC 
(prop.  38)  y  car  ces  deux  triangles  sont  cons- 
truits  sur  des  bases  égales  BE^  EC^  et  compris 
entre  les  mêmes  parallèles  BC ,  AG  :  donc  le 
triangle  ABC  est  double  du  triangle  AEC  ;  mais 
le  paraDélogramme  FECG  est  double  du  trian- 
gle AEC^  car  ils  ont  la  même  base  et  ils  sont 
compris  entre  les  mêmes  parallèles  :  donc  le 
parallélogramme  FECG  est  égal  au  triangle 
ABC  (  ax.  6)  y  et  il  a  un  angle  égal  à  l'angle  D. 

Donc  le  parallélogramme  FECG  a  été  cons- 
truit égal  au  triangle  ABC  dans  un  angle  CEF 
égal  à  l'angle  donné  D  -,  ce  qu'il  falloit  faire. 
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PROPOSITION    XLtîî. 

Dans  tout  parallélogramtne ,  les  côrhptémens  des 
parallélogrammes  qui  sont  autour  de  la  diagO'^ 
nale  sont  égaux,  entr'eux» 

Soit  le  parallelograinme  ABC D  (fîg.  4î  )  dont 
AC  est  la  diagonale  autour  de  laquelle  soient  lea 
parallélogrammes  ËH,  FG,  et  les  pârallélo-» 
grammes  BTK. ,  KD  qu'on  appelle  complémens  : 
je  dis  que  le  complément  B  K  est  égal  au  com-» 
plément  KD. 

Car  puisque  la  figUré  AB CD  est  ml  parallé-» 
logramme  dont  la  droite  AC  est  la  diagonale  ^ 
le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle  ADC 
(prop.  34).  De  plus ,  puisque  la  figure  EKHA 
est  un  parallélogramme  dont  la  droite  AK  est 
la  diagonale^  le  triangle  AEK  est  égal  au  trian- 
gle AHK;  lé  triangle  RFC  est  égal  au  triangle 
KGC,  par  la  même  raison  :  donc  puisque  le 
triangle  AE  K  est  égal  au  triangle  AH  K^  et  que 
le  triangle  KFC  est  aussi  égal  au  triangle  RFC  ^^ 
Je  triangle  AER,  réuni  avec  le  triangle  RGC, 
est  égal  au  triangle  AHR  réuni  avec  le  triangle 
KFC;  mais  le  triangle  total  ABC  est  égal  au 
tiîaugle  total  ADC  :  donc  les  restes  BR^  KD  5 
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qu'on  appelle  complémens  y  sont  égaux  entré 
eux  (axiome 3). 

Donc  dans  tout  parallélogramme  ^  les  corn-* 
plémens  des  parallélogrammes  qui  sont  autour 
de  la  diagonale  sont  égaux  entr'eux  ;  ce  qu'il 
faOoit  démontrer. 

PROPOSITION    XLIV. 

PROBL&MI. 

Sur  une  droite  donnée,  et  dans  un  angle  donné, 
construire  un  paraUélogramn^e  qui  soit  égal  à 
un  triangle  dotmi. 

Soient  donnés  la  droite  AB  (  fig.  4^) ,  le 
triangle  C  et  Fangle  D  :  il  faut  sur  la  droite  AB 
et  dans  un  triangle  égal  à  l'angle  D,  construire 
im  parallélogramme  égal  au  triangle  donné  C. 

Construisez  un  parallélogramme  BEFG  égal 
au  triangle  C  ;  dans  un  angle  EBG  égal  à  l'an- 
gle D  (  prop.  4^  )  ;  placez  là  droite  BE  dans  la 
direction  de  la  droite  AB;  prolongez  la  droite 
FG  vers  H  ;  et  par  le  point  A  conduisez  la  droite 
AH  parallèle  à  la  droite  B G  ou  à  la  droite  ^F 
(prop.  3i)^  et  menez  la  droite  GB.  Puisque  la 
droite  HF  tombe  sur  les  parallèles  AH,  EF, 
les  angles  AHF,  HFE  sont  égaux  à  deux  an- 
gles droits  (prop.;29)  :  donc  les  angles  BHG, 

E 
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GFE  sont  moindres  que  deux  angles  droits; 
mais  les  droites  qui  sont  prolongées  à  l'infini 
du  côté  où  lés  angles,  intérieurs  sont. moindres 
que  deux  angles  droits  se  rencontrent  (ax.  1 1  )  : 
4onc  les  droites  HB^  FE  se  rencontreront  étant 
prolongées  ;  que  ces  deux  droites  soient  pro- 
longées (dem.  3) ,  et  supposons  qu'elles  se  ren- 
contrent en  K  ;  par  le  point  K  conduisez  la 
jdroite  KL  parallèle  à  la  droite  E  A  ou  à  la  droite 
F  H  (prop.  5i),  et  prolongez  les  droites  AH, 
GB  vers  les  points  L ,  M. 

La. figure  HLKF  est  un  parallélogramme 
dont  HK  est  la  diagonale  ;  autour  de  la  diago- 
nale HK  sont  les  parallélogrammes  AG,  ME , 
et  les  parallélogrammes  LB^  BF,  qu'on  nomme 
complémens  :  donc  le  parallélogranmie  LB  es% 
égal  au  parallélogramme  BF  (prop. 45);  mai& 
le  parallélogramme  BF  est  égal  au  triangle  C  : 
donc  le  parallélogramme  LB  sera  é^al  au  trian- 
gle C  ;  et  puisque  l'angle  GB  E  est  égal  à  l'angle 
ABM  (prop.  i5)  et  que  Tangle  GBE  est  égal 
à  l'angle  D ,  l'angle  ABM  sera  égal  à  l'angle  D. 

Donc  sur  la  droite  donnée  AB  et  dans  un 
angle  ABM  égal  à  l'angle  D,  le  parallélogramme 
LB  a  été  construit  égal  au  triangle  donné  C  ;  ce 
qu'il  falloit  faire. 
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PROPOSITION    X,LV. 

PROBLÊMS. 

Construire,  dans  un  angle  donné,  un  paralléto^ 
gramme  gui  soit  égal  à  une  Jtgnre  rectiligne 
donnée^ 

Soit  ABCD  (fig.  4S)  la  figure  rectiligne 
émnée  et  E  Fangle  donne  :  il  faut ,  dans  un 
angle  égal  à  Tao^le  E ,  construire  un  parallélo- 
gramme qui  soit  égal  à  la  iSgure  Â6CD. 

Conduisez  la  droite  DB,  et  construisez  dans 
Vangle  HKF  égal  à  l'angle  E  ,  un  parallélo^ 
gramnaie  F  H  qui  soit  égal  au  triangle  ADB,  et 
sur  la  droite  G  H  construisez  ensuite  dans  Tan- 
gle  GBLM  égal  à  l'angle  E,  un  parallélogramme 
GM  qui  soit  égal  au  triangle  DBG. 

Puisque  l'angle  E  est  égal  à  chacun  des  an- 
gles HKF^  GHM,  l'angle  GHM  sera  égal  à 
l'angle  HKF  :  donc  si  nous  leur  ajoutons  1 -an- 
gle commun  KHG,  les  angles  FKH^  KHG 
seront  égaux  aux  angles  KHG ^  GHM.  Mais 
les  angles  FKH,  KHG  sont  égaux  à  deux  an* 
gles  droits  (prop.sg)  :  donc  les  angles  KHG, 
GHM  seront  égaux  à  deux  angles  droits.  Mais 
puisque  les  deux  droites  KH,  HM,  placées  de 
différens  côtés ,  font  sur  la  ^droite  G  H  et  au 

2 
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point  H  de  cette  droite ,  deux  angles  de  suite 
égaux  à  deux  droits ,  la  droite  KH  est  dans  la 
direction  de  la  droite  H  M  (prop.  i4);  et  puis- 
que la  droite  HG  tombe  sur  les  paKdlèles  KM, 
FG,  les  angles  alternes  MHG,  HQF  sont 
égaux  (  prop.  39)  ;  donc  si  nous  leur  ajoutons 
l'angle <;onimun HGL,  les  angles  MHG,  HGL 
seront  égaux  aux  angles  HfGF,  HGL.  Mais 
les  angles  MHG,  HGL  sont  égaux  à  deux 
angles  s  droits  (prop.  29);   donc  les   angles^ 
HGF,  HGL  Seront  aussi  égaux  à  deux  angles 
tlrôits  ;  donc  la  droite  F  G  est  dans  la  direc- 
tion de  la  droite  GL  ;  et  puisque  la  droite  KF 
est  égale  et  parallèle  à  la  droite  HG,  et  que 
•la  droite  HG  est  aussi  égale  et  parallèle  à  la 
droite  ML,  la  droite  K.F  sera  égale  et  paral- 
lèle à  la  droite  .ML  (ax.  i  et  prop,  3o).  Mais 
ces  deux  droites  sont  jointes  ensemble  par  les 
droites  RM,  FL  :  donc  les  droites  KM^  FL 
sont  égales  et  parallèles  (  prop.  53  )  :  donc  la 
figure  K  F  L  M  est  un  pjarallélogramme  ;  mais 
comme  le  triangle  ÂBD  est  égal  au  parallélo- 
gramme HF^  et  que  le  triangle  ABC  est  égal  au 
parallélogramme  G  M,  la  figure  totale  ABGD 
jsera  égale  au  parallélogramme  total  KFLM. 
•    Donc  le  parallélogramme  KFLM  a  été  cdns* 
Armt  égal  à  là  figure  rectiligne  A B CD,  dans 
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Fangle  F&M  égal  à  Fangle  donné  E-,  ce  qu'il 
Êdloit  faire.. 

PROPOSITION    XLVI. 

P  R  O-B  L  è  M  E. 

Décrire  un  guarré  sur  une  droite  donnée. 

Soit  AB  (fîg.  44)  1^  droite  donnée  :  il  faut  > 
décrire  un  quarré  sur  cette  droite. 

Du  point  A^  donné  dans  la  droite  AB^  con- 
duisez une  droite  AC  perpendiculaii*e  à  la  droite, 
AB  (prop.  Il);  faites  la  droite  AD  égale  à  la 
di'oite  AB  (prop.  5i  );  par  le  point  D  conduisez 
kdroite  DE  parallèle  àla  droite  AB  (prop.Si), 
ef  par  lé  point  B  condtdsez  aussi  une  droite  BE 
parallèle  à  la  droite  AD. 

La  figure  ADEB  est  un  parallélogramme  : 
donc  la.drcnte  AB  est  égale  a  la  droite  DE,  et 
la  droite  AD  égale  à  la  droite  BE;  mais  la 
droite  AB  est  égale  à  la  droite  AD  :  donc  les 
quatre  droites  BA,  AD^  DE,  EB  sont  égales 
entr'elles  :  donc  le  parallélogramme  ADEB  est 
équilatéral*  Je  dis  de  plus,  qu'il  est  rectangle, 
car  puisque  la  droite  AD  tombe  sur  les  parai-. 
léles  AB,  DE,  les  angles  B  AD,  ADE  sont  égaux 
à  deux  droits  (prop.  29);  mais  Tangle  B  AD  est 
droit  pai*  construction  :  donc  l'angle  A  DE.  est 
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droit  aussi.  Mais  les  câtés  et  angles  opposés  des 

parallélogrammes  sont  égaux  (prop.  34)  ;  donc 

chacun  des  angles  opposés  ABE ,  BED  est  droit, 

et  par  conséquent  le  parallélogramme  ADEB  est 

rectangle  ;  mais  nous  avons  démontré  qu'il  étoit 

équilatéral. 

Donc  le  parallélogramme  ADEB  est  un  quàrré 
décrit  sur  la  droite  AB  ;  ce  qu'il  falloit  faire* 

PROPOSITION    XLVII.    ' 

T  H  é  O  R  è  M  Eé 

Dans  les  triangles  rectangles^  le  quatre  décrit  sur 
le  côté  opposé  à  l'angle  droit  est  égal  aujf 
quarrés  construits  sur  les  côtés  qui  comprennent 
Vangle  droit. 

Soit  ABC  (fig.  45)  un  triangle  rectangle 
dont  Tangle  droit  est  BAC  :  je  dis  que  lequarré 
construit  sur  le  côté  BC  est  égal  âui  quarrés 
construits  sur  les  câtés  BA,  AC. 

Construisez  le  quarré  BDEC  sur  le  côté  BC; 
construisez  aussi  les  deux  quarrés  pB,  H  G  sur 
les, côtés  BA,  AC,  et  p^r  le  point  A  conduisez 
une  droite  AL  parallèle  à  l'une  où  à  l'autre  d^s 
droites  BD,  CE;  tônduisçz  ensuite  Içs  droiteis 
AD,FC. 

Puisque  chacun  des  angles  BAC,  BAG.«6t 
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droit,  et  qae  les  deux  droites  AC ,  AG,  placides 
de  part  et  d'autre  dé  là  droite  B  A ,  font  au  point 
A,  avec  la  droite  AB,  deux  angles  de  suite 
égaux  à  deux  angles  droits/  la  droite  CA  est 
dans  la  direction  de  la  droite  AG  :  la  droite 
AB  est  dans  la  direction  de  la  droite  AH,  par 
îa  même  raison  ;  et  puisque  l'angle  DBC  est 
égal  à  l'angle  FBA  (axiome  10) ,  étant  droits 
l'un  et  l'autre ,  si  nous  leur  ajoutons  un  angle 
commun  ABC  y  l'angle  total  DBA  sera  égal  à 
l'angle  total  FBC;  mais  les  deux  drokes  DB^ 
B  A  étant  égales  aux  deux  droites  CB ,  BF,  cha- 
cune à  chacune^  et  l'angle  DBA  égal  à  Fangle 
FBC ,  la  base  AD  sera  égale  h  la  base  FC ,  et  le 
triangle  ABD  égal  au  triangle  FBC  (prop.  4)« 
Or  le  parallélogramme  BL  est  double  du  trian- 
gle ABD  (prép.  41  )>  cai"  ils  ont  la  même  base 
BD  et  sont  compris  entre  les  méniès  parallèles 
BD,  AL.  Le  quarré  GB  est  aussi  double 'du 
triangle  FBC^  car  ils  ont  la  mémeiba^e  F^  et 
scmt  compris  entre  les  mênies  .parallèles ^B^ 
GC;  mais  les  quantités  qui  scmt  doubles 'de 
quantités  égales  sont  égales  entr^eli^s  :  donëlë 
parallélogramme  BL  est  tf^  au  quarré  GBl 
.  Ayant  conduit  les  droites  AE^  BK^  «nous^dé- 
mantrerons  de  la  même  manière  que  lé  pjral^ 
lélogramme  CL  est  égal  au  quarré  HC  :  donc 

4 


72  É  L  É  M  E  N  s 

le  quàrre  total  B  DEC  est  égal  aux  deux  quarrés 
GB,  HC  ;  mais  le  quarrë  BDEC  est  constrnit 
sur  le  côté  BC  ^  et  les  quarrés  GB,  HC  sont 
construits  sur  les  côtés  B  A ,  ÂC  :  donc  le  qoarre 
BE,  construit  sur  le  côté  BC ,  est  égal  aux 
quarrés  construits  sur  les  côtés  B  A ,  AC. 

Donc  dans  les  triangles  rectangles,  le  quarré 
construit  sur  le  côté  opposé  à  l'angle  droit  est 
égal  aux  deux  (Carrés  construits  sur  les  côtés 
qui  comprennent  l'angle  droit  ;  ce  qu'il  falloit 
(démontrer. 

.      PROPOSITION    XLVIII. 

THEORÊltTK. 

Si  le  (juarré  qui  est  construit  sur  un  des  côtéi 
d*un  triangle  est  égal  aux  quarrés  construits 
sur  les  autres  côtés  du  triangle ,  l'angle  com^ 
pris  entre  ces  deux  derniers  côtés  est  droit. 

Que  le.quarré  construit  sur  un  côté  BC 
(fig.46)  d'un  4riangle  ABC,  soit  égal  ausi 
quarrés  construits  sur  les  deux  autres  côtés 
BA,  AC  :-  je  dis  que  l'angle  BAC  est  droit. 

Conduisez  du  point  A  une  droite  AD  per- 
pen^culaire  sur  la  droite  AC  (prop.  1 1)  ;  £sates 
Ja  droite  AD  égale  à  la  droite  B  A ,  et  conduisez 
la  droite  DC. 
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Car  puisque  la  droite  D  A  est  égale  à  la  droite 
ÀB,  le  quarré  construit  sur  DA  sera  égal  au 
qnarré  construit  sur  AB.  Donc  si  nous  ajoutons 
un  quarré' commun,  celui  qui  est  construit  sur 
AC ,  les  quarrés  construits  sur  DA ,  AC  seront 
égaux  aux  quarrés  construits  sur  B  A ,  AC.  Mais 
le  quarré  construit  sur  DC  est  égal  aux  quarrés 
construits  sur  D  A ,  AC  (  prop.  4?  )  j  ^^  Tangle 
DAC  est  droit.  Or  le  quarré  construit  sur  BG 
est  supposé  égal  aux  quarrés  construits  sur  B  A  ^ 
AC  :  donc  le  quarré  construit  sur  D  C  est  égal  à 
celui  qui  est  construit  sur  BC  :  donc  le  côté  DC 
est  égal  au  coté  CB ;  et  comme  le  côté  AD  est 
égal  au  côté  AB  et  que  le  côté  AC  est  com- 
mun^ les  deux  côtés  AD,  AC  sont  égaux  aux 
deux  côtés  BA;  BC^  chacun  à  chacun  ;  mais  la 
base  DC  est  égale  à  la  base  CB  ;  donc  l'angle  DAC 
est  égal  à  l'angle  BAC  (  prop.  8  )  ;  mais  l'angle 
DAC  est  droit  :  donc  l'angle  BAC  est  droit  aussi. 
Donc  si  le  quarré  ^construit  sur  un  côté  d'un 
triangle  est  égal  aux  quarrés  construits  sur  les 
deux  autres  côtés ,  l'angle  compris  par  ces  deux 
derniers  côtés  sera  droit;  ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

Piz?    nu    PRSMXKli   LIVRE. 
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LIVRE    IL 


DEFINITIONS. 

1.  JL  out  parallélograname  rectangle  est  dh 
contenu  sous  les  deux  droites  qui  comprennent 
un  angle  droit.         "    - 

♦  2.  Dans  tout  parallélogramme ,  on  appelle 
gnomon  la  réunion  de  l'un  quelconque  dçs  pa^- 
ralléiogranïmes  décrits  autour  de  là  diagonale, 
avec  les  deux  cotoplémens. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

'        T  H  É  O  R  i:  M  E. 

Si  Von  a  deux  droites,  et  si  l'une  d'elles  est  par^ 
tagée  en  un  certain  nombre  de  parties,  le  rec-^ 
tangle  compris  sous  ces  deux  droites  est  égal 
aux  rectangles  compris  sous  la  droite  qui  n'a 
point  été  partagée,  et  sous  chacun  des  segmens 
de  l'autre. 

Soient  deux  droites,  A, JBC  (fig.47)7  et  que 
la  droite  RC  sait  partagée  d'une  manière  quel- 


eonque  aux  points  D,  E  :  je  dis  que  le  rectangle 
compris  sons  les  droites  A^  BC  est  ëgal  au  rec- 
tangle compris  sous  les  droites  A,  BD,  au 
rectangle  compris  sous  les  droites  A^  DE,  et 
au  rectangle  compris  sous  les  droites  A,  EC. 

Conduisez  par  le  point  B  la  droite  BF  perpen- 
diculaire sur  la  droite  BC  (  prop.  1 1 .  i  )*  ;  faites 
la  droite  BG  égale  à  la  droite  A ,  et  par  le  point 
G  conduisez  la  droite  G  H  parallèle  à  la  droite 
BC  (prop.  5i .  i)  ;  par  les  points  D,  £,  C,  con* 
duîsez  ensuite  les  droites  DK^  EL,  CH,  pa- 
rallèles à  la  droite  B  G. 

L.e  rectangle  B  H  est  égal  aux  rectangles  B  K , 
DL^  EH;  nuôs  le  rectangle  BH  est  compris 
sous  les  droites  A ,  BC ,  car  il  est  compris  soùs 
le&  droites  GB ,  BC ,  dont  la  droite  BG  est  égale 
à  la  droite  A  ;  le  rectangle  BK  est  compris  sous 
les  droites  A,  BD,  car  il. est  compris  sous  les 
droites  GB ,  B  D ,  dont  la  droite  GB  est  égale  à  la 
droite  A;  le  rectangle  DL  est  compris  sous  les 
droites  A,  DE^  puisque  DK,  c'esl-a-dire  BG, 
est  égale  à  la  droite  A;  et.enfin^  le  rectangle 
£H  est  compris  sous  les  droites  A,  EC  :  donc 
le  rectangle  compris  sous  les  droites  A ,  6  G  est 

^  Le  premier  nombre  indique  la^iropoflitiou,  et  le 
fécond  indique  le  livre. 
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égal  au  rectangle  compris  sons  les  droites  A/ 
BD;^  au  rectangle  compris  sous  les  droites  Â, 
DE,  et  enfin  au^rectàngle  compris  ^ous  lés 
droites  A^  E:C.  , 

Donc  si  l'on  a  deiix  droites,  et  si  Tune  d'elles 
est  partagée  en  un  certain  nombre  de. parties, 
le  rectangle  compris  sou»  ces  deux  droites  est 
égal  aux  rectangles  compris  sous  la  droite  qui 
n?a  point  été  partagée  et  sous  cbacun  des  seg-^ 
mens  de  Fautre  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    IL 

THEOREME* 

Si  une  droite  est  partagée  d'une  manière  queir- 
conque  en  deux  parties ,  le  rectangle  cofnpris 
sous  la  droite  totale  et  sous  tun.et  Vautre  seg^ 
ment ^  est  égal  au.quarré  de  la  droite  entière* 

Que  la  droite  AB  (fig.  4^)  soit  partagée  d'une 
manière  quelconque  au  point  C  :  je  dis  que  le 
rectangle  compris  sous  les  droites  AB ,  BC ,  avec 
le  rectangle  compris  sous  les  droites  BA,  AC, 
est  égal  au  quairé  de  la  droite  AB. 

Sur  la  droite  AB  .construisez  Je  quarré  ADEB 
(prop.  46.  I  )>  et  par  le  point  C  conduisez  la 
droite  (^  p^rfllèle  à  l'wie  et  à  l'autre  des  droites 
ADjBE  (prop- 5i.  i). 
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Le  <piarré  A£  «st  égal  aux  rectangles  A  F, 
CE  ;  maift  le  -quarré  AE  est  construit  sur  la 
droite  AB,  le  rectangle  A  F  est  compns  sous 
les  droites  BÀ^  A€,  car  il  est  compns  sous  les 
droites  DA^  AC,  dont  la  droite  AD  est  égale  à 
AB;  et  enfin  le  rectangle  CE  est  compris  sous 
les  droites  AB ,  B  C ,  puisqtte  la  droite  B £  est 
égale  à  la  droite  AB  ;  donc  le  rectangle  compris 
sous  les  droites  B  A,  AC^  avec  le  rectangle  conob- 
pris  sous  les  droites  AB ,  B£ ,  est  égal  au  ipiarré 
de  la  droite  AB. 

Donc  si  une  droite  est  partagée  d'une  ma- 
niére  quelconque  en  deux  parties ,  les  rectan- 
gles compris  sous  la  droite  totale  et  sous  cha* 
cun  des  segmens  sont  égaux  au  quarré  construit 
sur  la  droite  totalej  ce  qu'il  falloit  démontrer* 

PROPOSITION    III. 
THéoRintc. 

Si,  une  droite  est  partagée  d'une  manière  qûel^ 
conque  en  deux  parties  y  le  rectangle  compris 
sous  la  droite  totale  et  l'un  des  segmens,  est  égal 

.  au  rectangle  compris  sous  les  segmens  et  au 
çuarréformé  sur  le  segment  premièrement  pris. 

Que  la  droite  AB  (fig.49)  soit  partagée  en 
un  point  quelconque  C  :  je  dis  que  le  rectangle 
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compris  sous  les  droites  AB,  BC  est  égalau 
rectangle  compris  sous  les  droites  ÀC^  CB/et 
au  quarré  de  la  droite  BC. 

Sur  la  droite  BC  construisez  le  quarré  CDEB 
(  prop.  46*  i)  >  prolongez  en  F  la  droite  E D ,  et 
par  le  point  A  conduisez  la  droite  A  F  paral- 
lèle à  l'une  ou  à  Tautré  des  droite»  CB^  BB 
(prop.  3i.  I  ). 

Le  rectai^é  ÀE  est  certainement  égal  au< 
rectan^es  AD ,  CE  ;  mais  le  rectangle  AE  est 
compris  sous  les  droites  AB,  BC,  car  il  est 
compris  sous  les  droites  AB ,  BE ,  dont  ta  droite 
BE  est  égale  à  la  droite  BC;  le  rectangle  AD 
est  compris  sous  les  droites  AC ,  CB ,  puisque 
.  la  droite  DC  est  égalé  à  la  droite  CB;  et  enfin 
le  quarré  DB  est  construit  sur  la  droite  BC  : 
donc  le  rectangle  compris  spus  les  droites  AB , 
BC  est  égal  au  rectangle  compris  soud  les  droites 
AC ,  CB  et  au  quarré  de  la  droite  BC. 

Donc  si  une  droite  est  partagée  d'une  ma- 
nière quelconque  en  deux  parties,  le  rectangle 
compris  sous  la  droite  totale  et  sous  un  des 
segmens ,  est  égal  au  rectangle  compris  sous  les 
segmens  et  au  quarré  construit  sur  le  segment 
premièrement  pris  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    IV. 

THÉORiME. 

Si  une  droite  est  partagée  éCuiie  nuinière  queU 
conque  en  deux  parties  j  le  quarré  construit  sur 
la  droite  entière  est  égal  aux  quarrés  formés 
sur  les  deux  segmens  et  au  double  du  rectangle 
compris  sous  ces  deux  segmens. 

Que  la  droite  AB  (fig.  5o)  soit  partagée  d'une 
manière  quelconque  au  point  G  :  je  dis  que  le 
quarré  construit  sur  AB  est  égal  aux  quarrés 
construits  sur  AG,  CB,  et  au  double  du  rec* 
tangle  compris  sous  les  sègmens  "kC,  CB. 

Construisez  le  quarré  ADEB  sur  la  droite  AB 
(prop,  46*  ï  )  i  conduisez  la  droite  BD;  par  le 
point  C  conduisez  la  droite  CGF  parallèle  à  Tune 
ou  àl'autre  des  droites  AD>  BE  (prop.  5i .  1) , 
et  par  le  point  G  cpnduisez  la  droite  HK  paral- 
lèle à  Tune  ou  à  l'autre  des  droites  AB,  DE. 

Puisque  la  droite  CF  est  parallèle  à  la  droite 
AD,  et  que  la  droite  BD  tombe  sur  ces  deux 
droites,  l'angle  extérieur  BGC  sera  égal  à  l'an- 
gle intérieur  et  opposé  A DB  (prop.  29. 1)  ;  mais 
Tangle  ADB  est  égal  à  l'angle  ABD  (prop.  5.  i)^ 
parce  que  le  côté  B  A  est  égal  au  côté  AD  ;  donc 
l'angle  CÇB  est  égal  à  l'angle  GBC  :  donc  le 
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côté  BC  est  égal  au  côté  CG  (prop.  6.  i  )  ;  mai» 
le  côté  CB  est  égal  au  côté  G  K  (  prop.  54#  i  ) ,  et 
le  côté  CG  égal  au  côté  BK  :  donc  le  côté  GK 
est  égal  au  côté  GC  :  donc  le  quadrilatère  CGKB 
est  équilatère.  Je  dis  de  plus  qu'il  est  rectan- 
gle ;  car  puisque  la  droite  CF  est  parallèle  à  la 
droite  BK^  et  que  la  droite  CB  tombe  sur  ces 
deux  droites ,  les  angles  KB  C ,  GCB  sont  égaux 
à  deux  droites  (prop.  29.  i);  mais  l'angle  KBC 
est  droit  (déf.  5o.  i  )  ;  donc  l'angle  GCB  est 
droit  aussi  :  donc  les  angles  opposés  CGK, 
GKB  seront  encore  droits  (prop.  54*  i)  •  donc 
le  quadrilatère  CGKB  est  rectangle.  Mais  on  a 
démontré  quSl  étoit  équilatère;  donc  ce  qua- 
drilatère est  un  quarré ,  et  ce  quarré  est  coris- 
truit  sur  la  droite  BC.  Par  la  même  raison  le 
quadrilatère  H  F  est  encore  un  quarré  cpii  est 
construit  sur  HG ,  c'est-à-dire  sur  AC.  Donc  HF, 
CK  sont  deux  quarrés  construits  sur  AC,  CB; 
et  puisque  le  rectangle  A  G  est  ^al  au  rectangle 
GE  (prop.  45- 1)7  et  que  ce  rectangle  AG  est 
compris  sous  les  droites  AC,  CB  ;  GC  étant  égal 
à  CB  y  le  rectangle  GE  sera  égal  à  un  rectangle 
qui  est  compris  sous  les  droites  AC ,  CB.:  donc 
les  rectangles  AG,  GE  sont  égaux  au  double 
du  rectangle  qui  est  compris  sous  les  droites 
AC,  CB  ;. mais  les  quarrés  HF,  CK  sont  cons- 
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tiiiiu  sur  les  droites  AC ^'OB^i  donc  les  quatre' 
%dres  HF,  CK,'AG';Gfe'Wirt  égales  aux 
quarrés  ccmstruîts  sur  AG  f  CB  etf  au  dôu]b^le  du 
rectangle  Compris  sous  let'Adroites  AC ,  CB  ; 
mab  les  quatre  figures  HF,  CK,  AO/GE  corn-' 
posent  toute  là  figure  ADEB  qcdi  èsrt  le'  (famé 
covistruit  9ùt  AB  ;  donc  le  qûarrë  Construit  *sur 
AB  est  égal  aux  quàrrés  constrahh  sur  AC ,  CB , 
et  au  double  du  rectangle  compris  sons  les* 
droites  AC,  CB, 

Donc  si  une  droite  eist  ^partagée  d'une  ma- 
nière quelconque,  le  quarré-de  la  droite  en** 
tière  est  égal  au  quatTé  dèA^  sëgiiierâ  et  au 
double  du  rectangle  comptis  J^tts  ces  ^e^ens  ; 
ce  qu'il  falloit  démontref.    *   '  ' 

Je  £s  que  le  quan^é  construit  sur 'la  drcSte 
AB  est  égal  aux  quarrés  construites  sut  À*C',  CB 
et  au  double  du  rectangle  compris  feous  ACj CB.' 

En  eflfet,  puisque  ddits  lii  iîrfême  figure'  le 
côté  BA  est  égal  au  iîôté  AD;  FaifïgieiBD  $étà 
égalàfaingle  ADB  (pro^.  5:  î  )i  et  comiiii^les' 
trois  angles  d*an  triangle  qudcbnqtië  sont  ëgàtotf 
à  deux  débités  (pt-op.  iStï.  i  )  ;  1^  Hm!^'  âiglèi^ 
ABD,  AI>B/BAD  drf  iriîûiè**  A»p  iëtohi' 
égaux  k  deùx^drcfc's.  Mais  Fangle  «A^^ 
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droit  :  dpuc  Ies.dei9O^t)*0s  ;^ngle$  A8  D ,  ADB , 
spnt  égaux  à  u^^n^^xlr^i  or  ceï  deûxai^gl^Â' 
spnt^égauK  (Çj^W^IO \  jli>i>c  chacun. dles  ainglefli- 
A6D,  :Ai)B,èst  /%al  à^iai moitié  d'uil  an^T 
drfiit.  M^is  V^i^M  BC  G  est  droit  j.ean  ii  ç»t  égal, 
à  l'angle  iQt^î^jtjU'  .et  opposé  ;B  A  P  :  donc  Vaa^ 
^le  restant  CO^  ^l  }a  Inpitié  d'xùx  angle  dreâir 
dopc  l'angle  QG^  est  égala  l'angle  ÇBG  :  dptlc^ 
h  cQté.  BC  :ç^triégfJ  au  coté. C G  (prop-  54.^);. 
mais  CB  est  égal  à  KG ,  et  CG  égal  au^si  à  BK 
(prA;)p.,34>  %j)^-^ '<ipi^'l^  quadrilatère  C£.<est 
équilatère;.  omisj^  a-u^  angle  droit  ;  dojnç.cé: 
quadril^l^l^^estiiQ  quarré  ,.et  cç.  quayrré  est<3(»is^ 
truit  sur  .M  ççgpi^t-CB.  Le  quadrilatièreHR 
est  un  quarré ,  par  la  mfêine  raison,  et  ce  iquarré 
est  construit  sur  le  segment  AC  :  donc  les  qua- 
drilatères CK,  HF  6c/Êt  deux  ipiarrés,  et  ces 
dq^x  Tquari:és  sont,  çpn^truits  sur  le&  se^ens 
A<3;,  G)^.  De  plus,  puisque  le.  rectangle:  A  G  es^ 
éjgpia^/rççtanglçEG  (prop.  3i,  i),  et  que  le 
reçtgingle  A^Gesi  compris  sous  l^s  droites  AC, 
ÇjP,^  ç(ii^  la  ^rçdte  CG. est^égale  à. la  droite  CB, 
^M^ft^S^  ^9^  fst  égçJ.^u  rfe;<{tangle.,çoqipris. 
s^iji^^^^f  .droites  .4^ ,.  ÇÎB;  :  donç^les  rect^gies 
^O^.fjr^j^qnt^aux^û  ^uble.dttrwtangle  qui 
serott.çQipj^i^s  sifo^s  le?  droites  AC,,4a^,.  mais  les 
(|V^^ésÇ^j9^sonté|[aiaioçux.qui  seroient 
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construits  sur  les  ^egmens  ÂC,  CB  :  donc  les 
quatre  figures  CK,  HF,  AG,  GE  sont  égales 
aux  quarrës  construits  sur  les  segmens  A  C  ^ 
dB,  et  au  double  du  rectangle  compris  sous 
ces  mêmes  segmens.  Mais  les  figures  CK,  H  F, 
AG ,  GE  composent  toute  la  figure  AE  qui  est 
le  quarré  construit  sur  AB. 

Donc  le  quarré  formé  sur  la  droite  AB  est 
égal  aux  quarrés  formés  sur  les  droites  AC, 
CB^  et  au  double  du  rectangle  compris  sous 
les  mêmes  droites  AC ,  CB  ;  ce  qu'il  falloit  dé^ 
montrer. 

C  O  ROLLAIRE. 

Usuit  de  là  que  y  dans  les  quarrés ,  les  parallé-* 
logrammes  qui  sont  autour  de  la  diagonale  som , 
toujours  des  quarrés^ 
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P  R  O  P  O  S  I  T  ï  O  N    V, 

»  T  It  é  O  R  E  M  C. 

Si  une  droite  est  coupée  en  deux  parties  égales 
et  en  deux  parties  inégales,  le  rectangle  com^ 
pris  sous  les  deux  segmeris  inégaux  de  la  droite 
entière  ai^ec  le  ^uarré  de  la  droite  qui  est  placée 
entre  les  points  de  section  ,  est  égal  au  quarré  de 
ta  moitié  de  cette  droite. 

Qu'une  droite  quelconque  AB  (fig.5i)  soit 
coupée  en  deux  parties  égales  au  point  C  et  en 
deux  parties  inégales  au  point  D  :  je  dis  que  le 
rectangle  compris  sous  les  droites  AD,  DB , 
avec  le  quarré  constrmt  sur  CD,  est  égal  au 
quarré  coriistruit  sur  CB.       , 

Sur  la  droite  BC  construisez  le  quarré  C  E  F  B 
(prop.  46. 1  ) ,  et  conduisez  la  droite  BE  ;  par  le 
point  D  conduisez  la  droite  DHG  parallèle  à  l'une 
ou  à  l'autre  des  droites  CE^  BF  (prop,  5 1 .  i  )  ; 
par  le  point  H  conduisez  la  droite  KLM  paral- 
lèle à  l'une  ou  à  l'autre  des  droites  CB^  EF, 
et  enfin  par  le  point  A  conduisez  la  droite  AK 
parallèle  à  l'une  ou  l'autre  des  droites  C  L ,  B  M . 

Puisque  le  complément  CH  est  égal  au  com- 
plément H  F  (prop.  45. 1  ) ,  si  nous  ajoutons  à 
chacun  de  ces  coniplén:iens  le  quarré  DM,  le 
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rectangle  total  CM  sera  égal  au  rectangle  total 
OF  ;  maÎ9  le  rectangle  CM  est  égal  a«  recuiit^ 
gle  AL  (prop.  36.  i  ),  puisque  la  droite  AC  est 
égale  à  la  droite  CB  :  donc  ie  rectangle  AL  est 
égal  au  rectangle  DP; 'donc  si  nous ' ajoutons 
le  rectangle  CH  à.  chacun  de  ces  deux  rectan- 
gles y  le  rectangle  total  AH  sera  égal  aux  rectan- 
gles DP,  DL;  xnâîs  le  rectangle  AH  est  com- 
pris sou^  lés  droites  AD,  DB ,  puisque  la  droite 
DH  est  égale  à  la  droite  DB;  or  les  rectangles 
FD,  DL  Wfaiént  lé  gnomon  NOP  :  don»  le 
gnomon  WOP  est  égal  au  rectangle  compris 
«cms  les  droites  AD^'  DB  ;  donc  si  nous  ajoutons 
à' chacune  de  ces  détiï  quàùtités  le  quarré  LG 
qtri  est  égal  au  quârré  dé  C  D  (  çorol.  4-  à) ,  le 
gnomon  MO?  «Hrle  Quarré  LH  seroût  égaux  au 
reictai;^  compris  sou^  les  droites. AD^  DB  ,:.et 
^fa.ouarré  construit  sur  CD.î  loais  le  gnomoyi 
If  O  F  et  le  quarré  liGJoriii^m  tout  le  quarré 
C^FB  qiii  e^t  çOnsjLrij^t  sus  CB  ;  donc  le  rec^ 
tangle  compris  sous.ADy.DB.y  avec  le  quacré 
cpnstrait  sur  CD,  est  égal  au  quarré  ct>Qaltuit 
atu-.CB.  .:.      ;    '    .1     ,-,'•  /  .^   '^ 

^yfJ)t>tiiC  àj  i^ne  ditÂle  est  coupée  eu  dettK  par- 
ties.égaJes  et  en^deûx  parties  inégales  y  le  recH 
t^ngle  cotiqins  sous  les  deul  segmens  inégaux 
de  la  ikoile  totale  aT£C  le  quarré  dé.  la  droite 
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qui  est  placée  entre  lés  deux  points  <de  swfkm  ^ 
€St.égal  au  quarré  de  la  mpitié  de  oèU94roite; 
ce  quril  ialloit  démcmtrer. 

PROPÔSITljpW    VI. 

Sim^e  Ugnedroite  est  ccaipéeendeuxpflrties  égal$s^ 
et  si  on  lui  ajout^.dir^tementune^ ^T9^  V^% 
conçue  j  T^  rectangle  çppiyjrif  stif^ .  upp  df^itf 
composée  de  la  première  .droite  et  de  l^drçj^ 
ajoutée,  etsQus  ladroite  ^jqu^ée^ayfic^equftrré 
^dela  moitié  de  la  première  Ugne  dr^iffij^est  égoJL 
au  çuarré  d'une  droite  composée  delà  moitié  df 
la  première  ligne  drçite  et  de  la  droite.aJQjitéf^^ 

.  Qu'une  ligne  droite  quelconque  ÂB  (  fig.  5â  ) 
soit  cou|>ée  en  deux  paréc^  égales  au  point  G  ^ 
qu^on  lui  ajoute  direëtement'  une  droile-i|ùèl* 
conque  6D  t  jedis'  que  le  rectangle  ilïbiiipris 
50U6  AD,  DB,  ai*ôtlè  ^arré'de  la  droite  CB, 
est  égal-au  quarré  fle  CÔ.- '^'  ... 

Sur  la  droitè'CD  décôvM  lé  quarré<;EFD 
(prop.  46. 1  )  ;  conduisez  la  droite  D&;  piar'ie 
pointBconduisez  la  droite  BH&parttUéleàrane 
ou  à  Fautre^es  droites» CE,  ï)F{j^ôp/5r.'i); 
par  le  pointH  conduisez  la  droite  iLlM  parallèle 
à  l'une  ou  à  l'autre  des  dpôîtes  A.D  ^  E£y  et  enfin 
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par  le  point  A  conduisez  la  drolt^^AK  paràllèifé 

ir'î«ié>bùamtréaèsdr6îteîrbtr         ;^ 

*PUist^ie''&  droite 'A  e  est  ê^Hlei  -Ik  ÎJrôîffe 
CB,  !è'ne<5^ngie  AL  sera  e^arâti  récfâd^e'CIi 
(prop.56.'  *)  ;  ttiarsiè  rèctîiiigle  CH'fâFéffaï  au 
rectangle  HP  (prop.  43.  i  )  :*dônc  le  rectangle 
AL  sera.  4g^  ^^  Rpctan^le  |IF  ;  done  si  nous 
ajoutons  à  chacun  de  ces  rectangles  le  rectangle 
CM ,  le  rectangle  total AM^dra^ëgal  au  gnomon 
JÎOP;  mais  le  reqtande  A  M  est  compris  sous 
les  droites  AD,  DB,  ,c^r  DM, est  éeal  àT)B 
f  corrol.  4«  ^  )  ;  donc  ie^impWn  N  vP  est  effal 
a  un  rectan^e  qui  est  compris  soUs  les  droites 
AD ,  DB  ;  donc  si  nous  aioutons  a  chacune  de 
CCS  deux  quantités  le  quarre'LG  qui,  est  égal  a 
quarré  construit  surCB,le  rectangle  compris 
«Msi^le^  droites  AD pŒRB'^aVec^é  qù^fë  cons- 
tttiSft  sorBC  sera  ^giP 8tt V«^M4i' T^^     ét'au 
4&fré  LOi'Mttîs-lfe^gôoïWi^lf HD  étle^Y^Srr^ 
*®  etiittpes^i  le  <5[cihH^  t<fet'CEFlî]|  iqui^^st 
construit  sur  CD  :  'àôkc'^WVSi^^e  ^oixfMk 
«ôus  Af>vaî»  ff^eè  k^ljœiîfe^Aîtt^tWiît^sui^^^ 

est  égal  au  quarré  cônsfflH8^iii-^  Ct);^'^^"    ''^  ^^ 

folies  égdies;  éft  tfP^oif  lùi^njcJute  dirmej^çné 
«tte  dï^fee/<luelconipiii/lë'Vè^angle  coi^^ 
^Ous  «ig^toîtfe-cômpèkéeà^  feprëiûîere  lîgiiè 
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àfmtej^p  de  h,  ^PUe  ajoutée.,  et  sous  la  ,drpit^ 
ajout^  '^|ave^  ^  q^a^é  de  la  moitié. (le  Jfjpre- 
XQÎj^rg  ligae^^^^oiie,^  est  égal  au  quaixé/d/pne 
dvoit^,Ç^]Çpp^jée.  de  la  moitié  .de^,la,priçpi^ère 
]i|[ipe  dépite,  et  ^d^  la  drQÎte  ajoutée  5  ce<pi'il 

.:/oiT  '  ^  ft  0  i>î ^  s  j  T  j  ô  jjr  y  ri. 


f  icre  et  le  quarrjèae  lunde  ses  segmens  égalent 

"  =  ,riL  ,  ,1  <»  V    ?r.tf(bo;)  J««>  •!)l>..':P;   •    1'    ,'•  J- 
le  aoubîe  du  rectangle  comptis  scus  la  droite 

\  •  M^,.-.'::.»  î:  ciuoiijo;^  ^WvUi  ;^  >')»;.  .>  .  .     '  ,  *  *  ' 
entière  et  ce  segment  et. le  guarré  de  l autre 
,    ;         i<  »  ••>•»  '>.i  9T:::np  ?i  «^  >^'î      ->•  •   •  •  ' 

'    segment.  ^  r    ,. 

QuWe  dro3Î|e jcpjelgqçcpjLp. ÀA  ( %.  55)  ml 
partagée  ;d'uj^.^,^niè}^e  qyeicppqujE^  a(tï.{^iq|rCi^ 
je^iVfpie ,ie,  çR[^r,| 4«  AJB ^tj^  quatre  4e,»p 
$on^  çg£Hfi^  au^9;[^  ]^^,r€yçt^|igle^B0mpri«  ^1^ 

et  construis  lajjSgiff^îioj  hru  ry  1     : .      -  . 
Pjii^e  le  rçcitgp^^îQi^fi  ^M^  *|i  ire€»n- 
Sp.^'?)ÎPl?Rît4$;  ^i)ît  3i,  J»us,aj>tffeût|s,à;riw 
et  à  Fauti;^  jg..<jjf^ré^  rectaog^eÎjàfF  wra 

é|;a4aujrectaç^][e^  Ç;]pl  rdç(QC  les.|^eG^^gl(ea  A'F, 
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CE  sont  doubles  du  rectangle  AF;  mais  les 
rectangles  AF ,  CE  bomposent  le  gnomon 
KLM  et  le  quarré  GF  :  donc  If;, gnomon  KLM 
et  le  quarré  G  F  sont  doubles  du  rectangle  AF  ; 
mais  le  doublé  du  rectangle  côfiiprîs  aous  les 
droites  AB ,  BCest  double  du  rectangle  A  F,  car 
la  droite  BFestëgale  à  la  droite  BG  (cor.  4-  a): 
donc  le  gtimtion  KLM  et  le  qutorë  G  F  sont 
égaux  au  rectânjglè'^  compris  sons  les  drokes 
AB,  BC;  donc  in' nous  ajoutons  a  ces  quantités 
le  quarré  HN ,  qui  est  consu*uit  sur  la  droite  A  G , 
le  g|ionw)nKLM  et  les  quarres  GF^'tlN  seront 
égaux  î^u.dauble  du  rectangle  comprîs;SOus  A^> 
BC,,et  au  quarré  de  AÇ  yffïm  l^^ff^omoriKljl^ 
et  les  quarrés  GF  ^  HN  forment  Je,  qi^rç  total 
ApflB  çt  1q  q^M^arré  CFyq^i;S0nt  /construit^  sur 
ABv,  ]^C.:  donc  l€yj,  qtMjpp^.  de  AB.jet  d^  BG 
sont  égaux  au  double  4urççit%fi^f|.Gampiris  sous 
AB,  BC,^  je^.ai^iq9i«tri;éi|le  AQ,         .  :   '  , 
/Dope  si  upej^roit^nest-pârt^^c.eu*, dçux 
patlia^i,  d'une  manière,  .quelconqqe^/ le  quarre 
de  la  droite  entière  et  le  quarré  d^fJl'U|i  i}0:Aea 
seg^ensr  $ont:égaipL,.|p.doC^4e  ^  recffiiDçle 
compris  iSQus,  la  droite  ;ej|^t^(Ç;;^tjce  segiiient  ; 
et  au  qnarré  dp  llai^tt»  $§§meQt  ;:<^  quil  fallait 
deVofttrer.   ,      ;    >      .  ./    .,:     /.  d  - 
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iSï  u?î0  4rp#fe  ^st  ppirtagée  .en]4^u:fç  parties  4'^^ 
.  mamèi^  fffielpofiqueyjfi  qUa^f^pi^  à^  rectangh 
.  CQmpris  sûmS  la  droite  ^nfférè^qpfm  de  ses  seg* 
:  mens,,  auqc  le  quatre  de  l'autre  ^§egment,  est  égal 
,  /0tt  quarré  construit  sur  la  ;  droite  entière  et  le 
.  premier  segrnent,  considéf^s^  <i%nme  ne  formant 
,    qu^iaie  sçide  droite»  , 

Que  la  droite  AB  (  fig.  54  )  soit  partagée-  en 
rfètix  '  parties  d'une  manière  ^elconque  au 
^oint  C  :  je  <fis  que  le  quadruple  du  rectangle 
cbmpris*  sous  les  droites  A-B ,-  B  C  avec  le  quarré 
dié^ AC  ,  'eét  é^l'  au .^liarré  eonstniit  ïrur  le» 
dt-xiifè^  ÂB';  fec,  considérées  comme  ne  fé^^ 
mant' qu'une  seuledrôi^e.       -^  "'"  ' 

Prolongez  la  di'oke'DB  dàtiè  la  direction  de 
AB> j  fiif es  B0  égal  à  CB  ;  décrivez  sur  ^&  D  le 
^ùkrré  AEF^Dt  (prop. 46V:à)v  et  ^otasttoisCi^iïne 
double  figîrë;       ••  •    •'  •  '*  >  *   --' 

'  Pdîs<ïUe^ïà  ifroitè'CS  ésri!'  égale  à  la  ériale 
BD^Hêt  que  ia  droitéX^B  eàt  égalé  à  -b  droite 
GK  (prop.  54;  •i3f«W4a^arOitfe  BDé^te  aussi 
à  la  droite  KN,  la  droite  GK  sera  égale  k  la 
droite  K.N  ;  la  droite  QB.  est  égale  à  la  droite 


RP  par  la  même  raison.  Puisque  CB  est  égal 
à BDy  et  GK  égal  à  KN ,  le  rectangle  CK  sera 
égal  au  rectangle  BN ,  et  le  rectangle  GR  ég^I 
au  reetapgle  KP  (ppop.  56.  ^) ;  mais  le  rectangle 
GK  est  égal  au 'rectangle  RN  (prop.  45-  ï)  >  car 
Us  sont  les  compléinéns  du  paraOélogramme  CP: 
<lbn(rfkf*)3CtangleBN  est  égal  au  rectangle  GR: 
dwic  lei  Ujuâtre  rectangles^  BN ,  KG ,  GR ,  R W 
sont  égaux  entr'eux  :  donc  ils  sont  le  quadruple 
du  rect^gle  CK.De  plus  j  puisqueCB  est  égal 
à'  B  D  et  que  B  D  est  -  égial  à  B  K ,  c'est-à-dire  à 
G  6  '(  54.>  I  )  ,  et  G  B  égal  k  GR ,  c'est-à-dire  à 
GQj  la  droite  GO  sera  égale  à  la  droite  GQ; 
or  QR  est-égal'à  RP  :  donc  le  rectangle  AG 
est  égal  ' ail  Yectangl^e  M  <|  (  prop.  56.  i  ) ,  et 
le  iieetaii|[lë  Qh  égkl  aii  rectangle  RF  ;  'mais 
le  neetxdgie  MQ  e^t^égtd  du  rectangle  QL 
(  prop.  45v  i  )  y  ptiisit|u41a  sont  leé  complémens 
du^parélllélégi'âMkMêlIfl/^don^  les  rectai^gles 
Aiir^y  R'F  dôVf^éjg^iiitfif  ddncles  quatre  rectangles 
A6,*MîQv4^*^V*F  ^ttt» égaux  entr^eux  ,•  et 
sont  par  coni^équent  quadruples  du  rectangle 
AiG.  Mais  on  a  démontré  que  les  quatre  quarrés 
€«,  BW;  GR,  RN ,  étoient  quadruples  du 
quarré  OJE  :  dcfiic  lés  huit  figures  qtii  compo- 
sent le  çnomon  ST V  son*  quadruples  da  i^ec- 
tangle  AK?  et  puisque  le  rectangle  AK  est 
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compris  90us  les  droites  AB  y  6P  ;  car  BK  est 
égal  à  BD  (cor. 4.*)  ,  le  quadruple. du  reo-t 
i^angle  AK  ser^  coiQpris  Stous  le9:  dr^es  ;A  B  ^ 
BD  ;  mais  il  a  été  démpHtré  quQ  k  guosacut 
SJV  ej5t  quadruple,  du  rectaugle  AK.;donc  le 
rectangle  qui  esft  compris  sous  Iqs  drQÂes  AB>. 
BD  est  égal  au  gnomon  STV  ^doncsino^sajou'» 
tons  à  ces  quantités  égales  lequarré  OH  qui  est 
égal:au  quan^éde  AC  (ew.:4. 2  )  ^  le  quai^ruple 
du  rectangle  conipriç  sous  tes.droitejs.ArB^  BD, 
et  le  quarré  de  A  C  seront  égâius  au  gnomôni 
$TV  et  au  quarré. QHj  taiais  le  gnomOn  STV 
et  le  quarré  QH  comprennent  4out:  h  àpiBsté 
AEFD  qui  est  décrit  swr  AD  :  don»  Je  qua-» 
drufde  dVi  reot^tnglç.  compiii5;80i»:ksLdroites 
AB,  BG  et  I0  ^arré  d^.AC  e^f  é^gal'  w  <pfiarré 
construit  sur  le$  droites }AB,:BC  <jiMtrâiéréeà 
çoxav^  ne.feia9Wiqui'utt0,f»ûlc{  droite,;  ,  ,-. 
; .  PouG  si  u^fe  ^pite ef%faixpf^i4^4twk  par^ 
t^  égales  d'une  manière.  que]coni(|iiia ,  Je  qua*^ 
drupla  du  reptangle  çfmjpriai  soustfe^dpoite.  &^ 
tière  et  ^p  de  ses  s^meu^  ^xM  i{t|j»sté)df^  l'autre 
^gment^  sont  égaux  au  quarré  consiriUt.sm^  U 
^rçite  eptict^e  jCt  le  ,pvemier  segmepK^;icQd^(4 
dérés  cpimne  ne  forqiaut  ipi'^y[i«[  seule>di'mte^ 
ce.cpi'il  falloit  démoBtrer.  ,      — 


B'EUCLIDE.  95 

P  R  O  P  O  S  i  T  I  O  N    I  X. 

T  H  E  O  R  É  M  E. 

Si  une  droite  est  partagée  en  deux  parties  égales 
et  en  dei4X  parties  inégales  ,  les  quarrés  des 
segmens  inégaux  sont  doubles  du  quarré  de  la 
moitié  de  cette  droite  et  4u  quarré  de  la  droite 
interceptée  entre  les  points  de  section. 

Que  Ift  droite  AB  (fîg.  è5)  soit  partagée  en 
deux  parties  égales  au  point  C  et  en  deux  par^ 
ties  inégales  au  point  D  :  je  dis  que  les  quarrés 
de  AD,  DB  sont  doubles  des  quarrés  de  AG , 
CD. 

Du  point  C  conduises  une  droite  CE  qui  soit 
perpendiculaire  à  la  droite  AB  (prop.  11.  i)  ; 
frites  la  droite  EC  égale  à  Tune  ou  à  l'autre  des 
drdites  AC ,  C B ,  et  menez  les  droites  EÀ ,  EB  ; 
par  le  point  D  conduisez  la  droite  DP  parallèle 
à  la  droite  EC  (prop.  St.  i),  et  par  le  pointF 
conduisez  la  droite  FG  parallèle  à  la  dlroite  AB, 
et  menez  la  droite  A  F. 

Puisque  la  droite  AC  est  égale  à  la  droite 
CE ,  l'angle  EAC  sera  ^al  à  l'angle  AEC 
(  prop.  5.1)  ;  et  puisque  l'angle  ACE  est  droit , 
les  angleâ  AEC ,  EAC  seront  égaux  à  im  angle 
^oit  (prop.Si^  i)i  mais  ces  deux  angles  sont 
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égaux  entr^eux  :  donc  chatun  des  angles  AEC, 
EAC  est  la  moitié  d'un  angle  droit.  Par  la 
même  raison ,  chacun  des  angles  CEB,  EBC 
est  aussi  la  moitié  d'un  angle  droit  :  donc  l'an- 
gle total  AEB  est  droit.  Puisque  l'angle  GEF 
est  la  moitié  d'un  angle  droit  et  que  l'angle 
EGF  est  droit,  car  il  est  égal  à  l'angle  intérieur 
et  opposé  ECB  (prop;2i9.  i)  ,  l'angle  EFG 
sera  la  moitié  d'un  'angle  droit  :  donc  l'angle 
GEF  est  égal  à  l'angle  EFG  :  donc  le  côté  EG 
est  égal  au  côté  GF  {  prop.  6.  i )•  De  plus ,  pui^  ^ 
que  l'angle  EBD  est  la  moitié  d'un  angle  droit,  t 
et  que  l'angle  FDB  est  droit ,  car  il  est  égal  à 
Tangle  intérieur  et  opposé  ECB,  l'angle  BFD 
sera  la  moitié  d'un  aogle  drmt  :  donc  l'angle 
FB D  est  égal  à  l'angle  DFB  :  donc  le  côté  EfF 
est  égal  au  côté  DB  (prop. 6.  i).  Puisque  là 
droite  AC  est  égale  à  la  droite  CE,  le  quarré 
de  AC  sera  égsd  au  quarré  de  CE  :  donc  les 
quarrés  dé  A C,  CE  sont  doubles  du  qiiarré 
de  AC;  mais  le  quarré.  de  EA  est  égal  aux' 
quarrés  de  AC ,  CE  (  prop.  47?  i) ,  puis  Tangle 
ACE  est  droit  :  donc  le  quarré  de  EA  est 
double  du  quarré  de  AC.  De  plus,  puisque 
£G  est  égal  à  GF  et  que  le^arré  dç  EG  est 
égal  au  quarré  de  GF^  les  quarrés  de  EG,  GF 
seront  douUes  du  quarré^e  Gf  j  «m»  J^e  qutrr^ 
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de  EF  est  égal  aux  quarrés  de  EG,  G  F 
(prop.  47-  I  )  :  donc  le  quarré  de  EF  est  dou- 
ble du  quarré  de  GF;  mais  la  droite  G  F  est 
égale  à  la  droite  CD  (prop.  34*  i)  :  donc  le 
quarré  EF  est  double  du  quarré  de  CD  ;  mais 
le  quarré  de  AE  est  double  du  quarré  de  AC  : 
donc  les  quarrés  de  AE,  EF  sont  doubles  des 
quarrés  de  AC,  CD;  or  le  qnaité  de  AF  est 
égal  aux  quarrés  de  AE ,  EF  (  prop.  fyj.  i ), 
puisque  l'angle  AEF  est  droit  ;  donc  le  quarré 
de  AP  est  double  des  quarrés  de  AC,  CD; 
mais  les  quan^s  de  AD,  DF  sont  égaux  au 
quarré  de  AF  "(  prop.  47*  i  )  i  cahr  Tangle^  AD  F 
e^  droit  :  donq  ka  quarrés  de  AD,  DF  sont 
doubles  des  quarrés  d«  AC,  CD;  or  la  drçûte 
DF  est  égale  à  la  droite  DB  :  donc  les  quarrés 
de  AD ,  DB  seront  doubles  4^s  quarrés  de  AC, 
CD. 

Donc  si  UAe  droite  est  partagée  en  deux 
parties  égales  et  en  deux  parties  inégales  ^  les 
quarrés  des  deux  segmems  in^g^oi^  som  doubles 
du  quarré  de  là  moitié  de  c;etl;^.  droite  et  du 
quarré  de  la  droite  int^ceptée  jeptre  Içs  deux 
points  de  section  ^çe  qu'il  faUoù  .démontrer*  * 
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PROPOSITION    X. 

T  H  là  O  R  i  M  s. 

Si  une  ligne  droite  est  coupée  en  deux,  parties 
égales,  et  si  on  lui  ajoute  directement  une 
droite  quelcopgue,  le  guarré  d'une  droite  çônir* 
posée  de  la  ligne  droite  entière  et  de  la  droite 
ajoutée,  et  le  quarré  de  la  droite  aJQutée,  sont 
doubles  du  quarré  de  la  moitié  de  cette  ligne, 
droite  et  du  quarré  d'unç  droite  composée  de 
la  moitié  de.  cette  ligne  drqite  et  de  la.  droite 

.,  ajoutée  j  comme  ne  faisant  qu'une  seule  droite. 

Que  la  droite  AB  (fig.56)  soit  partagée  en 
deux  parties  égales  au  point  C ,  et  qu'on  lui 
ajoute  directement  une  droite  quelconque  B  D  : 
\e  dis  que  les  quarrés  de  AD,  DB  sont  doublés 
des  quarrés  de  AC ,  C  D. 
'    Du  point  C  conduisez  la  droite  CE  perpen- 
diculaire sur  AB  (prop.  1 1 .  ï  )  j  faites  la  droite 
CE  égale  à  Trine  ou  à  Faùtre  dés  droites  AC , 
CB  ;  menez  lès  droites  AE,  EB;  par  le  point 
E  conduisez  H  droite  EF  parallèle  à  la  droite 
AD,  et  par  te^oint  D  conduiseâr4a  droite  DP 
parallèle  à  la  cboite  CF.  Puisque  la  droite  EF 
tombe  sur  les  pàrallèlesEC,  FD,  les  angles  GEF, 
EFD  sont  égaux  à  deux  droits  (prop.  29*  i )  : 
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donc  les  angles  FEB,  EFD  sont  moindres  que 
deux  angles  droits  ;  or  deux  droites  se  rencon- 
trent quand  elles  sont  prolongées  à  Tinfini  du 
cote  où  elles  forment  deux  angles  moindres  que 
deux  droits  (ax.  ii)  :  donc  les  droites  EB, 
FD,  prolongées  du  côté  BD^  se  rencontreront. 
Prolongez  ces  droites^  et  supposons  qu'eUes  se 
rencontrent  au  point  G  -,  menez  la  droite  AG. 

Puisque  la  droite  A  G  est  égale  à  la  droite 
CE,  Tangle  AEC  sera  égal  à  Tangle  EAC 
(prop.  5.  I )  ;  or  l'angle  ACE  est  droit  :  donc 
chacun  des  angles  EAC^  AEC  est  la  moitié 
d'un  angle  droit  (prop.  Sa.  i).  Par  la  même 
raison^  chacun  des  angles  GEB,  EBC  est  la 
moitié  d'un  angle  droit  :  donc  l'angle  AEB  est 
droit.  Puisque  l'angle  EBC  est  la  moitié  d'un 
angle  droite  Fangle  DBG  est  aussi  la  moitié 
d'un  angle  droit  (prop.  i5.  i  )•  Mais  l'angle 
fiDG  est  droit  (prop.  ag.  i  ) ,  car  il  est  égal  à 
l'angle  alterne  DCE  :  donc  l'ange  DGB  est  la 
moitié  d^un  angle  droit  :  donc  l'angle  DGB  est 
égal  à  l'angle  DBG  :  donc  le  côté  BD  est  égal 
au  côté  GD  (prop. 6.  i).  De  plus,  puisque 
l'angle  EGF  est  la  moitié  d'un  angle  droit ,  et 
que  l'angle  EFD  est  droit ,  car  il  est  égal  à  l'an- 
gle opposé  ECD  (  prop.  54-  i  )  ,  l'angle  FEG 
est  la  moitié  d'un  angle  droit  :  donc  l'angle' 
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EGF  est  égal  à  l'angle  FEG  :  donc  le  côté  GF 
est  égal  au  côté  EF  (prop.  6.  i  )  ;  et  conune  la 
droite  EC  est  égale  à  la  droite  C  A ,  le  quarré  de 
EC  est  égal  au  quarré  de  AC  :  donc  les  quârrés 
de  EC ,  C  A  3ont;  doubles  du  quarré  de  C  A.  Or 
le  quarré  de  EA  est  égal  aux  quarrés  de  EC, 
CA  (prop.  4?-  ï  )  •  ^^^^  ^^  quarré  de  EA  est 
double  du  quarré  de  AC.  De  plus ,  puisque  la 
droite  G  F  est  égale  à  là  droite  EF>  le  quarré 
de  F  G  est  égal  au  quatre  de  FE  :  donc  les 
quarrés  de  F  G,  F  E  sont  dotibles  du  quarré  de 
EF  ;  or  le  quarré  de  EG  est  égal  aux  quarrés 
de  GF,  FE  (prop»  47*  ^  )  -donc  le  quarré  de 
EG  est  double  du  quarré  de  EF  ;  mais  la  droite 
EF  est  égale  à  la  droite  CD  :  donc  le  quarré 
de  EG  est  double  du  quarré  de  CD  ;  mais  on 
a  démontré  que  le  quarré  de  EA  est  double  du 
quarré  de  AC  :  donc  les  quarrés  de  AE,  EG 
sont  doublés  des  quarrés  de  AÇ  ,  C  D  ;  mais  le 
quarré  de  A  G  est  égal  aux  quarrés  de  AE ,  EG 
(  prop.  47-  ï  )  •'  donc  le  quarré  de  A  G  est  double 
des  quarrés  de  AC ,  CD.  Or  les  quarrés  de  AD, 
D  G  sont  égaux  au  quarré  de  AG  (prop.  47*  i)  • 
^donc  les  quarrés  de  AD,  D  G  sont  doubles  des 
quarrés  de  AC,  CD^  mais  la  droite  DG  est 
égale  à  la  droite  DB  :  donc  les  quarrés  de  AD, 
DB  sont  doubles  dfes  quarrés  de  A  C,  CD. 
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Donc  sî  une  ligne  droite  est  partagée  en  deux  - 
parties  égales,  et  si  on  kû  ajoute  directement 
une  droite  quelconque ,  le  quarré  d'une  droite 
composée  de  la  ligne  droite  entière  et  de  la 
droite  ajoutée ,  et  le  quarré  de  kdroite  ajoutée, 
«ont  doubles  du  quarré  de  la  moitié  de  la  ligne 
droite  et  au  quarré  d'une  droite  composée  de 
la  moitié  de  la  ligne  droite  et  de  la  droite 
ajoutée  conune  ne  faisant  qu'une  seule  drottej 
ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XI, 

PROBLÊttE.  * 

Partager  une  droite  donnée  de  manière  que  h 
rectangle  compris  sous  la  droite  entière  et  l'un  . 
de  ses  segmens,  soit  égal  au  quarré  de  Vautra 
segment. 

Soit  AB  (fig.  57)  la  droite  donnée  :  il  faut 
partager  la  droite  AB  de  manière  que  le  rec- 
tmigle  compris  sous  la  droite  entière  et  l'un  de 
ses  segmens,  soit  égal  au  quarré  de  l'autre  seg- 
ment. 

Sur  la  droite  AB  décrirez  le  quarré  ABDC 
(prop.  46. 1  ),  partagez  la  droite  AC  en  deux 
parties  égales  en  E  (prop.  10.  i  ) ,  et  mehéz  la 
droite  BE  \  ayant  prolongé  ensuite  la  droite  C  A 
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vers  F,  faites  la  droite  EF  égale  à  la  droite  BE 
(  prop.  5.  I  ),  décrivez  sur  A  F  le  quarré  FH, 
et  prolongez  la  droite  G  H  vers  K  :  je  dis  que 
la  droite  ÂB  est  partagée  en  H  de  manièire  que 
le  rectangle  compris  sous  ÂB  et  BH  est  égal  au 
quarré  de  AH.  * 

Puisque  la  droite  A  G  est  coupée  en  deux 
parties  égales  en  E  >  si  nous  lui  ajoutons  directe- 
ment la  droite  AF,  le  rectangle  compris  sous  les 
droites  G  F,  F  A  et  le  quarré  de  AE^  pris  ensem- 
ble^ seront  égaux  au  quarré  de  EF  (prop.  6. 2) ; 
mais  la  droite  EF  est  égale  à  la  droite  EB  : 
donc  le  rectangle  compris  sous  C  F,  F  A  et  le 
quarré  de  AE,  pris  ensemble,  sont  égaux  au 
quarré  de  EB;  mais  les  quarrés  de  BA^  AE 
sont  égaux  au  quarré  de  EB  (prop. 47-  ï),  car 
l'angle  BAE  est  droit  ;  donc  le  rectangle  com- 
pris sous  G  F,  FA  avec  le  quarré  de  AE  est  égal 
aux  quarrés  de  BA,  AE.  Donc  y  si  on  retran- 
che le  quarré  de  AE  qui  est  conunun,  le  rec- 
tangle compris  sous  CF,  FA  sera  égal  au  quarré 
de  AB;  mais  le  rectangle  FK  est  compris  sous 
les  droites  G  F,  FA,  puisque  la  droite  A  F  est 
égale  à  la  droite  FG,  et  le  quarré  de  AB  est 
égal  au  quarré  AD  :  donc  le  rectangle  FK  est 
égal  au  quarré  AD  :  donc ,  si  Ton  retranche  le 
rectangle  commun  AK,  le  quarré  F  H  sera  égal 
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an  rectangle  HD;  mais*  le  rectangle  HD  est 
compris  sous  les  droites  AB,  BH,  puisque  AB 
est  égal  à  BD  et  que  FH  est  le  quarré  de  AH: 
donc  le  rectangle  compris  sous  AB,  BH  sera 
égal  au  quarré. de  AH. 

Donc  la  droite  AB  est  coupée  au  point  H ,  de 
manière  que  le  rectangle  compris  sous  AB ,  BH 
est  égal  au  quarré  de  AH  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    XII. 

T  H  £  O  R  i  M  E. 

Dans  les  triangles  obtus  angles  y  le  quarré  du  côté 
opposé  à  t angle  obtus  est  égal  aux  quarrés  des 
deux  côtés  qui  comprennent  V angle  obtus ,  et 
au  double  du  rectangle  compris  sous  le  côté  de 
V angle  obtus  qui  est  prolongé  jusqu'à  la  per^ 
pendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle 
opposé  et  sous  la  droite  interceptée  entre  la 
perpendiculaire  et  le  sommet  de  l'angle  obtus. 

Soit  ABC  (fig.  58)  un  triangle  obtus  angle 
dont  l'angle  BAC  est  obtus;  du  point  B  con- 
duisez une  perpendiculaire  BD  sur  le  côté  pro- 
longé C  A  :  je  dis  que  le  quarré  de  BC  est  égal 
aux  quarrés  de  BA,  AC ,  et  au  double  du  reo«> 
tangle  compris  sous  les  droites  CA,  AD. 

Puisque  la  droite  C  D  est  coupée  d'une  ma- 

5 


I03  E  li  E  M  E  N  S 

nière  quelconque  au  point  A^  le  quarré  de  CD 
sera  égal  aux  quarrés  de  CA^  AD  /et  au  double 
du  rectangle  compris  sous  les  droites  CA,  AD 
(prop.4*^^)-'  donc  si  on  ajoute  à  ces  quantités 
égalés  le  quarrë  de  DB^  les  quarrés  deC  D ,  DB 
seront  égaux  aux  quarrés  de  CA^  AD,  DB,  et 
au  double  du  rectangle  compris  sous  les  droites 
CA,  AD;  mais  le  quarré  de  CB  est  égal  aux 
Quarrés  de  CD,  DB  (prop.  fyj.  i  ),  car  l'angle 
CDB  est  droit ,  et  le  quarré  de  AB  est  égal  aux 
quarrés  de  AD ,  DB  :  donc  le  quarré  de  CB  est 
égal  aux  quarrés  de  CA,  AB ,  et  au  double  du 
rectangle  compris  sous  les  droites  CA,  AD. 

Donc  dans  les  triangles  obtus  angles  le  quarré 
du  côté  opposé  à  Tangle  obtus  est  égal  aux 
quarrés  des  deux  côtés  qui  comprennent  Tan- 
gle  obtus  et  au  double  du  rectangle  co^ipris 
sous  le  côté  de  Tangle  obtus  qui  est  prolongé 
jusqu'à  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
de  l'angle  opposé  et  sous  la  droite  interceptée 
entre  la  perpendiculaire  et  le  sommet  de  Tangle 
obtus  \  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XIII. 

Dans  les  triangles  acutangles,  le  quatre  d'un  cété 
opposé  à  un  angle  aigu  est  égal  aux  (fuarrés 
des  côtés  qui  camprenneiU  cet  angle  aigu  moins 
le  double  du  rectangle  compris  sous  le  côté  de 
l'angle  aigu  sur  le^quel  tombe  la  perpendicu^ 
laire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  opposé  et 
sous  la  droite  interceptée  entre  cet  angle  aigu 
et  la  perpendiculaire. 

Son  le  triangle  àeutângle  ÂBC  (fig.  dg)  dont 
l'angle  6  est  aiga  ;  du  point  A  conduisez  sur  la 
droite  BC  la  perpendiculsnre  AD  :  je  dis  que 
le  quatre  de  AC  égale  le*  quàrrés  de  CB,  BA, 
moins  le  double  du  rectangle  compris  sous  les 
droites  CB,  BD. 

Puisque  la  droite  GB  est  coupée  d'une  ma- 
nière quelconque  au  point  D ,  les  quarrés  de 
CB  ,  B  D  seront  égaux  au  double  du  rectangle 
compris  sous  les  droites  CB,  BD,  et  au  quarré 
de  DC  (prop.  7.3):  donc  si  nous  ajoutons  à 
ces  quantités  égales  le  cpiaivé  de  AD^  les  quarrés 
de  CB,  BD,  DA  seront  égaux  au  double  du 
rectangle  compris  sous  les  droites  CB,  BD,  et 
aux  quarrés  de  AD ,  DC  \  mais  le  quarré  de  AB 

4 
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est  égal  aux  quarrés  de  BD,  DA  (prop.  47- 1)» 
car  l'angle  ADB  est  droit ,  et  le  quarré  de  AC 
est  égal  aux  quarrés  de  AD,  DC  :  donc  les 
quarrés  de  GB ,  B  A  sont  égaux  au  quarré  de  AC 
et  au  rectangle  compris  sous  les  droites  CB, 
BD^  donc  le  quarré  de  AC  égale  les  quarrés 
de  CB^  B  A,  moins  le  double  du  rectangle  com- 
pris sous  CB,  BD. 

Donc  dans  les  triangles  acutangles  le  quarré 
d'un  côté  opposé  à  un  angle  aigu  est  égal  au 
quarré  des  deux  autres  côtés  qui  compren- 
nent Tangle  aigu  moins  le  double  du  rectan-< 
gle  compris  soi^s  le  côté  de  l'angle  aigu  sur 
lequel  tombe  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  l'angle  opposé  et  sous  la  droite  in- 
terceptée entre  la  perpendiculaire  et  cet  angle 
aigu  (i). 

(i)  Cette  proposition  est  encore  vraie^  lors  même 
que  Tangle  A  est  droit  ou  obtus. 
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PROPOSITION    X^IV. 

PROBLÈME. 

Construire  un  quarré  égal  à  une  figure  rectiligne 
donnée. 

Soit  Â  (fig.  60)  la  figure  rectiligne  donnëe  : 
il  faut  construire  un  qimrré  qui  soit  égal  à  cette 
figure. 

,  Construisez  un  rectangle  BD  égal  à  la  figure 
rectiligne  donnée  A  (prop.45.  i).  Si  le  côté  BE 
étoit  égal  au  côté  ED,  on  auroit  déjà  fait  ce 
qu'on  proposoity  car  le  quarré  BD  auroit  été 
construit  égal  à  la  figure  rectiligne  A.  Si ,  au 
contraire  ^  Fun  des  côtés  BE^  ED  est  plus  grand 
que  l'autre,  et  si  le  côté  BE  est  le  plus  grand, 
prolongez-le  vers  F,  et  faites  EF  égal  à  ED 
(prop.  5.  i)  ;  ayant  ensuite  partagé  la  droite  F  B 
en  deux  parties  égales  au  point  G,  du  point  G 
et  avec  un  intervalle  égal  à  Tune  ou  à  l'autre 
des  droites  GB^  GF,  décrivez  la  demi-circon- 
férence BHF  (dem.  5  ) ,  prolongez  DE  jusqu'en 
H,  et  menez  la  droite  G  H. 

Puisque  la  droite  BF  est  partagée  en  deux 
parties  égales  au  point  G  et  en  deux  parties 
inégales  au  point  E ,  le  rectangle  compris  sous 
les  droites  BE,  E  F  et  le  quarré  de  EG,  seront 
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égaux  au  quarré  de  GF  (prop.  5.  3);  mais  la 
droite  G  F  est  égale  à  la  droite  G  H  :  donc  le 
rectangle  compris  sous  les  droites  BE^  EF  et 
le  quarré  de  EG  seront  égaux  au  quarré  de 
G  H  ;  mais  les  quarrés  de  HE,  GE  sont  égaux 
au  quarré  de  GH  (  prop.  47*  i  )  •  donc  le  rec- 
tangle ccMnpris  sous  h^  droites  BE>  EF  et  le 
quarré  de  GE,  pris  enaetnble ,  sont  égaux  aux 
quarrés  de  HE ,  GE  :  donc ,  si  nous  retranchons 
le  quarré  commun  GE,  le  rectangle  compris 
ious  les  droites  BE^  EF  sera  égal  au  quarré  de 
EH;  mais  le  rectangle  compris  sous  les  droites 
BE,  EF,  est  le  parallélogramme  BD ,  puisque 
la  droite  EF  est  égale  à  là  droite  ED  :  donc  le 
parallélogramme  BD  est  égal  au  quarré  de  HE  ; 
or  le  p2»rallélogramme  BD  est  égal ,  par  cons^ 
truction ,  à  la  figure  l*ectiligne  A  :  donc  la  figure 
rectiligne  A  est  égale  au  quarré  construit 'sur 
la  droite  EH. 

Donc  le  quarré  construit  sur  la  droite  EH 
est  égal  à  la  figure  rectiligne  donnée  A  ;  ce  qu'il 
Êdloit  faire. 


FIN    DU    SECOND    LIVRE. 
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LIVRE  III. 


DÉFINITIONS. 

I.  JLes  cercles  ^aux  sont  ceux  dont  les  dta^ 
mètres  sont  égaux ,  ou  ceux  dont  les  droites 
menées  des  centres  aux  circonférences  sont 
^ales. 

:2.  Une  droite  qui  touchant' le  cercle  et  qui 
étant  prolongée  ne  le  conpe  point,  est  appelée 
'  tangente  du  cercle. 

3.  Les  cercles  qui  se  tofichant  ne  se  cou- 
pent points  sont  appelés  cercles  tangens. 

4.  Dans  le  cercle  on  dit  que  les  droites  sont 
également  éloignées  du  centre ,  lorsque  les  per« 
pendicnlairës  menées  du  centre  sur  ces  droitea 
sont  égales. 

5.  On  <£t  qu'ime  droite  est  plus  éloignée  du 
centre  lorsque  la  perpendiculaire  qui  tombe  sur 
elle  est  plus  grande. 

6.  Un  segment  de  cercle  est  une  figure  qui 
est  comprise  entre  une  droite  et  la  circonfé- 
rence du  cercle. 
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7.  L*angle  du  segment  est  celui  qui  est  com- 
pris par  une  droite  et  la  circonférence  du  cercle. 

8.  Un  angle  est  dans  le  segment, lorsque  l'on 
prend  un  point  quelconque  dans  la  circonfé- 
rence du  segment ,  et  que  Ton  conduit  de  ce 
point  deux  lignes  droites  aux  extrémités  de  la 
droite  qui  est  la  base  du  segment  ;  l'angle  est 
compris  par  les  deux  lignes  di'oites  qui  ont  été 
menées  d'un  point  de  la  circonférence» 

9.  Mais  lorsque  les  droites  qui  comprennent 
l'angle  embrassent  une  portion  de  la  circonfé- 
rence, cet  angle  est  dit  appuyé  sur  la  circon- 
férence. #         . 

10.  Un  secteur  de  cercle  est  une  figure  com- 
prise entre  deux  rayons  qui  font  un  angle  au 
centre  et  la  portion  de  la  circonférence  qu'em- 
brassent ces  deux  rayons. 

1 1  •  Les  segmens  des  cercles  sont  semblables, 
lorsqu'ils  reçoivent  des  angles  ^égaux  ou  lorsque 
les  angles  qu'ils  contiennent  sont  égaux  entre 
eux  (i). 

(1)  Une  droite  menée  du  centre  à  la  circonférence 
se  nomme  rayon.  Une  droite  menée  d'un  point  de  la 
circonférence  à  une  autre  se  nomme  cordu»  On  nomme 
arc  une  portion  de  la  circonférence. 
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PROPOSITION  PREMIÈRE. 

PROBLEME. 

Trouver  le  centre  d*un  cercle  donné. 

,  Soit  ABC  (fig.  61  )  le  cercle  donné  :  il  faut 
trouver  le  centre  du  cercle  ABC. 

Conduisez  dans  le  cercle  une  droite  quel- 
conque AB ,  partagez-la  en  deux  parties  ^ales 
au  point  D  (prop.  10.  i)  ;  du  point  D  élevez  une 
perpendiculaire  DC  sur  AB  (prop.  1 1 .  i  ) ,  pro- 
longez la  droite  D  C  jusqu'en  E ,  et  partagez  C  E 
en  deux  parties  égales  au  point  F  :  je  dis  que  le 
point  F  est  le  centre  du  cercle  ABC. 

Car  supposons  que  le  point  F  ne  le  soit  pas , 
et  que  ce  soit  le  point  G ,  si  cela  est  possible. 
Conduisez  les  droites  G  A,  GD,  GB.  Puisque 
la  droite  AD  est  égale  à  la  droite  DB  et  que  la* 
droite  DG  est  commune ,  les  deux  droites  AD, 
DG  seront  égales  aux  deux  droites  DB,  DG, 
chacune  à  chacune  -,  mais  la  base  G  A  est  égale 
à  la  base  GB,  puisque  ce  sont  deux  droites 
menéesdu  centre  àla  circonférence  (déf.  i5.  i): 
donc  l'angle  ADG  est  égal  à  Tangle  GDB 
(prop.  8.  j  )  ;  mais  lorsqu'une  droite  tombant 
sur  une  autre  droite  fait  avec  elle  les  angles  de 
suite  égaux  ^  chacun  de  ces  angles  égaux  est 
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droit  (déf.  lO.  i  )  :  donc  Tangle  GDB  est  droit; 
mais  Tangle  FDB  est  droit  aussi  :  donc  Fangle 
FDB  est  égal  à  l'angle  GDB;  c'est-à-dire  que 
le  plus  grand  est  égal  au  plus  petit ,  ce  <{ui  est 
impossible  :  donc  le  point  G  n'est  pas  le  centre 
du  cercle  ABC.  On  démontrera  de  la  même 
manière  que  tout  autre  point ,  excepté  le  point 
F,  n'est  pas  le  centre  du  cercle. 

Donc  le  point  F  est  le  centre  du  cercle. 

COROLLAIRE. 

De  là  il  suit  évidemment  que  si  dans  un  cer- 
cle une  droite  en  coupe  une  autre  en  deux 
parties  égales  en  faisant  avec  elle  deux  angles 
droits,  le  centre  du  cercle  est  placé  dans  la  '^ 

droite  sécante.  b 


PROPOSITION    II. 

THEOREME. 


Si  Von  prend  deux  points  quelconques  dans  la  -^j 

circonférence  d'un  cercle^  la  droite  qui  joint  ces,  ^ 

deux  points  tombera  dans  le  cercle.  ^cer 

Soit  le  cercle  ABC  (fig.  63 )  ;  qu'on  prenne  ^ 

deux  points  quelconques  A ,  B ,  dans  la  cireon-  ^^ 

férence  de  ce  cercle  :  je  dis  que  la  droite  qui  ^ 

est  menée  du  point  A  au  point  B ,  tombe  dans  ^ 

le  cercle.  ^  { 
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Si  cette  droite  ne  tombe  pas  dans  le  cercle^ 
supposons  y  s'il  est  possible ,  qu'elle  tombe  en 
dehors,  en  AFB  par  exemple;  cherchez  le  cen- 
tre du  cercle  ABC  (  prop.  i  •  5) ,  supposons  que 
D  soit  ce  centre  ;  menez  les  rayons  AD,  DB , 
et  prolongez  DF  jusqu'en  E. 

Puisque  la  droite  DA  est  égale  à  la  droite  DB, 
Fangle  DAE  sera  égal  à  l'angle  DBE  (prop.  5.  i)  ; 
et  puisque  Ton  a  prolongé  un  côté  AEB  du 
triangle  DAE ,  l'angle  DEB  sera  plus  grand  que 
l'angle  DAE  (prop.  i6.  i);  mais  l'angle  DAE 
est  égal  à  l'angle  DBE  :  donc  l'angle  DEB  est  plu« 
grand  que  l'angle  DBE  ;  mais  le  plus  grand  côté 
est  opposé  à  un  plus  grand  angle  (  prop.  1 8.  i  )  : 
donc  la  droite  DB  est  plus  grande  que  la  droite 
DE  ;  mais  la  droite  D  F  est  égale  à  la  droite  D  B  : 
donc  la  droite  DF  est  plus  grande  que  la  droite 
DE;  c'est-à-<lire  que  la  plus  petite  surpasse  la 
plus  grande,  ce  qui  est  impossible  :  donc  la  droite 
menée  du  point  A  au  point  B  ne  tombe  pas  hors 
du  cercle.  Nous  démontrerons  de  la  même  ma- 
nière qu'elle  ne  tombe  pas  dans  la  circonfé- 
rence :  donc  elle  tombe  en-dedans  du  cercle. 
Donc  si  l'on  prend  deux  points  quelconques 
de  la  circonférence ,  la  droite  qui  joint  ces 
4eux  points  tombe  en-dedans  du  cercle;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 
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PROPOSITION    III. 

THEOREME. 

Si  dans  un  cercle  une  droite  qui  passe  par  le  centre 
coupe  en  deux  parties  égales  une  droite  qui  ne 
passe  pas  par  le  centre^  la  première  droite  cou-- 
pera  la  seconde  à  angles  droits  ;  et  si  la  pre^ 
mière  coupe  la  seconde  à  angles  droits ,  elle  la 
coupera  en  deux  parties  égales. 

Soit  le  cercle  ABC  (fig.  63  )  ;  supposons  que 
la  droite  CD  menée  dans  le  cercle  par  le  centre 
coupe  la  droite  AB,  qui  ne  passe  pas  par  le 
ceiltre ,  en  deux  parties  égales  au  point  F  :  je 
dis  que  la  première  droite  coupe  la  seconde  à 
angles  droits  i 

Cherchez  le  centre  du  cercle  ABC  (prop.  i .  5  )  ; 
supposons  que  son  centre  soit  le  point  E ,  con^ 
duisez  les  droites  EA,  EB. 

Puisque  la  droite  A  F  est  égale  à  la  droite 
FB  et  que  la  droite  F  E  est  commune ,  les  deux 
droites  A  F,  F  F.  sont  égales  aux  deux  droites 
FB  ,  FE  ;  mais  la  base  E  A  est  égale  à  la  base 
EB  :  donc  l'angle  AFE  sera  égal  à  Fangle  BFE 
(prop.  8.  i);  mais  lorsqu'une  droite  tombant 
sur  une  autre  droite  fait  les  angle3  de  suite 
égaux  entr'eux;  chacun  de  ces  angles  est  droit: 
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donc  chacun  des  angles  AFE^  BFE  est  droit: 
donc  la  droite  C  D ,  menée  par  le  centre  et  cou- 
pant en  deux  parties  égales  la  droite  ÂB  qui  ne 
passe  pas  par  le  centre,  coupe  la  droite  ÂB  à 
angles  droits. 

Si  la  droite  CD  coupe  la  droite  ÂB  à  angles 
droits ,  je  dis  cpi'elle  la  coupe  aussi  en  deux 
parties  égales ,  c'est-àrdire  que  la  droite  ÂF  est 
égale  à  la  droite  FB. 

Faîtes  la  même  construction  ;  puisque  la 
droite  EA  est  égale  à  la  droite  EB ,  l'angle 
EâF  sera  égal  à  l'angle  EBF  (prop.5.  i); 
mais  l'aBgle  droit  ÂFE  est  égal  à  l'angle  droit 
BFE  :  donc  les  deux  triangles  EÂF,  EBF 
auront  deu:[c  angles  égaux  à  deux  angles ,  chacun 
à  chacun ,  et  im  côté  égal  à  un  côté ,  c'est-à-dire 
un  côté  contmiun  qui  est  opposé  à  un  des  angles 
égaux  :  donc  ces  deux  triangles  auront  les  autres 
côtés  égaux  aux  autres  côtés  (  prop.  2&.  i  )  : 
donc  la  droite  ÂF  est  égale  à  la  droite  BF. 

Donc  si  dans  un  cercle  une  droite  qui  passe 
par  le  centre  coupe  en  deux  parties  égales  une 
autre  droite  qui  ne  passe  pas  par  le  centre , 
la  première  coupera  la  seconde  à  angles  droits  ; 
et  si  la  première  coupe  1^  seconde  à  angles 
droits ,  elle  la  coupera  en  deux  parties  égales  ; 
ce  qu'il  falloit  démontrer. 

H 
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PROPOSITION    IV. 

THEOREME. 


I 


Si  dans  un  cercle  deux  droites  qui  ne  passent  \ 

point  par  le  centre  se  coupent^  elles  ne  se  cou- 
peront point  en  deux  parties  égales. 

Soit  le  cercle  AB C  D  (  fig.  64  ) ,  et  supposons 
que  les  deux  droites  AC  ^  B D>  qui  ne  sont  point 
•  conduites  par  le  centre ,  se  coupent  mutuelle- 
ment au  point  E  :  je  dis  qu'elles  ne  se  coupent 
point  en  deux  parties  égales. 

Supposons,  s'il  est  possible,  qu'elles  se  cou- 
pent en  deux  parties  égales ,  de  manière  que  AE 
soit  égal  à  EC  et  BË  égal  à  ED  :  prenez  le 
centre  du  cercle  ABCD ,  et  supposons  que  son 
centre  soit  le  point  F  ;  menés  FE. 

Puisque  la  droite  FE,  conduite  par  le  ceutre^ 
coupe  en  deux  parties  égales  la  droite  AC  qui 
n'est  point  conduite  par  le  centre ,  la  première 
coupera  la  seconde  à  angles  droits  {  prop.  3.5): 
donc  l'angle  FEA  éât  droit.  De  plus^  puisque 
la  droite  FE  coupe  en  deux  parties  égales  la 
droite  BD  qui  n'est  pas  conduite  par  le  centre , 
la  première  coupera  la  seconde  à  angles  droits  r 
donc  Fangle  FEB  est  droit.  Mais  on  a  démon- 
tré que  l'angle  FEA  est  droit  aussi  :  donc  l'an- 
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gle  FEA  est  çg^J  à^'aûgle  FEB  j  c'est-»<liie 
que  le  piu$  pQtit  eH  égal  au  plus  grand,  ce  qui 
est  iiQpQ^siblQ.:  donc  les  droites  ÂC,  BD  ne 
se  coupent  point  en  dent  parties  égales. 

Donc  si  dans  un  cercle  deux  droites  qui  ne 
sont  point  conduites  par  le  centre  se  coupent 
mutuellement ,  elles  ne  se  couperont  {>omt  en 
deux  parties  égales  ;  ce  qu'il  falloit  deniontrer. 

PROPOSITION    V. 

THEOREME. 

Si  deux  cercles  se  coupent  mutuellement,  ils 
naîtront  pas  le  même  centre. 

Que  les  deux  cercles  AB€,  GDG  (fig.  65) 
se  coupent  mutueUeiuent  aux  deux  points  B ,  C  : 
je  dis  qu'ils  n'auront  pas  le  même  centre. 

Supposons ,  s'il  est  possÂMe^  qu'ils  aient  Je 
même  centre  et  que  ce  centre  soit  le  point  E  ; 
après  avoir  conduit  la  droite  EC ,  ocfiiduiaezla 
^olte  EFjG  d'une  manière -queloonque*.. 

Puisque  le  point  E  est  le  centre  dit  cercle 
ABC,  la  droite  EC  sera  ^afe  à  la  droite  EF 
(déf.  i5.  I  ).  De  plus ,  puisque  le  point  E  est 
le  centre  du  cercle  CDG,  la  droite  EC  sera 
égale  à  la  droite  EG.  Mais  on  a  démonti'é  que 
la  droite  EC  est  égale  à  la  droite  EF  :  donc  la 
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droite  EF  est  égale  à  la  droite  EG ,  c'cst4-dire 
que  la  plus  petite  est  égale  àla  plus  graade  y 
,  ce  qui  est  impossible.  Donc  le  point  E  n'est 
pas  le  centre  des  cercles  ABC ,  CDG. 

Donc  si  deux  cercles  se  coupent  mutuelle* 
ment ,  ils  n'auront  pas  le  même  centre  ;  ce  qu'il 
falloit  démontrer* 

PROPOSITION    VI. 

THÉORÈME. 

Si  deux  cercles  se  touchent  intérieurement  y  ils 
n^auront  pas  le  même  centre. 

Que  les  deux  cercles  ABC,  CDE  C%-66) 
se  touchent  intérieurement  au  point  C  :  je  dis. 
qu'ils  n'auront  pas  le  même  centre. 

Supposons  que  cela  se  puisse  etque  leur  centre 
soit  le  point  F  ;  après  avoir  conduit  la  droite 
FC,  conduisez  d'une  manière  quelconque  la 
droite  FEB. 

Puisque  le  point  F  est  le  centre  du  cercle 
ABC,  la  droite  FC  est  égale  à  la  droite  FB, 
De  plus,  puisque  le  point  F  est  le  centre  du 
cercle  CDE,  la  droite  FC  est  égale  à  la  droite 
FE.  Mais  on  a  démontré  que  la  droite  FC  est 
égale  à  la  droite  FB  :  donc  la  droite  FE  est 
égale  à  la  droite  FB;  c'est-à-dire  que  la  plus 
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petite  est  égale  à  la  plus  grande ,  ce  qui  est 
impossible  :  donc  le  point  F  n'est  point  le  centre 
des  cercles  ABC ,  CDE. 

Donc  si  deux  cercles  se  touchent  intérieure- 
ment ,  ils  n'auront  pas  le  même  centre  ;  ce  qu'il 
fSsdIoit  démontrer. 

PROPOSITION    VIL 

THÉORiMK. 

Si  dans  le  diamètre  d'un  cercle  on  prend  un  point 
quelconijue  qui  ne  soit  pas  le  centre  de  ce  cer» 
de,  et  si  de  ce  point  on  conduit  des  droites  ft 
la  circonférence ,  la  plus  grande  sera  celle  qui 
passera  par  le  centre,  et  la  plus  petite  sera  le 
reste  du  diamètre^  quant  aux  autres  droites  y 
celle  qui  sera  plus  proche  de  celle  qui  passe  par 
le  centre  sera  plus  grande  que  celle  qui  en  est 
plus  éloignée;  et  enfin  du  même  point  on  ne  peut 
conduire  départ  et  d'autre  de  la  plus  petite  que 
deux  droites  qui  soient  égales. 

Soit  le  cercle  ABCD  (fig.67),  que  AD  soit 
son  diamètre ,  prenez  un  point  quelconque  F  qui 
ne  soit  pas  le  centre  de  ce  cercle ,  que  le  centre 
du  cercle  soit  le  point  E  ;  du  point^  F  condui- 
sez à  la  circonférence  ABCD  les  droites  FB, 
FC^  FG  :  je  dis  que  la  droite  FA  est  la  plus 
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gîitnde ,  que  la  droite  FD  est  la  plus  petite ,  et 
que  parmi  les  autres  la  droite  FB  est  plus  grande 
que  la  droite  FC ,  et  que  la  droite  FC  est  plus 
grande  que  la  droite  F  G. 

Conduisez  lés  droites  BE,  CE,  GE. 

Puisque  deux  côtés  d'un  triangle  sont  plus 
grands  que  le  côté  restant  (prop.  21.  i  ),  les 
droites  EB,  EF  seront  plus  grandes  que  la 
droite  BF;  mais  la  droite  AE  est  égale  à  la 
droite  BE  :  donc  les  droites  BE ,  EF  sont  égales 
à  la  droite  À  F  :  donc  la  droite  A  F  est  plus 
grande  que  la  droite  BF.  De  plus ,  puisque  la 
droite  BE  est  égale  à  la  droite  CE  et  que  la 
droite  EF  est  commune,  les  deux  droites  BE, 
E  F  sont  égales  aux  deux  droites  CE ,  EF  ;  mais 
l'angle  BÊF  est  plus  grand  que  l'angle  CEF  : 
donc  la  base  B  F  est  plus  grande  que  la  base  C  F 
^prop.  24. 1  )  ;  par  la  même  raison  la  base  CF 
est  plus  grande  que  la  base  F  G. 

De  plus,  puisque  les  droites  GF,  FE  sont 
plus  grandes  que  la  droite  EG ,  et  que  la  droite 
EG  est  égale  à  la  droite  ED,  les  droites  GF,  FE 
seront  plus  grandes  cjue  la  droite  ED  :  donc  si 
On  îrètranche  la  droite  ^c«ûmune  EF,  la  droite 
restante  ÔF  «era  phis  grande  que  la  droite  Tes- 
tante FD  :  donc  la  droite  FA  est  la  plus  grande  > 
et  la  di'oite  FD  la  plus  petite  :  donc  là  droite  FB 
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est  plus  grande  que  la  droite  FC,  et  la  droite  FC 
plus  grande  que  la  droite  F  G. 

Je  dis  aussi  que  du  poiut  F,  on  ne  peut  con- 
duire à  la  circonférence  ABCD,  de  part  et  d'autre 
de  la  plus  petite  F  D ,  que  deux  droites  égales  ; 
car  sur  la  droite  E  F  et  au  point  donné  E  •pris 
sur  cette  <ïroite  construise*  l'angle  FEH  égal 
à  Fangle  GEF  (prop.  33.  i  ) ,  et  conduisez  la   ' 
droite  FH.  Puisque  la  droite  GE  est  égale  à  la 
droite  EH  et  que  la  droite  EF  est  commune , 
les  deux  droites  G  E ,  EF  sont  égales  aux  deux 
droites  HE^  EF;  mais  Fangle  GEF  est  égal  à 
FaUgle  HEF  par  construction  :  donc  la  base 
FG  sera  égale  à  la  base  F  H  (prop.  4- 1  )  •  je  dis 
que  du  point  F  on  ne  peut  conduire  une  autre 
droite  égale  à  F  G.  Car  supposons  que  cela  se 
puisse ,  et  que  ce  soit  la  droite  FK;  puisque  la 
droite  PK  est  égale  à  F  G,  et  que  F  H  est  aussi 
égale  à  FG ,  la  droite  F  H  sera  égale  à  la  droite 
FK,  c'est-à-dire  que  la  droite  qui  est  plus  près 
de  celle  qui  passe  par  le  centre  est  égale  à  celle 
qui  en  est  plus  éloignée  ;  ce  qui  ne  peut  être. 

AUTREMENT. 

Conduisez  la  droite  EK;  puisque  la  droite 
GE  est  égale  à  la  droite  EK,  que  la  droite  FE 
e^t  commune ,  et  que  la  base  G  F  est  égale  à  la 
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base  F  K ,  Tangle  G  E  F  sera  égal  à  Fangle  KE  F 
(prop.  8. 1  )  ;  mais  l'angle  GEF  est  aussi  égal  à 
Tangle  HEF  :  donc  l'angle  HE  F  sera  égal  à 
l'angle  KEF,  c'est-à-dire  que  le  plus  petit  est 
égal  au  plus  grand;  ce  qui  est  impossible  :  donc 
par  le  point  F  on  ne  peut  pas  conduire  à  la  cir- 
conférence une  autre  droite  qui  soit  égale  à  G  F  : 
donc  on  n'en  peut  conduire  qu'une  seule. 

Donc  si  dans  le  diamètre  d'un  cercle  on  prend 
un  point  quelconque  qui  ne  soit  pas  le  centre 
de  ce  cercle ,  et  si  de  ce  point  on  conduit  des 
droites  à  la  circonférence  j  la  plus  grande  sera 
celle  qui  passe  par  le  centre ,  et  la  plus  petite 
sera  le  reste  du  diamètre  ;  quant  aux  autres 
droites,  celle  qui  sera  plus  proche  de  celle  qui 
passe  par  le  centre  sera  plus  grande  que  celle 
qui  en  est  plus  éloignée;  et  enfin  du  même 
point  on  ne  peut  conduire  de  part  et  d'autre 
de  la  plus  petite  que  deux  droites  qui  soient 
égales  ;  ce  qu'il  falloit  démcmtrer. 
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PROPOSITION    VII  L 

THiORÊME. 

Si  Von  prend  un  point  quelconque  hors  d'un  eer- 
cle,  et  si  de  ce  point  on  conduit  à  ce  cercle  plu- 
sieurs droites  dont  Vwie  pusse  par  le  centre  et 
dont  les  autres  passent  par-tout  où  l'on  %fOudra  ; 
parmi  les  droites  qui  vont  à  la  circonférence 
concave  y  la  plus  grande  est  celle  qui  passe  par 
le  centre;  celle  qui  est  plus  près  de  celle  qui 
passe  par  le  centre  est  plus  grande  que  celle 
qui  s*en  éloigne  davantage;  mais  parmi  les 
droites  qui  vont  à  la  circonférence  convexe , 
la  plus  petite  est  celle  qui  est  comprise  entre  le 
point  pris  hors  du  cercle  et  le  diamètre;  et  celle 
qui  est  plus  près  de  la  plus  petite  est  plus  courte 
que  celle  qui  s* en  éloigne  davantage;  enfin  de 
ce  point  on  ne  peut  mener  à  la  circonférence 
et  de  part  et  d'autre  de  la  plus  petite  que  deux 
droites  qui  soient  égales» 

Soit  le  cercle  ABC  (fig.  68) ,  et  hors  de  ce 
cercle  soit  pris  un  point  quelconque  D  ;  de  ce  ' 
point  menez  à  ce  cercle  les  droites  DA,  DE,  DF, 
DC,  et  supposons  que  DA  passe  par  le  centre: 
je  dis  que  de  toutes  les  droites  qui  vont  à  la  cir*  ' 
conférence  concave  AEFC,  la  droite  DA,  qui 
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passe  par  le  centre ,  est  la  plus  grande ,  et  que 
celle  qui  est  plus  près  de  celle  qui  passe  par  le 
centre  est  plus  grande  que  celle  qui  s'en  éloigne 
davantage ,  c'est-à-dire  que  là  droite  DE  est  plus 
grande  que  la  droite  DF,  et  la  droite  DF  plus 
grande  que  la  droite  DC  ;  mais  parmi  les  droites 
qui  vont  à  la  <iir conférence  convexe  HLKG, 
celle  qui  est  comprise  entre  le  point  D  et  le 
diamètre  AG  est  la  plus  petite,  et  celle  qui 
est  plus  près  de  la  plus  petite  est  toujoiu'S  plus 
courte  que  celle  qui  s'en  éloigne  davantage  ; 
c'est-à-dire  que  la  droite  DK  est  plus  courte 
que  la  droite  DL,  et  la  droite  DL  plus  courte 
que  la  droite  DH. 

Cherchez  le  centre  du  cercle  ABC  (prop.  i .  3) , 
supposons  que  M  soit  ce  centre  ;  conduisez  les 
droites  ME,  MF,  MC,  MK,  ML,  MH. 

Puisque,  la  droite  A  M  est  égale  à. la  droite 
EM,  èi  nous  leur  ajoutons  une  droite  com- 
mune M  D ,  la  droite  AD  sera  égale  aux  droites 
E  M ,  M  D  ;  mais  les  droites  Ë  M ,  M  D  sont  plus 
gralftdes  que  la  droite  ED  (prop.  20.  ï  )  ;  donc 
la  droite  AD  est  plus  grande  que  la  droite  ED. 
De  plus ,  puisque  la  droite  ME  est  égale  à  la 
droite  M  F,  "ei  qu«  la  droite  MD  est  commune , 
les  droites  EM ,  MD  seront  égales  aux  droites 
MF,  MD;  mais  Tangle  feMD  <?st  plus  grand 
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que  Tangle  FMD  :  donc  la  base  ED  sera  plus 
grande  que  la  base  FD  (prop.  24.  ï).  Nous  dé- 
montrerons de  la  même  manière  que  la  droite 
FD  est  plus  grande  que  la  droite  CD  :  donc  la 
droite  D  A  est  la  plus  grande ,  la  droite  DE  est 
plus  grande  que  la  droite  DF,  et  la  droite  DF 
plus  grande  que  la  droite  CD. 

De  plus,  puisque  les  droites  MK,  KD  sont 
plus  grandes  que  la  droite  MD  (prop.  20.  i  ), 
et  que  la  droite  M  G  est  égale  à  la  droite  MK, 
la  droite  restante  KD  sera  plus  grande  que  la 
droite  restante  G  D  :  donc  la  droite  G  D  est  plus 
petite  que  la  droite  KD  :  donc  elle  est  la  plus 
petite.  Si  des  extrémités  du  côté  MD  du  trian- 
gle MLD  on  conduit  intérieurement  les  droites 
MK,  KD,  les  droites  MK»  KD  seront  plus 
petites  que  les  droites  ML,  LD  (prop.  3i •  i)  j 
mais  la  droite  MK  est  égale  à  la  droite  ML  : 
donc  la  droite  restante  DK  esi  plus  petite  que 
la  droite  restante  DL.  Nous  démontrerons  de 
la  même  manière  que  la  droite  DL  est  plus 
petite  que  la  droite  DH  :  donc  la  droite  DG 
est  la  plus  petite  /  et  la  dr(5ite  D  K  est  plus  petite 
que  la  droite' DL,  et  la  droite  DL  plus  petite 
que  la  droite  D  H. 

Je  dis  encore  que  du  point  D  on  né  peut  con- 
duire au  cercle ,  dé  part  et  d'autre  de  la  plus 
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petite ,  que  deux  droites  égales.  Construisez  sur 
la  droite  MD ,  et  au  point  donné  M ,  un  angle 
DMB  égal  à  Tangle  K.MD,  et  conduisez  DB. 
Puisque  la  droite  M  K.  est  égale  à  la  droite  MB 
et  que  la  firoite  M  D  est  conunune ,  les  deux 
droites  KM,  MD  sont  égales  aux  deux  droites 
BMy  MD,  chacune  à  chacune;  mais  l'angle 
KMD  est  égal  à  Fangle  BMD  :  donc  la  base  DK 
est  égale  à  la  base  DB  (prop.  4- 1  )  •  je  dis  qu'il 
est  impossible  de  conduire  du  point  D  au  cer- 
cle ABC  une  autre  droite  qui  soit  égale  à  la 
droite  DR.  Supposons  que  cela  se  puisse  et 
que  cette  droite  soit  DN  ;  puisque  la  droite  DK 
est  égale  à  la  droite  DN  et  la  droite  DB  égale 
aussi  à  la  droite  D  K ,  la  droite  DB  sera  égale  à  la 
droite  DN ,  c'est-à-dire  que  la  droite  qui  est  plu» 
près  de  la  plus  petite  est  égale  à  la  droite  qui 
s'en  éloigne  davantage  ;  ce  qui  a  été  démonjtrë 
impossible. 

AUTREMENT. 

Conduisez  la  droite  MN  ;  puisque  la  droite 
KM.  est  égale  à  la  droite  MN ,  que  la  droite  MD 
est  commune  et  que  la  base  DK  est  égale  à  la 
base  DN ,  l'angle  KMD  sera  égal  à  l'apgle  DMN 
(  prop.  8.1);  mais  l'angle  KMD  est  égal  à  l'an- 
gle BMD  :  donc  l'angle  BMD  est  égal  à  l'angle 
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BND,  c'est-à-dire  que  le  plus  petit  est  égal  au 
plus  grand  y  ce  qui  est  impossible  :  donc  il  est 
impossible  de  conduii*e  dc^  point  D  au  cercle 
ABC,  et  de  part  et  d'autre  de  la  plus  petite 
droite  GD,  plus  de  deux  droites  égales. 

Qonc  si  l'on  prend  un  point  quelconque  hors 
d'un  cercle ,  et  si  de  ce  point  on  conduit  à  ce 
cercle  plusieurs  droites  dont  l'une  passe  par  le 
centre  et  dont  les  autres  passent  par-tout  où 
Von  voudra  ;  parmi  les  droites  qui  vont  à  la  cir- 
conférence concave,  la  plus  grande  est  celle 
qui  passe  par  le  centre  ;  celle  qui  est  plus  près 
de  celle  qui  passe  par  le  centre  est  plus  grande 
que  celle  qui  s'en  éloigne  davantage;  mais 
parmi  les  droites  qui  vont  à  la  circonférence 
convexe ,  la  plus  petite  est  çeUe  qui  est  com- 
prise entre  le  point  pris  hors  du  cercle  et  le 
diamètre  ;  et  celle  qui  est  plus  près  de  la  plus 
petite  est  plus  courte  que  ceUe  qui  s'en  éloigne 
davantage  ;  enfin  de  ce  point  on  ne  peut  mener 
à  la  circonférence,  et  de  part  et  d'autre  de  la 
plus  petite ,  que  deux  droites  qiû  soient  égales^ 
ce  qu'il  falloit  démontrei:. 
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P  R  O  P  O  S  I  T  I  O  N    I  X. 

THÉORÈME. 

Si  dans  un  cercle  Von  prend  un  point  quelconque  , 
et  si  parmi  les  droites  menées  de  ce  point  à  la 
circonférence  il  y  en  a  plus  de  deuof  qui  soient 
égales  entr'elles  y  ce  point  sera  le  centre  du 
cercle. 

Soit  le  cercle  ABC  (fig.69),  que  dans  ce 
cercle  l'on  prenne  le  point  D  et  qu'il  y  ait  plus 
de  deux  droites  égales  enlr' elles  qui  aillent  de 
ce  point  à  la  circonférence  ,  c'est-à-dire  les 
droites  DA ,  DB ,  DC  :  je  dis  que  la  point  D  est 
le  centre  du  cercle  ABC. 

Conduisez  les  droites  AB ,  B  C  ,  et  partagez- 
les  en  deux  parties  égales  aux  points  E,  F 
(prop.  10.  I  )  ;  conduisez  les  droites  ED,  DF, 
que  vous  prolongerez  vers  les  points  G,  K,  H,  L . 

Puisque  la  droite  AE  est  égale  à  la  droite  EB , 
et  que  la  droite  ED  est  commune ^  les  deux 
droites  AE  i  E0  seront  égales  aux  deux  droites 
BE,  ED;  mais  la  base  DA  est  égale  à  la  base 
DB  :  donc  l'angle  AED  est  égal  à  l'angle  BED 
(prop.  8.  I  )  ,  et  par  conséquent  chacun  des 
angles  AED,  BED  est  droit  :  donc  la  droite 
GK,  qui  coupé  la  droite  AB  en  deux  parlîes 


D'E  U  C  L  I  D  £•  127 

égales ,  la  coupe  aussi  à  angles  di*oits  ;  mais  lors- 
que dans  un  cercle  une  droite  coupe  une  autre 
droite  en  deux  parties  égalas  et  à  angles  droits , 
le  centre  du  cercle  est  placé  dans  la  droite 
sécante  (cor.  i»  5)  :  donc  le  centre  du  cercle 
ÂBC  sera  dans  la  droite  GK^  par  la  même 
raison  le  centre  du  cercle  ABC  sera  placé  dans 
la  droite  HL  ;  mais  les  droites  G& ,  HL  n*ont 
qu'un  seul  point  commun  qui  est  le  point  D  : 
donc  le  point  D  est  le  centre  du  cercle  ABC. 
Donc  si  dans  un  cercle  on  prend  un  point 
quelconque  y  et  si  parmi  les  droites  menées  de 
ce  point  à  la  circonférence  il  y  en  a  plus  de 
deux  qui  soient  égales  entr'elles ,  ce  point  sera 
le  centre  du  cercle. 

AUTREMENT. 

Dans  le  cercle  ABC  (fig.  70)  soit  pris  un 
point  quelconque  D ,  et  que  parmi  les  droites 
menées  du  point  D  à  la  circonférence  ABC  il 
y  en  ait  plus  de  deux  qui  soient  égalas  entre 
elles,  c'est-à-dire  les  droites  DA,  DB,  DC  :  je 
dis  que  le  point  D  est  le  centre  du  oercte  ABC. 

Supposons ,  s'il  est  possible ,  que  le  point  D 
ne  soit  pas  le  centre  du  cercle  ABC  >  et  suppo- 
sons que  le  centre  de  ce  cercle  soit  le  point  E, 
conduisez  la  droite  DE  et  prolonges-la  versF^  G. 
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Là  droite  F  G  sera  un  diamètre  du  cercle  ABC. 
Si  Ton  prend  dans  le  diamètre  F  G  du  cercle 
ABC  un  peint  D  qui  ne  soit  pas  le  centre  de 
ce  cercle,  la  droite  DG  sera  la  plus  grande  de 
toutes,  et  la  droite  DC  sera  plus  grande  que  la 
droite  DB ,  et  la  droite  DB  plus  grande  que  la 
droite  DA  (prop.  7.  5)  ;  mais  ces  droites  sont 
égales ,  ce  qui  ne  peut  être  :  donc  le  point  E 
n'est  pas  le  centre  du  cercle  ABC.  Nous  dé- 
montrerons de  la  même  manière  qu'il  n'y  a  pas 
d'autre  point ,  excepté  le  point  D ,  qui  soit  le 
centre  du  cercle  ADC  :  donc  le  point  D  est  le 
centre  du  cercle  ABC, 

PROPOSITION    X. 

THEOREME. 

Une  circonférence  de  cercle  ne  peut  couper  la 
circonférence  d'un  autre  cercle  qu'en  deux 
points. 

Supposons  que  cela  puisse  arriver,  et  que  la 
circonférence  du  cercle  ABC  (fig.  71  )  coupe  la 
circonférence  du  cercle  DE  F  en  plus  de  deux 
points  :  savoir ,  aux  points  B ,  G ,  H  ;  conduisez 
les  droites  BG,  BH,  et  partagez-les  en  deux 
parties  égales  aux  points  K ,  L  ;  par  les  points 
K.,  L,  conduisez  les  droites  KG,  LM  perpen- 
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diculaires  sur  6  G ,  B  H ,  et  prolongez-les  vers 
les  points  A,  E. 

Puisque  dans  le  cercle  ABC,  la  droite  AC 
coupe  la  droite  BH  en  deux  parties  égales  et  à 
angles  droits  y  le  centre  du  cercle  ABC  sera  placé 
dans  la  droite  AC  (  corol.  i .  5  )•  De  plus ,  puis- 
que dans  le  même  cercle  ABC  la  droite  NO 
coupe  la  droite  BG  en  deux  parties  égales  et  à 
angles  droits,  le  centre  du  cercle  ABC  sera 
placé  dans  la  droite  NO.  On  a  démontré  que 
le  centre  est  placé  dans  la  droite  AC ,  et  les 
deux  tlroites  AC,  IV O  ne  se  rencontrent  qu'au 
seul  point  O  :  donc  le  point  O  est  le  centre  du 
cercle  ABC.  Nous  démontrerons  de  la  même 
manière  que  le  point  O  est  le  centre  du  cercle 
DE  F  :  donc  les  de?ix  cercles  ABC,  DE  F,  qui 
se  coupent  mutuellement^  auront  le  même 
centre  O  ;  ce  qui  est  impossible  (  prop.  5. 5). 

Donc  la  circonférence  d'un  cercle  ne  peut 
pas  couper  la  circonférence  d'un  autre  cercle 
en  plus  de  deux  points;  ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

AUTREMENT. 

Car  que  la  circonférence  du  cercle  ABC 
(fig.  73)  coupe  la  circonférence  du  cercle  DE  F 
en  plus  de  deux  points^  savoir ,  aux  points  B^ 
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G ,  F  j  prenez  le  centre  du  cercle  ABD,  et  que 
son  centre  soit  le  point  K  ;  menez  les  droites 
KF,  KG,KB. 

Puisque  dans  le  cercle  DE  F  on  a  pris  un 
point  K,  et  que  parmi  les  droites  qui  vont  de 
ce  point  à  la  circonférence  DE  F  il  y  en  a  plus 
de  deux  qui  sont  égales  entr' elles  y  savoir , 
les  droites  KB,  KF,  KG,  le  point  K  sera  le 
centre  du  cercle  DE  F  (prop.  9«  5);  mais  le 
point  K  est  le  centre  du  cercle  ABC  :  donc  ces 
deux  circonférences ,  qui  se  coupent ,  auront  le 
nveme  centre  ;  ce  qui  est  impossible  (prop.  5.  S). 

Donc  une  circonférence  de  cercle  ne  peut 
pas  couper  la  circonférence  d'un  autre  cercle 
en  plus  de  deux  points  ;  ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

PROPOSITION    XI. 

THÉORÈME. 

Si  deux  circonférences  de  cercle  se  touchent  inté^ 
rieurement ,  et  si  on  prend  leurs  centres ,  la 
droite  qui  joindra  leurs  centres  ira  au  point 
de  contact  si  elle  est  prolongée. 

Que  les  deux  cercles  ABC,  A  DE  (fig.  yS) 
se  touchent  intérieurement  au  point  A  j  qu'on 
prenne  leurs  centres,  que  le  point  F  soit  le 
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centre  du  cercle  ABC,  et  que  le  point  G  soit 
le  centre  du  cercle  A  DE  :  je  dis  que  la  droite 
menée  du  point  6  au  point  F  ira  au  point  d^ 
contact  A ,  si  elle  est  prolongée. 

Supposons,  s'il  est  possible ,  que  cette  droite 
étant  prolongée  n'aille  pas  au  point  de  contact 
et  qu'elle  ait  la  position  F6DH;  menez  les 
droites  A  F,  A  G. 

Puisque  les  droites  AG,  G  F  sont  plus  grandes 
^e  la  droite  FA  (prop.  20.  i  ) ,  c'est-à-dire  que 
la  droite  FH^  car  la  droite  FA  est  égale  à  la 
droite  FH,  puisqu'elles  partent  du  même  centre: 
donc  si  on  ôte  la  droite  commune  F  G ,  la  droite 
AG  sera  plus  grande  que  la  droite  GQ  ;  mais  la 
droite  A  G  est  égale  à  la  droite  GD  :  donc  la 
droite  GD  est  plus  grande  que  la  droite  G  H  ; 
fî'est-à-dire  que  la  plus  petite  surpasse  la  plus 
grande  ;  ce  qui  est  impossible  :  donc  la  droite 
menée  du  point  F  au  point  G  ne  peut  pas  passer 
autre  part  qu'au  point  de  contact  A  :  donc  eUe 
passe  au  point  de  contact. 

Donc  si  deux  cercles  se  touchent  intérieu- 
rement ,  la  droite  qui  joint  leurs  centres  passera 
par  le  point  de  contact ,  si  elle  est  prolongée  ; 
ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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AUTREMENT. 

Supposons  que  la  droite  menée  du  point  G 
au  point  F  ait  la  position  GFC  et  qu'elle  soit 
prolongée  directement  vers  le  point  H ,  et  qu'on 
mène  les  droites  AG,  AF. 

Puisque  les  droites  AG,  GF  soiit  plus  grandes 
que  la  droite  AF,  et  que  la  droite  AF  est  égale 
à  la  droite  C  F ,  ou  bien  à  la  droite  FH ,  si  Ton 
retranche  la  droite  commune  F  G ,  la  droite 
restante  AG  sera  plus  grande  que  la.droite  res- 
tante GH  ;  mais  AG  est  égal  à  GD  :  donc  la 
droite  GD  est  plus  grande  que  la  droite  GH, 
c'est-à-dire  que  la  plus  petite  surpasse  la  plus 
grande;  ce  qui  est  impossible.  Si  le  centre  du 
grand  cercle  est  hors  du  petit  cercle,  nous 
démontrerons  de  même  qu'il  s'en  suit  une 
absurdité. 

PROPOSITION    XII. 

THÉORÈME. 

Si  deujo  circonférences  de  cercle  se  touchent  exté^ 
rieurement ,  la  droite  qui  joindra  les  deux 
centres  passera  par  le  point  de  contact. 

Que  les  circonférences  des  deux  cercles  ABC, 
ADE  (fig.  74)  se  touchent  extérieurement  au 
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point  A;  qu'on  prenne  leurs  centres,  que  le 
centre  du  cercle  ABC  soit  le  point  F,  et  que 
le  centre  du  cercle  A  DE  soit  le  point  G  :  je 
dis  que  la  droite  qui  est  conduite  du  point  F 
au  point  G  passe  par  le  point  de  contact. 

Supposons ,  s'il  est  possible ,  que  le  contraire 
arrive ,  et  que  cette  droite  ait  la  position  FCDG  ; 
conduisez  les  droites  AF,  AG. 

Puisque  le  point  F  est  le  centre  du  cercle 

ABC ,  la  droite  FA  sera  égale  à  la  droite  FC. 

De  plus^  puisque  le  point  G  est  le  centre  du 

cercle  ADE,  la  droite  AG  sera  égale  à  la  droite 

GD  ;  mais  on  a  démonti*é  que  la  droite  FA  est 

égale  à  la  droite  FC  :  donc  les  droites  FA,  AG 

sont  égales  aux  droites  FC ,  DG  :  donc  la  droite 

totale  F  G  est  plus  grande  que  les  droites  FA, 

AG  ;  mais ,  au  contraire ,  elle  est  plus  petite 

{  prop.  ao.  I  )'^  ce  qui  est  impossible  :  donc  la 

droite  menée  du  point  F  au  point  G  ne  peut 

pas  passer  autre  part  qu'au  point  de  contact  : 

donc  il  faut  nécessairement  qu'elle  passe  au 

point  de  contact. 

Donc  si  deux  circonférences  de  cercles  se 
touchent  extérieurement,  la  droite  qui  joindra 
leurs  centres  passera  par  le  point  de  contact , 
ae  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XIII. 

/         '  THEORÊMXf. 

Une  circonférence  de  cercle  ne  peut  pas  toucher 
une  autre  circonférence  de  cercle  en  plus  d'un 
point,  soit  qu'elle  la  touche  intérieurement,  soit 
qu'elle  la  touche  extérieurement. 

Car  si  cela  est  possible  /  supposons  d'abord 
que  la  circonférence  du  cercle  ABDC  (fig.  j5) 
touche  intérieurement  la  circonférence  du  cer- 
cle E  B  F  D  en  plusieurs  points ,  savoir  aux  points 
B,D. 

Cherchez  les  centres  des  cercles  ABDC, 
EBFD  ;  que  le  point  G  soit  le  centre  du  pre- 
mier et  le  point  H  le  centre  du  second. 

La  droite  qui  est  conduite  du  point  G  au 
point  H  passera  par  les  points  B,  D  (prop.  1 1 . 3). 
Qu'elle  ait  la  position  B  GH  D  ;  puisque  le  point 
G  est  le  centre  du  cercle  ABDC ,  la  droite  BG 
est  égale  à  la  droite  GD  :  donc  la  droite  BG 
est  plus  grande  que  la  droite  HD,  et  la  droite 
BH  beaucoup  plUs  grande  que  la  droite  HD. 
De  plus ,  puisque  le  point  H  est  le  centre  du 
cercle  EBPD^  là  droite  BH  est  égale  à  la  droite 
HD;  mais  on  a  démontré  qu'elle  est  beaucoup 
plus  |[rande ,  ce  qui  est  impossible  :  donc  une 
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circonférence  de  cercle  ne  touche  point  inté- 
rieurement une  autre  circonférence  de  cercle 
en  plus  d'un  point. 

Je  dis  encore  qu'il  est  impossible  qu'une  cir- 
conférence de  cercle  touche  extérieurement 
une  autre  circonférence  de  cercle  en  plus  d'un 
point  ;  car  si  cela  étoit  possible ,  il  faudroit  que 
la  circonférence  du  cercle  ACK  touchât  exté- 
rieurement la  circonférence  du  cercle  ABDC 
en  plus  d'un  point  y  aux  points  A ,  C,  par  exem* 
pie  ;  conduisez  la  droite  AC. 

Puisque  dans  la  circonférence  des  cercles 
Â6  DC ,  AC  K  on  a  pris  deux  points  quelconques 
A,  C,  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  tom-* 
*  bera  intérieurement  dans  l'une  et  l'autre  des 
deux  circonférences  (prop.^s. 5)  ;  mais  la  droite 
qui  tombe  dans  le  cercle  ABDC  tombera  hors 
du  cercle  ACK  (déf.  5.  3  ) ,  ce  qui  est  absurde  : 
donc  une  circonférence  de  cercle  ne  touche 
point  extérieurement  une  autre  circonférence 
de  cercle  en  plus  d'un  point.  On  a  démontré 
qu'une  circonférence  ne  touche  point  inté- 
rieurement une  autre  circonférence  en  plus 
de  deux  points. 

Donc  une  circonférence  de  cercle  ne  touche 
point  une  autre  circonférence  de  cercle  en  plus 
d'un  point ,  soit  qu'elle  la  touche  intérieure-? 

4 


|36  s  li  é  M  E  K  s 

meut,  soit  qu'elle  la  touche  extérieurement; 

ce  qu'il. felloit  démontrer. 

PROPOSITION    XIV. 

THEOREME. 

Dans  une  circonférence  de  cercle  les  droites  égales 
sont  également  éloignées  du  centre ,  et  celles  qui 
sont  également  éloignées  du  centre  sont  égales. 

Soit  le  cercle  ABDC  (fig.  76)  et  que  les 
droites  AB,  CD,  prises  dans  sa  circonférence, 
soient  égales  :  je  dis  que  ces  deux  droites  sont 
également  éloignées  du  centre. 

Cherchez  le  centre  du  cercle  ABDC ,  et  que 
ce  centre  soit  le  point  E  ;  de  ce  point  conduisez 
les  droites  EF,  EG  perpendiculaires  sur  les 
droites  AB ,  CD ,  et  menez  les  droites  AE ,  EC. 

Puisque  la  droite  EF,  menée  par  le  centre, 
coupe  à  angles  droits  la  droite  AB ,  qui  n'est  pas 
menée  par  le  centre,  elle  la  coupe  en  deux 
parties  égales  (prop.  3.  3)  :  donc  la  droite  AF 
est  égale  à  la  droite  FB ,  et  par  conséquent  la 
droite  AB  est  double  de  la  droite  AF.  Par  la 
même  raison  la  droite  CD  est  double  de  la 
droite  CG;  mais  la  droite  AB  est  égale  à  la 
droite  <;  D  :  donc  la  droite  AF  est  égale  à  la 
droite  CG  :  et  puisque  la  droite  AE  est  égale 


S'EUCLIBS^  i57 

a  la  flroite  EC,  le  quarré  de  la  droite  AE  est 
égal  au  quarré  de  la  droite  EC  ;  mais  les  quarrés 
des  droites  ÂF,  FE  sont  égaux  au  quarré  de  la 
droite  AE  (prop.  47- 1 );  car  Fangle  AFE  est 
droit;  et  les  quarrés  des  droites  E6,  GC  sont 
égaux  au  quarré  de  la  droite  EC ,  puisque  Tan-- 
gle  C  GE  est  droit  :  donc  les  quarrés  des  droites 
AF,  FE  sont  égaux  aux  quarrés  des  droites 
CG ,  GE  ;  mais  le  quarré  de  la  droite  AF  est 
égal  au  quarré  de  la  droite  CG,  puisque  la 
droite  A  F  est  égale  à  la  droite  CG  :  donc  le 
quarré  restant  de  la  droite  FE  est  égal  au 
quarré  restant  de  la  droite  EG  :  donc  la  droite 
FE  est  égale  à  la  droite  EG  ;  mais  dans  un  cer- 
cle les  droites  sont  dites  également  éloignées 
du  centre  lorsque  les  perpendiculaires  m'enées 
du  centre  sur  ces  lignes  sont  égales  (déf.  4*  5)  : 
donc  les  droites  AB,  CD  sont  également  éloi- 
gnées  du  centre. 

Supposons  actuellement  que  les  droites  AB, 
CD  soient  également  éloignées  du  centre  ;  c'est- 
à-dire  y  supposons  que  la  droite  FE  soit  égale 
à  la  droite  EG  :  je  dis  que  la  droite  AB  est 
égale  à  la  droite  C  D. 

Avec  les  mêmes  constructions  nous  démon-> 
trerons  également  que  la  droite  AB  est  dou-^ 
ble  de  la  droite  A  F,  et  que  la  droite  CD  est 
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double  aussi  de  la  droite  CG.  Puisque  la  droite 
ÀE  est  égale  à  la  droite  EC ,  le  quarré  de  la  droite 
ÀE  sera  égal  au  quarré  de  la  droite  EC  ;  mais 
les  quarrés  des  droites  EF ,  FG  sont  égaux  au 
quarré  de  la  droite  de  AE  (  prop.  47*  i  )^  et  les 
quarrés  des  droites  EG,  GC  égaux  au  quarré 
de  la  droite  EG  :  donc  les  quarrés  des  droites 

EF,  FA  sont  égaux  aux  quarrés  des  droitet 

EG,  GC;  mais  le  quarré  de  la  droite  EG  est 
égal  au  quarré  de  la  droite  EF,  car  la  droite 
EG  est  égale  à  la  droite  EF  :  donc  le  quarré 
restant  de  la  droite  AF  est  égal  au  quarré  res-^ 
tant  de  la  droite  G  G  :  donc  la  droite  AF  est 
égale  à  la  droite  GG  ;  mais  la  droite  AB  est  dou- 
ble de  la  droite  AF,  et  la  droite  GD  double  de 
la  droite  G  G  :  donc  la  droite  AB  sera  égale  à 
la  droite  GD. 

Donc  dans  une  circonférence  de  cercle  les 
droites  égales  sont  également  distantes  du  cen<- 
tre,  et  le*^  droites  également  distantes  du  ceptre 
sont  égales  ;.  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XV. 

THEOREME. 

Dans  une  circonférence  de  cercle  le  diamètre  est 
la  plus  grande  de  toutes  les  droites,  et  la  droite 
qui  est  plus  près  du  centre  est  plus  grande  que 
celle  qui  en  est  plus  éloignée. 

Soit  le  cercle  ABCD  (fig.  77  )  dont  le  dia- 
mètre est  la  droite  AD  et  dont  le  centre  est  le 
point  E;  que  la  droite  BC  soit  pins  près  du 
centre  E  que  la  droite  FG  :  je  dis  que  la  droite 
AD  est  la  plus  grande  de  toutes ,  et  que  la  droite 
BC  est  plus  grande  que  la  droite  F  G. 

Conduisez  du  centre  les  droites  EH,  EK 
perpendiculaires  surBC,  FG.  Puisque  la  droite 
BC  est  plus  près  du  centre  que  la  droite  FG, 
la  droite  EK  sera  plus  grande  que  la  droite  EH 
(déf.  5.  3)  ;  faites  la  droite  EL  égale  à  la  droite 
EH ,  et  par  le  point  L  conduisez  la  droite  LM 
perpendiculaire  sur  EK,  prolongez  la  droite 
LM  vers  le  point  N,  et  menez  les  droites  EM, 
EN,EF,  EG. 

Puisque  la  droite  EL  est  égale  à  la  droite 
EH,  la  droite  MN  sera  égale  à  la  droite  BC 
(prop.  14.3).  De  plus,  puisque  la  droite  AE 
est  égale  à  la  droite  E  M  et  la  droite  ED  égale 
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k  la  droite  EN,  la  droite  ÂD  sera  égale  aux 
droites  ME,  EN;  mais  les  droites  ME,  EN 
sont  plus  grandes  que  la  droite  MN  :  donc  la 
droite  AD  est  plus  grande  que  la  droite  MN; 
mais  la  droite  MN  est  égale  à  la  droite  BC  : 
donc  la  droite  AD  est  plus  grande  que  la  droite 
BC;  et  puisque  les  deux  droites  ME,  EN  sont 
égales  aux  deux  droites  FE,  EG,  et  que  l'an- 
gle MEN  est  plus  grand  que  l'angle  FEG,  la 
base  MN  sera  plus  grande  que  la  base  F  G 
(prop.  24*  I  )•  Mais  on  a  démontré  que  la  droite 
MN  est  égale  à  la  droite  BC  :  donc  la  droite  BC 
est  plus  grande  que  la  droite  F  G  :  donc  le  dia- 
mètre AD  est  la  plus  grande  de  toutes  les 
droites ,  et  la  droite  BC  est  plus  grande  que  la 
droite  F  G. 

Donc  dans  une  circonférence  de  cercle  le 
diamètre  est  la  plus  grande  de  toutes  les  droites , 
et  la  droite  qui  est  plus  près  du  centre  est  plus 
gvande  que  celle  qui  en  est  plus  éloignée  ;  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XVI. 

THEOREME. 

Une  droite  perpendiculaire  au  diamètre  d'un  cercle 
et  menée  par  une  de  ses  extrémités  ^  tombe  hors 
de  ce  cercle;  il  est  impossible  qu'il j  ait  une  droite 
dans  l'espace  qui  est  compris  entre  cette  perpen^ 
diculaire  et  la  circonférence;  l'angle  du  demi» 
cercle  est  plus  grand  qu'aucun  angle  rectiligne 
aigu  ,  et  l'autre  angle  est  plus  petit  qu'aucun 
angle  rectiligne  aigu. 

Soit  le  cercle  ABC  (fig.  78)  dont  le  point  D 
est  le  centre  et  la  droite  AB  le  diamètre  :  je  dis 
que  la  perpendiculaire  à  la  droite  AB,  menée 
par  le  point  A,  tombe  hors  du  cercle. 

Car  si  cela  n'est  point ,  supposons  s'il  est 
possible ,  qu'elle  tombe  en-dedans  et  qu'elle 
ait  la  position  AC  ;  conduisiez  la  droite  DC. 

Puisque  la  droite  DA  est  égale  à  la  droite  DC, 
l'angle  DAC  sera  égal  à  l'angle  ACD  (prop.  5.  i)  ; 
tnaiâ  l'angle  DAC  est  droit  :  donc  Fangle  ACD 
est  droit  aussi  :  donc  les  angles  DAC,  ACD 
sont  ^ux  à  deux  angles  droits,  ce  qui  est  im- 
possible (prop.  17.  i)  :  donc  la  perpendiculaire 
au  diamètre  AB,  menée  par  le  point  A  ne  tombe 
point  dsins  le  cercle.  Nous  démontrerons  de 
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Irméme  manière  qa'elle  ne  tombe  point  sur  la 
circonférence  :  donc  il  est  nécessaire  qu'elle 
tombe  en-dehors^  et  qu'elle  ait  une  position 
comme  la  droite  AE. 

Ift  dis  qu'il  est  impossible  qu'il  y  ait  une 
droite  dha»  yinniiÉi  qui  est  compris  entre  la 
droite  ÂE  et  la  circonfi&wifieCHA. 

Car  si  cela  est  possible ,   in|||ainii     qu'il 
y  ait  une  droite  qui  ait  la  position  K|^^  du 
point  D  menez  une  droite  DG  perpendiculaâ% 
à  FA. 

Puisque  l'angle  AGD  est  droit  et  que  l'angle 
DAG  est  plus  petit  qu'un  angle  droit,  la  droite 
AD  sera  plus  grande  que  la  droite  DG;  lAais  la 
droite  DA  est  égale  à  la  droite  DH  :  donc  la 
droite  DH  est  plus  grande  que  la  droite  AG> 
c'est-à-dire  que  la  plus  petite  surpasse  la  plus 
grande  ,  ce  qui  est  impossible  :  donc  il  est  im- 
possible qu'il  y  ait  une  droite  dans  Tespace  qui 
est  compris  entre  cette  perpendiculaire  et  la 
circonférence. 

Je  dis  de  plus,  que  l'angle  du  demi-cercle 
qui  est  compris  par  la  droite  BA  et  la  circon- 
férence CHA  est  plus  grand  qu'aucun  angle 
rectiligne  aigu ,  et  que  l'angle  restant  compris 
par  la  circonférence  CHA  et  la  droite  AE  est 
plus  petit  qu'aucun  angle  rectiligne  aigu. 
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Car  s'il  y  a  un  angle  réctiligne  plus  grand 
que  l'angle  compris  par  la  droite  BA  et  par  la 
circonférence  C HA,  ou  s'il  y  a  un  angle  récti- 
ligne plus  petit  que  l'angle  compris  par  la  cir* 
conférence  CHA  et  par  la  droite  AE,  rnpgft 
sons  que  dans  l'espace  coBUffmm  eam  t  la  circon- 
férence CHA  et  It^tbi^Cu  AE ,  il  y  ait  une  droite 
quelconi^MT  ipi  fasse  un  angle  plus  grand  que 
celw^  est  compris  par  la  droite  BA  et  la  cir- 
^nférence  CHA,  savoir ,  un  angle  compris  par 
deux  droites ,  et  qu'il  y  ait  un  angle  plus  petit  que 
celui  qui  est  compris  par  la  circonférence  CHA 
et  la  droite  AE  ;  mais  il  n'y  en  a  point  :  donc  il 
n^y  a  point  d'angle  aigu  qui,  étant  compris  par 
des  droites,  soit  plus  grand  que  l'angle  compris 
par  la  droite  B A  et  la  circonférence  CHA,  ni 
d'angle  plus  petit  que  celui  qiu  est  compris  par 
la  circonférence  CHA  et  la  droite  AE  ^  ce  qu'il 
fâlloit  démonu*er. 

COROLLAIKE. 

Il  suit  manifestement  de  là  que  la  droite  per- 
pendiculaire au  diamètre ,  et  menée  d'une  de 
ses  extrémités ,  touche  la  circonférence ,  et  que 
cette  droite  ne  la  touche  qu'en  un  seul  point , 
parce  que  nous  avons  démontré  que  les  droites 
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que  rencontre  le  cercle  en  deux  points,  entrent 

dans  le  cercle  (prop.  2.  3). 

PROPOSITION    XVII. 

P  R  0  B  L  Ê  M  E. 

D'un  point  donnée  conduire  une  droite  qui  touche 
la  circonférence  d'un  cercle  donné. 

Soit  A  (iBg.  79)  un  point  donné  quelconque 
et  BCD  le  cercle  donné  :  il  faut  conduire  du 
point  A  une  droite  qui  touche  la  circonférence 
du  cercle  BCD. 

Prenez  le  centre  de  ce  cercle ,  conduirez  la 
droite  AE;  du  centre  E  et  avec  un  intervalle 
EA,  décrivez  la  circonférence  AFG  (dem.  3)  j 
par  le  point  D  conduisez  une  perpendiculaire 
DF  sur  la  droite  E  A ,  et  menez  les  droites  EBF, 
AB  :  je  dis  que  la  droite  AB^  menée  du  point  A^ 
touche  la  circonférence  du  cercle  BCD. 

Puisque  le  point  E  est  le  centre  des  cercles 
BCD,  AFG,  la  droite  EA  sera  égale  à  la  droite 
EF,  et  la  droite  ED  égale  à  la  droite  EB  :  donc 
les  deux  droites  AE ,  EB  sont  égales  aux  deux 
droites  FE ,  ED  ;  mais  ces  droites  comprennent 
un  angle  conoimun  qid  est  en  E  :  donc  la  base 
DF  est  égale  à  la  base  AB,  le  triangle  DE  F 
égal  au  triangle  EB  A,  et  les  autres  angles  de 
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ftin  de  ces  triangles  sont  égaux  aux  aatres 
angles  de  l'antre  triangle  (prop.  4*  '  )  ^donc 
l'angle  EB  A  est  égal  à  l'angle  EDF  ;  maïs  l'aiH 
gle  EPF  est  droit  :  donc  Tangle  EB  A  est  droit 
aussi.  Maïs  la  droite  EB  est  un  rayon^  et  la  pei^ 
pendicnlaîre  à  une  des  extrémités  d'un*  diamètre 
touche  le  cercle  (prop.'  i6<  3)  :  donc  la  droite 
AB  touche  le  cercle. 

])onç  la  droite  AB ,  qui  a  été  menée  par  le 
pcnnt  A^ touche  le  cercle  BCD;  ce  qu^'il  falloit 
fairi;. 

PROPOSITION    XVIII. 

T  H  s  o  k  i  H  s. 

Si  une  droite  touche  la  circonférence  d^un  cercle  ^ 
et  si  du  centre  on  mène  une  droite  au  point  de 
conlact,  cette  dernière  droite  sera  perpendi- 
culaire sur  la  première. 

Que  la  droite  DE  (fig.  8b  )  touche  au  point  G 
la  circonférence  du  cerc)[e  ABC;  prenez  le  cen- 
tre F  de  ce  cercle ,  et  de  ce  centre  conduisez 
la  droite  FC  au  point  G  :  je  dis  que  la  droite  PG 
est  perpendiculaire  sur  la  droite  DE. 

Car  si  elle  ne  l'est  pas,  du  point  F  conduisez 
la  ^oite  F  G  perpendi<:ulair«  sur  h  droite  DE 
(prpp.  12,  i). 
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Puisque  l'angle  FGC  est  droit ,  i'angle  GCF 
sera  aigu  (prop.  tj.i)-,  mais  un  plus  graiul^n^ 
gle  est  oppose  àun  plus  grand  côté  (prop- 19- 1): 
^ionc  la  droite  FC  est  pkis  grande  que  la  droite 
FG;  op  la  droite  F  G  est  ëgale  à  la  droite  FB: 
donc  fe  dix)ite  FB  est  plus  grande  que  la-  droite 
FG ,  c'est-à-dire  que  la  plu$  petite  surpasse  la 
plus  grande;  ce  qui  est  impossible  •:  donc  la 
droite  FG  n'est  pas  pepj)endîculaire  sûr  là  droite 
DÉ.  Notts  déniont^éronsd^uneinanièire  sembla- 
ble qu'il  n'y  a  point  d'autre  droite ,  exceptéF<î , 
qui  soit.perpendicul^ire.sip.la  droite  DJ^:  donc 
la  droite  PC  est  perpenHiculaire  sur  la  droite  DE . 

Donc  si  une  droite  îtoacbe  une  circonférence 
de  cercle ,  et  si  du  centre  on  mène  une  droite 
au  point  de  contàict,' cette  dernière  droite  sera 
perpendiculaire  sur  la  première;  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

.PROPOSITION    XIX. 

*       "  '  '"-^^         1    T  H  É  O  B.  Ê  M  E,      ^"       "         '     ' 

$i  une  droite  touche  le  cercla^  et  si  par  le  point  de 
contact  on  lui  mène, une  perpendiculaire j  cette 
.  perpendiculaire  passera  par  le  centre* 

Qu'une  droite  DE  (fig.  8v)  touche  le  cercle 
ABC  au  point  C  ;  par  le  point  C  conduisez  tme 
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perpendiculaire  sur  la  droite  DE  :  je  dis  que  la 
perpendicuhdre  AC  pèsera  par  le  ceiitre.  Car 
si  cela  n^est  point ,  supposons ,  s'il  est  possible , 
que  le  centre  soit  le  point  F,  et  menons  la  droite 
CF.  , 

Puisque  la  droite  DE  touche  le  cercle  ABC 
et  que  la  droite  FC  a  été  men^e  du  centre  au 
point  de  contact ,  la  droite  FC  sera  perpendi- 
culaire sur  la  droite  DE  (prop.  i8.  3)  :  donc 
Fangle  F  CE  est  droit;  mais  l'angle  ACE  esi 
droit  aussi  :  donc  Fangle  FCE  est  ëgal  à  l'angle 
ACE^  c'est-à-dire  que  le  plus  peut  est  ëgal  au 
plus  gra^d,  ce  qui  est  impossible  :  donc  le  point 
F  n'est  pas  le  centre  du  cercle  ABC.  Nous  de« 
montrerons  d'une  manière  semblable  qu'il  n'y 
a  au^un  autre  point  qui  puisse  être  le  centre 
du  cercle,  à  moins  qu'il  ne  soit  place  dans  la 
droite  AC. 

Donc  si  une  droite  touche  un  cercle ,  et  si  par 
le  point  de  contact  on  lui  mène  une  I>crp«n- 
diculaire ,  cette  perpendiculaire  pansera  par  le 
centre  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XX. 

T  H  é  O  R  £  M  Ë« 

Dam  h  cercle  ^  Vangle  au  centre  est  double  de 
farcie  à  la  circonférence,  quand  ils  ont  pour 
.   bpu.p  la  même  portion  de  la  circonférence^ 

Soit  le  oercle  ÀB  Ç  (  fig.  82  ) ,  ^e  Fangle 
BEC  soit  au  oentre  de  ce  cercle,  que  l'angle 
BAC  soit  à  la  çircônfërencç ,  et  que  ces  deux 
angles  aient  pour  base  la  même  portion  de  la 
circonférence  BC  :  je  di$  que  l'angle  BËC  est 
double  de  l'angle  BAC. 

Conduisez  la  ligne  ÀE ,  et  prolongez-la  jus- 
qu'en F. 

Puisque  la  droite  £  A  est  égalé  à  la  droiteÎE  B , 
l'angle  EAB  sera  égal  à  l'angle  EBA  (jprop.  5.  t  )  : 
donc  les  angles  EAB,  EBA  sont  doubles  de 
Tahgle  EAB;  mab  l'angle  BEF  est  égal  aux 
angles  EAB,  EBA  (prop. 5^.  i  ) ;  donc  l'angle 
BEF  est  double  de  l'angle  EAB.  L'angle  FSC 
est  double  de  l'angle  F  AC ,  par  la  même  raison  ; 
donc  l'angle  total  BEC  est  double  de  l'angle 
total  BAC. 

Que  l'angle  BAC  change  de  position  et  qu'il 
devienne  BDC  ;  condmsez  la  droite  PE  et  pro- 
longez-la jusqu'en  G.  If  ous^  démontrerons  sem« 
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bibblement  que  Fangle  6EC  est  double  de  Tan* 
gle  G  DC  ;  mais  l'angle  6EB  est  double  de  Fan* 
gle  6D6  :  donc  l'angle  restant  BEC  est  double 
de  l'angle  restant  BDC. 

Donc  dans  le  cercle  y  Fangle  au  cenu*e  est 
double  de  Fangle  à  la  circonférence ,  quand  ils 
ont  pour  base  la  même  portion  de  la  circon- 
férence ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXL 

T  H  i  O  R  f  M  X.   *. 

Les  angles  placés  dans  toi  même  segment  de  cercle 
sont  égaux  entr^eux^ 

Soit  le  cercle  ABCD  (fig.  83)  et  que  les 
angles  BAD^  BED  soient  placés* dans  le  même 
segment  6AED  :  je  dis  que  ces  angles  sont 
égaux  entr'eux. 

Prenonsle  centre  ducercleABCD(prop.  i  .5), 
et  que  ce  centre  soit  le  point  F;  menez^es 
droites  B  F,  F  D. 

Puisque  Fangle  B  F  D  est  an  centre ,  que  Fan* 
gle  B  AD  jsst  à  la  circonférence,  et  que  ces  deux 
angles  ont  pour  base  la  même  porfion  de  la 
circonftrence,  Fangle  6FD  sera  double  de  Ym^ 
gle  B  AD  (prop.  20. 5)  ;  l'angle  BFD  est  double 
aussi  de  Fangle  BED^  par  la  même  raison  :  donc 
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Tangle  BAD  est  égal  à  l'angle  BED  (ax.  7). 
Donc  les  angles ,  placés  dans  le  même  seg- 
ment de  cercle ,  sont  égaux  entr'eûx  ;  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITIONX?:!!. 

THEOREME. 

Les  angles  opposé^  des  quadrilatères,  inscrits  dans 
des  cercles  sont  égaux  à  deux  droits. 

Soit  le  c«rcle  ABCD  (fig.  84)  et  que  le  qua- 
drilatère ABCD  soit  inscrit  dans  ce  cercle  s  je 
dis  que  les  angles  opposés  de  ce  quadrilatère 
sont  égaux  à  deux  droits. 

Conduisez  les  droites  *AC ,  BD. 

Puisque  les  trois  angles  de  tout  triangle  sont 
égaux  à  deux  droits  (prop.  3a.  i),  les  trois 
angles  G  AB^  AB  C^  B  C  A  du  triangle  ABC  seront 
égaux  à  deux  angles  droits;  mais  l'angle  CAB 
cst*égal  à*  l'angle  B  D (i  (  prop.  2 1  •  5  ) ,  car  'ces 
deux  angles  sont  placés  dans  lé  même  segment 
BADC;  l'angle  A  CE  est  égal  à  l'angle  AÛB, 
parce  que  ces  deux  angles  sont  placés  dans  le 
méipie,  segment  ;  donc  Tangle  total  A DC  est 
égal  aux  angles  B  AC,  ACB  5  donc  si  nous  ajou- 
tons un  angle  commun  ABC*^  les  angles  ABC, 
BAC,  ACB  seront  égaux  aux  angles  ABC, 
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ADC;.iiiaîs  les  angles  ABC^  BAC,  ACB  sont 
égaux  k  deux  droits  -:  dx>ûe  les  angles  ABC, 
ADC  sont  égaux  k  deux  aii^Ies  droits.  Nous 
démontrerons  semblablement  que  les  angles 
BAD^'DCB  sont  aussi  égaux  à  deux  droits* 

Donc  lès  angles  opposés  des  quadrilatères 
inscrits  dans  des  cercles  sont  égaux  à  deux 
droits  ;  ce-qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION   XXIII. 

T  H  E  O  &  &  M  E. 

Sur  une  même  droite  j  on  ne  peut  pçs  décrire  du 
même  côté  deux  segmens  4^  cercles  semblables 
et  inégaux. 

■  Supposons  que  cela  soit  possible  ;  décrivez  du 
même  côté  et  sur  Ja  même  droite  AB  (fig.  85) 
dejjfx  segmens  de  cercle  ACB,,  ADB  semblables 
et  inégaux;  et  conduisez  la  droite  ADÇ  et  les 
dr^tes  CB,  DB. 

Puisque  le  segment  ACB  est  semblable  au 
segment  ADB^  et  quo^Ies  segmens  de  cercles 
semblables  sont  ceux  qui  reçoivent  des  angles 
égaux  (déf.  ii.  5),  l'angle  ACB  sera  égal  à 
l'asigle  ADB ,  c'est-àwËre  qu'un  angle  intérieur 
est  égal  à  un  angle  extérieur  rce  qui  est  impo^ 
sible  Iprc^.  i6.  i  ).  - 
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Donc  sur  une  même  droite  on  ne  peut  pas 
décrire  du  mém^  côté  deux  segmens  de^cercles 
semblables  et  inégaux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer» 

PROPOSITION    XXIV. 

T  H  É  O  R  Ê  m  E.  j 

Sur  des  droites  égales ,  les  segmens  de  cercles 
seniblahles  sont  égayjc  entr'eux. 

Que  sur  les  droites  égales  AB,  CD  (fig.  86) 
soient  décrits  les  segmens  de  cercles  sem- 
blables AEB,  CFD  :  je  dis  que  le  segment 
AEB  est  égal  au  segment  CFD. 

Car  le  segment  AEB  étant  appliqué  sur  le 
sèment  CFD,  le  point  A  sur  le  point-  C  et  In 
droite  AB  sur  la  droite  CD,  le  point  B  s'appli- 
quera sur  le  point  D,  puisque  la  drbite  AB  est 
égale  à  la  droite  CD;  mais  la  droite  AB  s'appli- 
quant  exactement  sur  la  droite  CD ,  lé  segment 
AEB  s'appliquera  exactement  sur  le  segment 
CFD;  car  si  la  droite  AB  s'appliquant  exacte- 
ment sur  là  droite  CD,  lesegment  AEB  ne  s'ap- 
plique pas  exactement  sur  le  segment  CPD,  le 
segment  AEB  changera  de  position  et  prendra 
par  exemple  la  position  CHGD;  mais  une  cir^ 
conférente  de  cerde  ne  peut^  couper  uiie  auti^ 
circonférence  de  cercle  en  plus  de  deu^^pcnuts 
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(prqp.  10,  S) ,  et  la  circonférence  CHGD  coupe 
la  circoniërence  CFD  en  plus  de  deux  points  / 
savoir,  aux  points  C,  G^  Dy  ce  qui  est  impos- 
sible; donc  la  droite  AB  s'applîquant  exacte- 
ment sur  la  droite  C  D ,  il  est  impossible  que  lé 
segment  AËD  ne  s'applicpie  pas  exactement  sur 
le  segment  CFD  :  donc  le  premier  segment 
s'appliquera  exactement  sur  le  second  :  donc 
il  lui  sera  égal. 

Donc,  sur  des  droites  égales,  lés  segmens de 
cercles  semblables  sont  égaux  entr'euXj  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXV. 

PROBLÊHS. 

Un  segment  de  cercle  étant  donné,  décrire 
le  cercle  dont  il  est  segment.     ^ 

Soit  ABC  (fig.  87 ,  88 ,  89)  le  segment  de  cer- 
cle donné  :  il  faut  décrire  le  cercle  <font  ABC 
est  le  segment. 

Coupez  la  droite  AC  en  deux  parties  égales 
au  point  D  (prop.  10.  i  ) ,  du  point  D  conduisez 
la  perpendiculaire  DB  sur  AC  (prop.  1 1 .  i  ) , 
et  menez  la  droite  AB;  l'angle  ABD  est  ou  plus 
grand  que  l'angle  BAD^  ou  il  lui  est  égal,  ou  il 
est  plus  p^t. 
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Supposons  d'abord  qu'il  soit  plus  gcsad  ;  sur 
la  droite  donnée  BA^  (fig-^y)  et  au  point 
donné  A  faites  l'angle  BAE  égal  à  l'angle  ABD 
(  prop.  nS.  I  ),  prolongez  la  droite  DB  jus- 
qu'en E,  et  conduise^  la  droite  EC.  Puisque 
l'angle  ABE  est  égal  à  l'angle  BAE,  la  dr<^te 
BE  sera  égale  à  la  droite  E  A  (  prop.  6.  i  ) ,  et 
puisque  la  droite  AD  est  égale  à  la  droi^DC 
et  que  la  droite  DE  est  conunune,  lesdeut 
droites  A  D ,  D  E  sont  égaler  aux  deux  droites 
CI),  DE , /chacune  à  chacune  venais  Tangle  ADE 
est  égal  à  l'angle  CDE^  car  ils  sont  droits  l'un  et 
l'autre  ;  donc  la  base  AE  est  égale  à  la  base  EC 
(prop/4«  ï)-  Mais  il  a  été  démontré  que  la 
droite  AE  est  égale  à. ^  droite  EB  :  donc  la 
droite  BE  est  égale  à  la  droite  EC  :  donf^^es 
trois  droites  AE,EB/EC  sont  égales  entre 
elles  :  4onc  là  circonférence  de  cerclé  décrite 
du  point  E. comme. centre,  et  avec  un  inter- 
valle égal  à .Fune  de«  droites  AE,  EB^  EC, 
passera  par  les  autres  points ,  et  le  cercle  sera 
décrit  :  donc  un  segment  de  cercle  ayant  été 
donné ,  on  a  décrit  le  cercle  dont  il  est  seg- 
ment (prop. 9.  5 y  li  est  évident  que  le  seg- 
ment ABC  est  plus  petit  qu'un  demi-cercle., 
puisque  le  centre  E  est  ]^acé  en-dehors  de  ce 
segment. 
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*  S^Jangle  ABD  (%88)  est  £^  à  rânglé 
BAD^  la  droite  AD  étant >  égale  à  chacune  ides 
droites  BD ,  DG ,  les  troisdroites  DA^  DB,  DC 
seront  égales  entr'elles  ;  le  point  D  sera  le  centré 
dû  derele  entier  (prop.9^5)^  et  le  i  segment 
ABC  sera  un  demi-cercle* 

M^is  si  l'angle  ABB  (fig.fig)  est  moindre 
gae  l'angle  BAD,  et  si  sur  la  droite  B A  et  au 
point  A  donné  dans  éette  droite ,  on  fait  Tangle 
BAE  égal  à  l'angle  ABD,  le  centre  E  sera  en« 
dedans  du  segment  ABC  et  sur  la  droite  DB  ^  et 
le  segment  sera  plus  grand  qu'un  demi-cercle* 

Donc  étant  donné  un  segment  de  cercle ,  on 
a  décrit  le  cercle  dont  il  est  segment  ;  ce  qu'il 
&Uoit  faire.  " 


PROPOSITION    XXyi. 

TH^OllÈMB. 


Dains  4cs  cercles  ^ç>ux  des  angles  éf^aïuc  s*ap^ 
puient  sur  des .  arcs  égf^ix  j  soit  gu'ils  soient 
placés  à  leurs, centrer,  ^  bien  à  laufrs  circjon" 
férmices. 

Soient  ABC,  DE!f*  (fig.  gO)  des  cercles 
égau:t ,  qù'auY  centres  de  ces  cercles  soient  les 
angles  égaux  BGC ,  EHF,  et  qu'à  leurs  circon* 
férences  soient  les  angles^  égaux  B  AC ,  EDF  : 
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je  dis  qbé  Tare  13  KC  est  ëgd  à  Tare  ^LF. 

Conduisez  les  droites  BC,  EF. 

Puisque  1%  cerclesÂBC ,  DEF  sont  égaux , 
I^Fs  rayions  seront  égaux  :  donc  les  deux  droites 
BG)  G€  sont  égales  aux  deux  droites  EH, 
HF;  mais  les  angles.G^JH  sont  égaux  :  donc  la 
bsise  i  BC  est  <^gale  à  la  base  E  F  (  prop.  4*  ^  )• 
Puistjiie  Tanglé  A  est  égal  à  Tangle  D,  le  seg- 
nient  BÀC  sera  semblable  au  segment  EDP 
(défi.  1 1 . 3  )>;•  mais  des  segmens  sont  placés  sur 
le$ di<àites  égales  BG ,  BF/et  les  segmens  sem^ 
blâbles  •/  (pti  sont  placés  ;sur .  des  droites  ^[ales , 
sont  é'ganx  ehtr'eux  (prop.  24. 5^  rdohc  le  seg- 
Êae^  BAGiest  égal  au. segment  EDF;  mais  le 
cercle  entier  ABC  est  égal  au  «ercle  entier 
DEF  :  donc  le  segment  restant  B KG  «st  égai 
au  segkfaeWrestant  Él!F  :  doncf  l'arc  B!&C  sera 
égal  à  Tare  Eiyp*.        ;.  ,;   * 

Donc  y  dans  les  cercles  égaux^  des  angfles  égaux 
s'a{>puiént^^ur  des  arc&  égaux ,  soit  qu'ils  soient 
placés  à  létès  centres  où  à  leurs  circonférences  $ 
ce  qu'il  fëllùitdémoiitirér. 
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PR0l>0SIT10N  XXVII. 

T  H  i  O  Ai  M  S. 

Dans  les  cercles  égaux,  lê9  angles  (jui s^appment 
sur  des  arcs  égaux  sont  égaux  entr^eux,  soit 
qu'ils  soient  placés  à  leurs  centres  ou  bien  à 
leurs  circonférences. 

Que  dans  les  oerdes  égaux  ABC ,  DEF 
(fig.  91  )  les  angles  au  centre  BGC ,  EHF^  et 
les  angles  à  la  circonférence  BAC,  EDF  s'ap- 
puient sur  les  arcs  égaut  BC,  EF  :  je  dis  que 
l'ange  BGC  est  égal  à  l'angle  EHF^  et  Tangla 
BAC  égal  k  l'angle  EDF. 

Car  si  l'ange  BGC  est  égal  à  Tangle  EHF^ 
il  est  évident  cfue  l'angle  BAC  est  égal  à  Fan- 
gleCDF  (prop.  20. 5)  ;  car  ai  cela  n^est pas  j  Tuu 
de  ces  angles  est  nécessairement  plus  grand  que 
l'autre.  Si:y>posons  que  l'aiigle  BGC  soit  le  plus 
grand.  Sur  la  droite  BG  et  au  point  Q  faispns 
l'angle  BGK  égal  à  l'angie  EHF  (prçp,;i5.  i); 
or  les  angles  égaut  s'appuient  sur  d^9  arcs.égaiix. 
lorsqu'ils  sont  placés  au  eentre  (prop.  2i6. 5).: 
donc  l'arc  B  K  est  égal  y  arc  EF,  mais  l'arc  EF. 
est  égal  à  l'arc  BC  ;  doifc  l'arc  BK  est  ^1  à 
l'arc  BC ,  c'est-à'^e  que  le  plus  peut  est  égal 
au  plus  fi^and;  ce  qui  est  impossible  ^  dpPÇ  1^^ 
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angles.BGC^  EHF  Qe.spnt  pas  inégaux  :  donc 
ils  sont  égaux  ;  mais  J'angle  en  A  est  la  moitié 
de  Fangle  BGC  etj'^ngle  en  D  la  moitié  de 
l'angle  EHF  (prop.  20. 3)  :  donc  l'angle  en  A 
est  égal  à  Fangle  eii  D.. 

Donc ,  <ismffie&  eérek^  égaux ,  les  ahgles  qui 
s^appiâent  sur  des  arcai  é^rux  aont  égaux,  entre 
eux^^it  qu'ils  soient  placés  à  lems  centrés  ou 
Hén  à  leurs  circonférencçsf  ce  qu'il  âUeît.d^*' 
montrer.  •  ^    - 

proposition'  xxviii. 

THÉO  R'ii  Tà'j^     '     •    •  -  '•      ^ 

.  >  *  < 

Dans  les  cercles  égaux,  des  cordes  ^ales^  souf 
tendent  des  arcs  égmuc ,.  le  plus^raiid  arc  étaM . 
égcd  au  plus  grand  ^  et  le  plus,  petit  égml^çu.plus 

Soient  ABC,  DE  F  (fig^^a)  deux  cercles 
^tcx  ^  et  BC ,  E F  deux  cordes  égales  qui  sou-- 
tendent  lesdeux  grands  arcs  BÀC ,  EDF,  et  le» 
deux  petits  arcsBGG,  EHF  :  je  dis  quele  grabd 
arc  BAC  est  égal  au  grand  arc  EDF,  et  que  le 
pedt  arc  BGC  est  égal  «u  petit  arc  EHF.     ^  ; 

Prenez  les  centres  K,  L  de  ces  cercles 
(prop,  1.5),  et  menez  les  drc^tes  BK^,  KG, 
EL,I>F-  ... 
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Puisque  ces  cercldi  sont  égaux  ^  leurs  rayons 
seront  ëgaux  :  donc  }és  deux  droites  BK,  KG 
sont  égales  aux  dqux  droites  EL ,  LF  ;  mais  la 
base  BC  est  égale  a  la  base  EF  :  donc  l'aigle 
BkC  est  égal  à  l'angle  ELF  (prop.8.  i);  or 
les  angles  égaux  s^appuient  sur  des  arcs  égaux 
quand  ils  sont  placés  aux  centres  (prop.  a6, 3)  : 
donc  l'arc  BGC  est  égal  à  l'arc  EHF;  may  la 
circonférence  entière  ABC  est  égale  à  la  circon- 
férence entière  DEF  :  donc  l'arc  restant  ABC 
est  égal  à  l'arc  restant  EDF. 

Donc^  dans  des  cercles  égaux,  des  cordes 
égales  soutendent  des  arcs  ég^ux ,  le  plus  grand 
arc  étant  égal  au  plus  grand ,  et  le  plus  petit 
égal  au  plus  petit  y  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXIX. 

T  à  £  O  R  £  M  E.  ^ 

Dans  des  cerjcles  égaux  des  cordes  égales 
soutendent  dç^  arcs  égaux. 

Soient  les  cerclés  égaux  ABC ,  DEF  (fig.g:))  \ 
que  dans  ces  cercles  soient  pris  les  arcs  égaux 
BGC,  EHF,  et  menez^les  conleê  BC,  EF  :  je 
dis  que  la  corde  BC  est  égale  à  la  corde  EF. 

Pi-eiiez  les  centres  R ,  L  des  cercles,  et  latnez 
les  droites  BK,  &C,  EL,  LF. 


t6o  -    àiiikuBK  s 

Puisque  Tare  B  GC  est  ^al  à  L'arc  EHF,  Fan-' 
gle  BKC  est  égal  à  l'angk  ELF  (prop/27.5); 
et  puisque  les  cercles  AJB  C  >  D  E  F  sont  egaiix/ 
leurs  rayons  seront  égaux  :  donc  les  deux  droites 
BK,  KC  sont  égales  aux  deux  droites  EL  /LF; 
mais  ces  droites  comprennent  des  angles  égaux  : 
donc  la  base  BC  est  égale  àla  base  EF(prop.4..  i). 

Donc,  dans  des  cercles  égaux ^  des  cordes 
égales  soutendent  des  arcs  égaux  ;  ce  qu'il  fallpic 
démontrer. 

PROPOSITION    XXX. 

P  R  b  B  L  i  M  £• 

Partager  un  arc  donné  en  deux  parties  égales. 

Soit  ADB  (fig.95)  un  arc  donné  :  il  faut 
partager  l'arc  ADB  en  deux  parties. 

Menez  la  corde  AB-,  et  partagez-la  en  deux 
parties  égales  en  C  (prop.  10.  i,)  ;  du  point  C 
élevez  une  perpendiculaire  CI)  sur  la  corde  AB 
(prop.  1 1 . 1  ) ,  et  menez  les  droites  AD,  DB. 

Puisque  la  droite  AC  est  égale  à  la  djCoite 
CB^  et  que  la  droite  CD  est  commune^  les  deux 
droites  A C]^  CD  sont  égales  aux  deux  droites 
6C,  CD;  mais  l'angle  ACD  est  égal  à  Faille 
BCD  ;  car  ils  sont  droits  Vnn  et  l'autre  ;  donc 
la  base  AD  est  égale  à  la  base  DB  (prop.  4*  0  ' 
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or  les  cordes  égaies  soutendent  des  arcs  égaux, 
le  plus  grand  arc  étant  égal  au  plus  grand ,  et 
le  plus  petit  égal  au  plus  petit  (  prop.  ^8.  3  )  ; 
mais  l'un  et  l'autre  des  arcs  ÂD^  DB  est  moin- 
dre qu'une  demi-circonférence  :  donc  l'arc  AD 
est  égal  à  l'arc  DB. 

Donc  l'arc  donné  a  été  partagé  en  deux  parties 
égales  ;  ce  qu'il  faUoit  faire. 

PROPOSITION    XXXI. 

THEORiJUE. 

Dans  un  cercle,  V angle  qui  est  compris  dans  le 
demi'cercleest  droit;  celui  qui  est  compris  dans 
un  segment  plus  grand  est  plus  petit  qu'un  angle 
droit,  et  celui  qui  est  compris  dans  un  segment 
moindre  est  plus  grand  qu^un  angle  droit.  Van^ 
gle  d^'un  plus  grand  segment  est  plus  grand  qu'un 
angle  droit,  et  celui  d'un  segment  moindre  est 
plus  petit  qu'un  angle  droit. 

Soit  un  cercle  ABCD  (fig.  94)  dont  le  dia» 
mètre  est  BC  et  le  centre  le  point  E$  menez  les 
droites  BA^  AC,  AD^  DC  :  je  dis  que  Tangle 
qui  est  compris  dans  le  demi-K^ercle  BAC  est 
droit  ;  que  l'angle  compris  dans  le  segment  ABC 
plus  grand  qu'un  demi^<:ercle ,  savoir,  Tangle 
ABC  est  plus  petit  qu'un  angle  droit ,  et  que 
l'angle  compris  dans  le  segment  ADC  plus,  petit 

L 
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.  qu'un  demi-cercle ,  savoir ,  l'angle  ADC  est  plus 

grand  qu'un  angle  droit. 

Conduisezla  droite  AE,  et  prolongez  B  A  vers  F* 

Puisque  la  droite  BE  est  égale  à  la  droite  E  A , 

l'angle  EAB  sera  égal  à  l'angle  EBA  (prop.  5.  i). 

De  plus,  puisque  la  droite  EA  est  égale  à  la 

droite  EC ,  l'angle  ACE  sera  égal  à  l'angle  GAE  : 

donc  l'angle  total  BAC  est  égal  aux  deux  angles 

ABC,  ACB;  mais  Pangle  extérieur  PAC  du 

triangle  ABC  est  égal  aux  deux  angles  ABC  , 

ACB  (prop.  52.  i)  :  donc  l'angle  BAC  est  égal 

à  l'angle  FAC  :  donc  chacun  de  ces  angles  est 

droit  (prop.  lO.  i)  :  donc  l'angle  BAC ,  compris 

dans  le  demi-cercle  BAC ,  est  droit. 

Puisque  les  deux  angles  ABC,  BAC  du  trian- . 
gle  ABC  sont  plus  petits  que  deux  droits 
(prop.  17.  i),  et  que  l'angle  BAC  est  droit, 
l'angle  ABC  sera  plus  petit  qu'un  angle  droit, 
et  cet  angle  est  compris  dans  le  segment  ABC 
plus  grand  qu'un  demi-cercle. 

Puisque  le  quadrilatère  ABCD  est  placé 
dans  un  cercle ,  et  que  les  angles  opposés  des 
quadrilatères  décrits  dans  les  cercles  sont  égaux 
à  deux  angles  droits  (prop.  aa.  5),  les  angles 
*ABC  ,  ADC  sbnt  égaux  à  deux  angles  droits  ; 
mais  l'angle  ABC  est  plus  petit  qu'un  angle 
droit  :  donc  l'angle  restant  ADC  est  pilus  grand 
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I  qii'im  angle  droit ,  ci  cet  angle  est  compris  dans . 

I  le  segment  A  DC  plus  petit  qu'un  demi-cercle. 

Je  dis  en  outre  que  Tangle  dhin  plus  grand 
segment^  compris  par  l'arc  ABC  et  la  droite 
AC,  est  plus  grand  qu!un  angle  droit,  et  que 

I  Tàngle  d'un  segment  moindre  >  compris  par 

l'arc  ADC  et  la  droite  AC ,  est  moindre  qu'un • 
angle  droit ,  et  cela  est  certainement  évident  ; 
car  puisque  l'angle  compris  par  les  droites  B  A , 
AC  est  droit, l'angle  compris  par  l'arc  ABC  et 
ia  droite  AC  ser*  pins  grand  qu'un  angle  droit. 
DejJus,  puisque  l'angle  compris  par  les  droites 
CA,AF  est  droit,  Tangle  compris  par  la  droite 
CA  et  l'arc  ADC  sera  plu3  petit  qu'un  angle  drcnt. 

j  Donc ,  dans  un  cercle ,  Vàogle  compris  dans 

'  un  demi-cerçle  est  droit  ;  celui  qui  est  compris 

dans  un  plus  grand  segment  est  plus  petit  qu'un 
angle  droit ,  et  celui  qui  ,est  compris  dans  un 
segment  plus  petit  est  plus  grand  qu'un  angle 
droit.  De  plus,  I^angle  d'un  plus  grand  segment' 
est  plus  grand  qu'to  angle  droit ,  et  l'angle 
d'un  segment  moindre  est  plus  petit  ;  ce  qu'il 

I  falloit  démontrer.    ' 

I  AUTREMENT. 

Oti  démontre  que  l'angle  B  AC  est  drqit ,  puis- 
que l'angle  AEÇ  est  double,  dc^  l'angle  BAE  ^ 
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car  il  est  égal  aux  deux  angles  intérieurs  et 
opposés  (prop.'Sa.  ï)  ;  mais  l'angle  AEB  est 
double  de  l'angle  EAC  :  donc  les  angles  AEB^ 
AEC  seront  doubles  de  l'angle  BAC  ;  mais  les 
an^es  AEB,' AEC  sont  égaux  à  deux  angles 
droits  (prop.  i5.  i)  :  donc  l'angle  ABC  est- 
droit  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

COROLLAIRE. 

De  là  il  suit  manifestement  que  si  l'un  des 
angles  d'un  tçiaûglé  est  égal  aux  deujc  autres , 
cet  angle .  sera  droit ,  parce  que  son  angle  .de 
suite  est  égal  aux  deux  autres;! or  quand  deux 
angles  de  suite  sont  égaux,  ces  deux  angles 
sont  droits  l'un  et  l'autre  (déf.  lO.  i  ). 

PROPOSITION    XXXIL 

T  H  É  O  R  Ê  M  £. 

Si  une  droite  touche  la  circonférence  d'un  cercle, 

et  si  du  po(nt  de  contact  on  conduit  une  corde, 

les  angles  que  cette  corde- fait  avec  la  tangente 

.  seront  égaux  aux  angles  qui.  sont  placés  dans 

les  segmens  alternes  du  cercle. 

Que  la  droite  EF  (  fig.  95  )  touche  la  circon- 
férence du  cerclé  ABC D  au  point  B,  et  que 
du  point  B  soit  conduite  la  corde  BD  d'une  ma- 
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nière  quelconque  :  je  dis  que  les  angles  qjie  la . 
corde  BD  fait  avec  la  tangente  EF  sont  égaux  à 
ceux  qui  sont  coi^pris  dans  les  segmei^s  alternes 
du  cercle  ;  c'est-à-dire  que  l'angle  FBP  est  égal 
à  l'angle  compris  dans  le  segment  DAB ,  et  que 
Fangle  EBP  est  égal  à  l'angle  q^  est  compris 
dans  ïe  aegm^it  DCB. 

.  D'un  point  B  conduisez  la  droite  BA  perpen- 
diculaire sur  EF  (prop.  1 1 .  i  )j,  et  dans  l'arc 
B  D  prenez  un  point  quelconque  C  et  meiie^  les 
cordes  AD,  p€,CB. 

Puisque  la  droite  EF  touche  la  circonférence 
du  cercle  ABCD  au  point  B ,  et  que  la  droite  B  A 
a  été  menée  du  point  de  contact  B  perpendicu- 
laire'stii*  la  tangente  EFV  tecentref  du  cercld 
AB  C  D  sera  placé  sur  Ja  droite  B  A  (prop.  1 9. 5)  : 
donc  l'angle  ADB ,  compris  dans  le  demi-cercle, 
est  droit  (prop.  5i .  S)  :  donc  les^ angles  restans 
BAD,  ABD  sQtit  égaux  à  un  angle  droite  mais 
l'angle  ABF  est  droit  par  constructioia  ;  donc 
l'angle  ABF  est  égal  aux  angles  BAp^.ABD 
(ax.  lo)  :  donc  si  on  retranche  .l'angle  com- 
mun ABD  3  l'angle  restant  DBF  est  égal  à  celui 
qui  est  compris  dans  le  segmeiit  alterne  du 
cercle ,  c'est-à-dire  à  Tangle  BAD.  Actuelle- 
ment, puisque  le  quadrilatère  AB(ÎD  est  ins- 
crit dans  le  cercle ,  ses  angles  opposés  sont 
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égaux  à  deux  droits  (prop,i22.  5)  :  donc  les 
angles  DBF^  DBE  seront  égaux  àui  angles 
BAD,  BCD  (prop.  i5.  i  );  mais  on  a  démon- 
tré que  l'angle  B  AD  est  égal  à  l'angle  DBF  : 
donc  l'angle  restant  DBE  sera  égal  à  <iêlm  qui 
est  compris  dans  le  segment  alterne  du  cercle 
DCB,  c'est-à-dire  à  l'angle  DCb.  '  ' 

Donc  si  uiaé  droite  touche  la  circonférence 
d'ïin  cercle  ,  et  Si  du  point  de  contact  on  con- 
duit une  corae^  les  angles  que  cette  cordé  ferk 
avec  la.  tangente  seront  égaux  a  cêuk  qtii  sont 
Compris  dans  les  segtnens  alternes  ;  ce  qu'il 
falloît  démontrer.^    ' 

P  R  O  P  O  S  I  T ï  O  N    XX X il  I. 

T  h;  £  o  r  e  m  £, 

'Stff'  uké' droite  àannée ^  décrire  un  segment' de 
*    tei'cïe  qui  r^çôii^  Un  angle  égal  à  un  M^k 
•  donné,'  '  «••:••!; 

Soit  AB(fig,  (36^97,  98)  la  droite  donnée 
et  C  r^ngl^  donné,  :  il  faut  sur  la  droite  donnée 
AB  décrire  un  segment  de  cercle  qui  réçqivè 
un  angl^  égal ^à^  l'angle  donné  C,  L^angïe  C  est 
aigu  ou  drx)it  ou  oBti^s. 

Supposons  d'abord  que  cçt  angle  soit'  aigu  , 
comme  dans  la  figurej96;  sur  la'  droite  ÀB  et 
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au  point  A  construisez  un  angle  BAD  égal  à 
TaQgle  C  (prop.  35.  i)  ;  l'angle  BAD  sera  aigo. 
Du  point  A  conduisez  la  droite  A£  perpendicu- 
laire sur  la  droite  AD  (pop.  1 1 .  i)  ;  partagez  AB 
en  deux  parties  égales  au  point  F  (prop.  i  O;.  i); 
et  du  point  F  conduisez  la  droite  F  G  perpendi- 
culaire sur  la  droite  AB ,  et  inçnez  la  droite  GB: 
Puisque  la  droite  AF  est  égale  à  la  droite  FB  et 
que  la  droite  F  G  est  commune  j  les  deux  droites 
AF,  F  G  sont  égales  aux  deux  droites  FB ,  FG  ; 
l'angle  AFG  est  égal  à  l'angle  GFB  :  donc  la  ba  A 
AG  est  égale  à  la  base  GB  (prop.  4*  '  )  *  donc 
la  circonférence  décrite  du  centre  G  et  ayee 
l'intervalle  AG  passérapar  le  pofait  B.  Décm 
Tez  cette  drconférence  dt  qu'elle  soit  AB£^ 
et  menez  la  droite  EB.Puisquie  du  point  A^ 
extrémité  du  diamètre  AËy  on  a  conduit  snr 
la  droite  AE  une  perpendiculaire  AD,  heti^ 
perpendiculaire  AD  toùcbsKPa  la»  circonfférenee 
(  prop.  1 6. 3  )  ;  et  puisque  la  droite  AD  touchetla 
circonférence  du  perde  ABl^ ,  et  que  du  point 
de  contact  qui  est.  en  A  on  a  ccbduitune  cordt 
ÂB ,  l'angle  D  AB  s0ra  égal  à  l'ange  iqm  ast  dans 
le  segment  alterne  du  (cercle  (  pro^^.S^^.  5^)^ 
ç'est-sKlire  à  l'^gle  AEB  ;  inais  TaQgle  lj>iA^ tét 
égal  à  l'angle  Q  :  donc  l'angle  G  sera  égal^  Vmir 
gle  AEB  :  done^ur  la  droite  donnée  ABy  coi  a 

4 
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décrit  an  segment  de  cercle  ÂEB  qui  reçoit  un 

angle  AEB  égal  à  l'angle  donné  C, 

Supposons  ensuite  que  l'angle  C  soit  droit/ 
et  qu'il  faille  décrire  sur  la  droite  AB  un  seg- 
ptient  de  cercle  qui  reçoive  un  an^e  égal  à  l'an- 
gle droit  C.  Construisez  un  angle  BAD  égal  à 
l'angle  droit  C  (prop.  ^5.  i  ),  comme  dans  la 
figure  97  ;  psH^tagez  là  droite  AB  en  deux  parties 
égales  au  peint  F  (prop.  lO.  i  ) ,  et  du  centre  F 
pi  avec  un  intervalle  égal  à  Vune  ou  à  l'autre  des 
droites  A  F,  FB^  décrivez  la  circonférence  dé 
cercle  A  EB.Xa  droite  AD  est  tangente  à  la  cir- 
conférence ABE  (  prop.  1 6.  S  ) ,  parce  q^e  l'an- 
gl&BAD  est  droit ,  et  Tfingle  BAD  est  égal  à  l'an- 
gle qui  est.  compris  dans  le  segment  AEB ,  car 
cet  angle  est  droit ,  puisqu'il  est  compris  dans 
lin  demi-cercle  (  projp'l  Si  i  -5)  ;  mais  l'angle  B  A  D 
e«t  égal  à  l'angle  tltidpnç  on  a  décrit  sur  la 
droite  AB  un  se^emtde^^'cle  AEB  qui  reçoit 
un 'dngle  égal  à  r^tii^e  droit  C: 
'  Enfin  que  l'an^Iè  C  {fig<  96)  soit  obtus; 
sur  la  droite  AB  et  afii  point<A  construisez  un 
angle  BAD  égal  à  l'angle  C^  eomme  dans  la 
figuré^gS  (prpp.  aSi  if);  et  conduisez  la  droite 
AE'péi^endiciilaireà  la  droite  AD  (prop.  1 1 .  i)  j 
•partagez  la  droite  ABen  deux  parties  égales  au 
point  F  (ptop;  10.  i)  j  conduisez  sur  AB  la  per- 
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pendiculaire  FG,  et  menez  la  droite  GB.  Puis- 
q[ue  la  droite  AF  est  égale  à  la  droite  FB  et  que  la 
droite.  F  G  est  commune ,  les  deux  droites  F  G , 
AG  sont  égales  aux  deux  droites  BG^  FG  ;  mais 
Tangle  AFG  est  égal  à  l'angle  GFB  :  donc  la  base 
AG  est  égale  à  la  base  GB  (prop.  4*  "^  )  *  donc 
k  circonférence  de  cercle  décrite  du  point  G 
avec  l'intervalle  AG  passera  par  le  point  B.  Que 
cette  circonférence  ait. la  position  AEB  \  puis- 
qu'on a  mené  la  droite  AD  perpendiculaire 
à  l'extrémité  du  diamètre  AE,  la  droite  AD 
touchera  la  circonférence  (prop..  1 6.  5),  et 
parce  que  la  droite  AB  a  été  menéç  du  poii\t 
de  contact  qui  est  en  A,  l'ax^le  BA D  est  égal 
à  celui  qui  est  compris  dans  le  segment  alterne 
du  cercle.  Mais  l'angle  BAD  est  égal  à  l'angle 
C  :  donc  l'angle  qui  est  dans  le  segment  AHB 
sera  égal  à  Tangle  G  :  donc  on  a  décrit  sur  la 
droite  AB  un  segment  de  cercle  AHB  qui  reçoit 
un  angle  égal  à  l'angle  C  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION   XXXIV- 

PROBLEME. 

D'im  cercle  donné  y  retrancher  un  segment  qui 
reçoive  un  angle  égal  à  tii^  angle  donné* 

Soit  ABC  (fig.  99)  le  cercle  donné,  et  D 
l'angle  donné  :  il  faut  du  cercle  ABC  retran- 


170  £  li  E  M  £  N  s 

cher  un  segment  qui  reçoive  un  angle  égal  à 

l'angle  donné  D. 

Meûez  une  droite  EF  qui  touche  le  cercle 
AB  C  au  point  B  (  prop.  17.3),  et  sur  la  droite 
F  E  et  au  point  B ,  pris  dans  cette  droite ,  faites 
l'angle  FBC  égal  à  l'angle  D  (prop.  aS.  i). 

Puisque  la  droite  EF  touche  le  cercle  ABC 
et  que  Ja  droite  BC  a  été  menée  du  point  de 
contact  B ,  l'angle  FBG  sera  égal  à  celui  qui  est 
compris  dans  le  segment  alterne  du  cercle  BAC 
(  prop .  Sa .  5  )  ;  mais  Tangle  FBC  est  égal  à  l'an- 
gle D  :  donc  l'angle  qui  est  compris  dans  le  seg- 
ment BAC  sera  égal  k  Ilangle  D. 

Donc  d'un  cercle  donné  ABC  on  a  retran- 
ché le  segment  BAC  qui  reçoit  un  angle  égal 
à  Tanglè  donné  D  ;  ce  qu'il  falloit  fiâre. 

PROPOSITION    XXXV. 

T  £[  î  O  R  i:  M  E. 

Si  dans  un  cercle  ^  deux  cordes  se  coupent  mutuelr- 
lement,  te  rectangle  compris  sous  les  segmens 
de  Vune  de  ces  cardes  est  égal  au  rectangle 
compris  sous  les  segmens  de  Vautre. 

Qu^  dfflas  le  cerd»  ÀBCD  (fig.  xoo)  les  deux 

cordes  AC,  Bl)  se  coupent  mutuellement  au 

.  point  E  :  je  dis  que  le  rectangles  compris  sous 


L 
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les  droites  AE,  EC  est  égal  à  celui  qui  est 
compris  sous  les  droites  DE,  EB. 

Si  les  droites  AC ,  BD  passent  par  le  centre, 
de  maiiière  que  le  point  E  soit  le  centre  du 
cercle  ABCD,  il  est  évident  que  les  droites 
AE,  EC,  DE,  EB  étant  égales,  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  AE,  EC  est  égal  à 
celui  qui  est  compris  sous  les  droites  DE ,  EB. 

Si  les  droites  AC,  DB  (fig.  loi )  ne  passent 
pas  par  le  centre,  prenez  le  centre  du  cercle 
ABCD  (prop.  1.5),  que  ce  centre  soit  le 
point  F;  du  centre  F  conduisez  les  droites  FG, 
F  H  perpendiculaires  sur  les  droites  AC,  DB 
(prop.  13.  i),  et  menez  les  droites  FB,  FC,  FE. 

Puisque  la  droite  G  F  menée  par  le  centre 
est  perpendiculaire  sur  la  droite  AC  qui  n'est 
pas  menée  par  le  centré ,  la  droite  G  F  Coupe 
là  droite  AC  à  angle  droit ,  et  la  pat^tage  en 
deux  parties  égales  (prop,  3.  5)  :  donc  la  droite 
A  G  est  égalé  à  la  droite  GG.  Puisque  la  droite 
AC  est  coupée  en  deux  parties  égales  au  point  G, 
et  eii  deux  parties  inégales  au  point  E ,  fè  rec- 
tangle compris  sous  les  (froités  AE,  EC^  avlK; 
le  quarré  de  GE,  est  égal  au  quarré  de  GC 
(prop.  5. 2)  :  donc  si  nous  ajoutons  à  fcès  quaù^ 
tités  le  quarvé  de  G  F,  le  rectangle  comptais  'seifus 
les  droites  AE,  EC ,  avec  les  quarrés  de  G  E , 
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GF,  est  égal  aux  quarros  de  CG,  GF,  Mais 
le  quarré  de  FE  est  égal  aux  quarrés  de  EG, 
GF  (prop.  47-  I  ) ,  et  le  quarré  de  FC  égal  aux 
quarrés  de  CG,  GF  :  donc  le  rectangle  com- 
pris sous  les  droites  AE,  EC,  ayec  le  quarré 
de  FE,  est  égal  au  quarré  de  F  G,  Or  la  droite 
FC  est  égale  à  la  droite  FB  :  donc  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  AE,  EC,  avec  le  quarré 
de  EF,  est  égal  au  quarré  de  FB.  Par  la  même 
raison  le  rectangle  compris  squs  les  droites  DE, 
EB,  avec  le  quarré  de  FE,  est  égal  au  quarré 
de  FB.  Mais  on  a  démontré  que  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  AE,  EC,  avec  le  quarré 
de  FE  ^  est  égal  au  quarré  de  F B  :  donc  le  rec- 
tangle compris  sous  les  droites  AE,  EC,  avec  le 
quarré  de  FE,  est  égal  au  rectangle  compris 
sous  les  droites  DE,  EB,  avec  le  quarré  de  FE  : 
donc  si  on  retranche  le  quarré  de  FE,  qui, est 
commun ,  le  rectangle  restant  compris  sous  AE, 
EC  sera  égal  au  rectangle  restant  compris  sous 
DE,  EB. 

Donc  si  dans  un  cercle  deux  cordes  se  cou- 
pent mutuellement. ,  le  rectangle  compris  sous 
les  segmens  de  Fune  sera  égal  au  rectangle 
compris  sous  les  segmens  de  l'autre  ^  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 
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PB^OPOSITION   XXXVI. 

T  H  IB  O  R  £  M  E. 

Si  Von  prend  un  point  quelconque  hors  d'un  cer^ 
clej  et  si  de  ce  point  on  mène  deux  droites  dont 
tune  coupe  le  cercle  et  dont  Vautre  lui  soit  tan^ 
gente,  le  rectangle  compris  sous  la  sécante  enr^ 
tière  et  le  segment  extérieur  (pu  est  intercepté 
par  ce  point  et  Varc  com^exe  sera  égal  au 
quatre  de  la  tangente» 

Que  hors  du  cercle  ABC  (fig.  102)  soit  pris 
un  point  quelconque  D,  et  que  de  ce  point 
soient  menées  deux  droites  DCA,  DB;  que  la 
droite  DCA  coupe  le  cercle  ABC^  et  que  la 
droite  AB  lui  soit  tangente  :  je  dis  que  le  rec-^ 
tangle  compris  sous  AD ,  DC  est  égal  au  quarré 
de  DBy  soit  que  la  droite  DCA  passe  par  le 
centre  ou  non. 

Supposons  d'abord  qu'elle  passe  parle  centre 
du  cercle  AB  C ,  et  que  ce  centre  soit  le  point  F  ; 
menez  la  droite  FB.  L'angle  FBD  sera  droit 
(prop.  18.  5).  Puisque  la  droite  AC  est  coupée 
en  deux  parties  égales  au  point  F  et  que  la 
droite  CD  lui  est  ajoutée,  le  rectangle  compris 
sous  les  droites  AD,  DC ,  avec  le  quarré  de  FC, 
sera  égal  au  quarré  de  F  D  (  prop.  6.  a  )  ;  mais 
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la  droite  FC  est  égale  à  la  droite  FB  :  donc  le 
rectangle  compris  sous  AD,  DC ,  avec  le  quarré 
de  F  B ,  est  égal  au  quarré  de  F  D  ;  mais  le  quarré 
de  FD  est  égal  aux  quarrés  des  droites  FB ,  BD 
(prop.  47-  ^)  7  ^^^  Tangle  FBD  est  droit  :  donc 
le  rectangle  compris  sous  AD,  D  C ,  avec  le 
quarré  de  FB ,  est  égal  aux  quarrés  des  droites 
FB,  BD*  Donc  si  on  retranche  le  quarré  deFB, 
qui  est  commun,  le  rectangle  compris  sous  les 
droites  AD,  DC  sera  égal  au  quarré  de  la  tan- 
gente DB. 

Supposons  à  présent  que  la  droite  DCA 
(fig.  io3)  ne  passe  pas  par  le  centre  du  cercle 
ABC  ;  prenons  le  centre  E,  et  du  point  E  con- 
duirons sur  la  droite  AC  la  perpendiculaire  EF 
(prop.  13.  i),  et  menons  les  droites  EB,  EC,  ED. 
Puisque  l'angle  EFD  est  droite  et  que  la  droite 
EF  menée  par  le  centre  coupe  à  angles  droite 
la  droite  AC  qui  n'est  pas  menée  par  le  centre^ 
la  droite  EF  coupera  la  droite  AC  en  deux 
parties  égales  (prop.  3.  5)  :  donc  la  droite  A  F 
est  égale  à  la  droite  FC.  De  plus,  puisque  la 
droite  AC  est  coupée  en  deux  parties  égales  au 
point  F  et  que  la  droite  CD  lui  est  ajoutée ,  le 
rectangle  compris  sous  les  droites  AD,  DC,  avec 
le  quarré  de  FC,  sera  égal  au  quarré  de  FD 
{  prop.  6. 2)  :  donc  si  on  ajoute  à  ces  deux  quan- 
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tités  le  qnarré  de  FE ,  le  rectangle  compris  sous 
les  droites  ÂD,  DC ,  avec  les  quarrës  des  droites 
CF,  FE,  est  égal  aux  quanés  de  DF,JFE.  Mais 
le  quarré  de  DE  est  égal  aux  quarrés  de  DF,  FE 
(prop.  47*  1)9  ^^  l'angle  EFD  est  droit,  et  le 
quarré  de  CE  est  égal  aux  quarrés  CF,  FE  : 
donc  le  rectangle  compris  sous  les  droites  AD, 
DC^  avec  le  quarr^  de  CE^  est  égal  au  quarré 
de  ED  ;  nuds  la  droite  CE  est  égale  à  la  droite 
EB  :  donc  le  rectangle  compris  sous  les  droites 
ÂD,  DC,  avec  le  quarré  de  EB,  est  égal  au 
quarré  de  ED;  mais  les  quarrés  de  EB,  BD 
sont  égaux  au  quarré  de  ED  (prop.47*  ^)7 
puisque  Tangle  EBD  est  droit  :  donc  le  rectan- 
gle compris  sous  les  droites  AD,  DC,  avec  le 
quarré  de  EB,  est  égal  aux  quarrés  de  EB,  BD: 
donc  si  on  retranche  le  quarré  de  ÉB,  qui  est 
commun ,  le  rectangle  restant  compris  sous  les 
droites  AD,  DC  sera  égal  au  quarré  de  DB. 

Donc  si  hors  du  cercle  on  prend  un  point 
quelconque ,  et  si  de  ce  point  on  mène  deux 
droites  dont  l'une  coupe  le  cercle  et  dont  l'autre 
lui  soit  tangente ,  le  rectangle  compris  sous  la 
sécante  entièrie  et  le  segment  extérieur  qui  est 
intercepté  par  ce  point  et  l'arc  convexe  sera 
égal  au  quarré  de  la  tangente  ;  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 
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PROPOSITION   XXXVIL 

T,H  £  O  R  E  M  s. 

V 

Si  Von  prend  un  point  quelconque  hors  d'un  cer-^ 
cle,  et  si  de  ce  point  on  mène  deux  droites  dont 
l'une  coupe  le  cercle  et  dont  Vautre  tombe  sur 
sa  circonférence,  et  si  le  rectangle  compris  sous 
la  sécante  totale  et  le  segment  extérieur  inier^ 
cepté  entre  ce  point  et  tare  connexe  est  égal 
au  quxirré  de  la  droite  qui  tombe  sur  la  circon^ 
férence,  cette  dernière  droite  sera  tangente  à 
la  circonférence» 

Que  hors'du  cerclé  ABC  (fig.  104)  soit  pris 
un  point  quelconque  D ,  et  que  de  ce  point  oa 
mène  les  deux  droites  DC  A,  DB  dont  la  droite 
DCA  coupe  le  cercle  et  dont  la  droite  DB 
tombe  sur  sa  circonférence  ;  si  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  AD,  DC  est  égal  au 
quarré  de  DB  :  je  dis  que  la  droite  DB  est  tan- 
gente au  cercle  ABC. 

Conduisez  la  droite  DE  de  manière  qu'elle 
soit  tangente  au  cercle  ABC  (prop.  17.  5),  et 
prenez  le  centre  du  cercle  ABC  (prop.  1.5), 
que  le  point  F  soit  ce  centre  ;  menez  les  droites 
FE, FB,FD; l'angle FEDseradroit(prop.  1 8. 5). 

Puisque  la  droite  DE  touche  le  cercle  ABC 
et  que  la  droite  DCA  la  coupe ^  le  rectangle 


D'E  U  C  L  f  D  £.  X77 

compris  sous  AD,  DC  sera  égal  au  quarré  de  DE 
(prop.  56. 5  )  ;  mais  le  rectangle  compris  sous 
AD,  DC  est  supposé  égal  au  quarré  de  DB: 
donc  le  quarré  de  DE  sera  égal  au  quarré  de 
DB^  et  par  conséquent  la  droite  DE  sera  égale 
à  la  droite  DB.  Mais  la  droite  FE  est  égale  à  la 
droite  FB  :  donc  les  deux  droites  DE,  EF  sont 
égales  aux  deux  droites  DB^BF,  et  la  base 
FD  est  commune  :  donc  Tangle  DEF  est  égal 
à  Fangle  DBF  (prop.  8.  x)  ;  mais  T^igle  DEF 
est  droit  :  donc  l'angle  DBF  est  droit  aussi; 
mais  la  droite  FB  prolongée  est  un  diamètre , 
et  la  droite  qui  est  perpendiculaire  à  Textré- 
mité  d'un  diamètre  est  tangente  au  cercle 
(prop.  16.  5  ).  On  démontreroit  la  même  chose 
si  le  centre  étoit  placé  sur  la  droite  AC» 

Donc  si  l'on  prend  un  point  quelconque  hors 
d'un  cercle,  et  si  de  ce  point  on  mène  deux 
droites  dont  l'une  coupe  le  cercle  et  dont  l'autre 
tombe  sur  la  circonférence ,  et  si  le  rectangle 
compris  sous  la  sécante  totale  et  le  segment  exté- 
rieur intercepté  par  ce  point  et  l'arc  coùvexe 
est  égal  au  quarré  de  la  droite  qui  tombe  sur  la  cir- 
conférence ,  cette  dernière  droite  sera  tangente 
à  la  circonférence  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

FXK    B^    IrROISIXME    LÏVRÉ- 

m" 
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LIVRE  IV. 


DÉFINITIONS. 

I .  U  NE  figure  rectiligne  est  dite  inscrite  dans 
une  fi^re  rectiligne ,  lorsque  chaque  angle  de 
la  figure  inscrite  touche  chaque  côté  de  celle 
dans  laquelle  elle  est  inscrite. 

2.  SemblaUement  une  figure  est  dite  cir- 
conscrite autour  d'une  figure ,  lorsque  chaque 
côté  de  la  figure  circonscrite  touche  chaque 
angle  de  la  figura  autour  de  laquelle  elle  est 
circonscrite. 

5.  Une  figure  rectiligne  est  dite  inscrite  dans 
un  cercle ,  lorsque  chaque  angle  de  la  figure 
inscrite  touche  la  circonférence  cfc  ce  cercle. 

4.  Une  figure  rectiligne  est  dite  circonscrite 
autour  d'un  cercle,  lorsque  chaque  côté  de  la 
figure  circonscrite  touche  la  circonference.de 
ce  cercle. 

5.  Semblahlement  un  cercle  est  dit  inscrit 
dans  une  figure  rectiligne ,  lorsque  la  circoUfé- 
reuce  du  cercle  touché  chaque  côté  de  la  figure 
dans  laquelle  elle  est  inscrite. 
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6.  Un  cercle  est  dit  circonscrit  autour  d'une 
figure  rectiligne ,  lorsque  la  circonférence  du 
cercle  touche  chaque  angle  de  la  figure  autour 
de  laquelle  elle  est  circonscrite. 

7.  Une  droite  est  dite  appliquée  dans  un  cer- 
cle ,  lorsque  ses  extrémités  sont  dans  la  circon- 
lerence  de  ce  cercle. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

l^ROBLÈME. 

Daiis  un  cercle  donné,  appliquer  une  droite  égale 
à  une  droite  donnée  qui  ne  soit  pas  plus  grande 
que  le  diamètre. 

Soit  ABC  (  fig.  I o5  )  le  cercle  donné ,  et  D  la 
droite  donnée  moins  gi*ande  que  le  diamètre  de 
ce  cercle  :  il  faut  dans  le  cercle  ABC  appliquer 
une  droite  égale  à  la  droite  D. 

Conduisez  le  diamètre  BC  du  cercle  ABC. 
Si  la  droite  B  C  est  égale  à  la  droite  D ,  on  a  déjà 
fait  ce  que  Ton  proposoit:  car  on  a  appliqué 
dans  le  cercle  ABC  une  droite  égale  à  la  droite 
D.  Si  ;  au  contraire ,  la  droite  B  C  est  plus  grande 
que  la  droite  D,  faites  la  droite  CE  égale  à  la 
droite  D  (prop.  3.  i  ),  et  dii  centre  C  et  avec 
Fintervalle  CE  décrivez  la  circonférence  AEP 
(  dem.  3  ) ,  et  conduisez  la  droite  C  A  (  dem.  i). 

a 
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Puisque  le  point  C  est  le  centi'e  du  cercle 
AEF,  la  droite  CA  sera  égale  à  la  droite  CE  ; 
mais  la  droite  D  est  égale  à  la  droite  CE  :  donc 
la  droite  D  sera  égale  à  la  droite  CA. 

Donc  dans  le  cercle  donné  ABC  on  a  appli- 
qué la  droite  C  A  égale  à  la  droite  donnée  D  qui 
est  moindre  que  son  diamètre  ;  ce  qu'il  falloit 
faire. 

PROPOSITION    IL 

P  a  O  B  L  E  M  E. 

Dans  un  cercle  donné ,  inscrire  un  triangle  qui 
soit  équiangle  auec  un  triangle  donné. 

Soit  ABC  (fig.  io6)  le  cercle  donné  et  DEF 
le  triangle  donné  :  il  faut  dans  le  t^ercle  ABC 
inscrire  un  triangle  qui  soit  équiangle  avec  le 
triangle  donné  DEF.  ^ 

Conduisez  la  droite  G  AH  de  manière  qu'elle 
touche  le  cercle  ABC  au  point  A,  et  sur  la 
droite  AH  et  au  point  A  faites  l'angle  H AC  égal 
à  l'angle  D E F  ( prop.  23.  i  ).  D^  plus ,  sur  la 
droite  G  A  et  auppint  A  faites  l'angle  G  AB  égal 
à  l'angle  F  DE,  et  menez  la  droite  BC. 

Puisque  la  droite  HAG  touche  le  cercle  ABC 
et  que  la  droite  AC  a  été  menée  du  point  de 
contact^  l'angle  fiAC  est  égal  à  celui  qui  est 
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placé  dans  le  segment  alterne  du  cercle,  c'est* 
à-dire  à  Tangle  ÂBC  (prop.  Sa.  5)  ;  mais  ran** 
gle  HAC  est  égal  à  l'angle  DE  F  2  donc  Fangle 
ABC  est  égal  à  l'angle  DE  F.  Par  la  inême 
raison  l'angle  ACB  est  égal  à  l'angle  F  DE  : 
donc  l'angle  restant  BAC  sera  égal  à  l'angle  res* 
tant  EFD  (prop,  3a.  i  )  :  donc  le  triangle  ABC 
est  équiangle  ayec  le  triangle  DE  F,  et  il  est 
inscrit  dans  le  cercle  ABC  (déf.  3^  4)* 

Donc  dans  le  cercle  donné  on  a  inscrit  un 
triangle  équiangle  avec  un  triangle  donnéy  cef 

qu'il  fàlloit  faire.  » 

•  » 

PROPOSITION  m. 

PROBLÈME. 

.   .    r 

Autour  d'un  cercle  circonscrire  un  triangle  ^^, 
équiangle  avec  un, triangle  donné. 

Soit  ABC  (fig.  107)  le  cercle  donné  et  DEF 
le  triangle  donné  :  il  faut  autour  du  cercle  ÀBC 
circonscrire  un  triangle  équiangle  avec  lé  trian- 
gle donné  DEF.  \ 

Prolongez  la  droite  EF  de  part  et  d'autre 
vers  les  points  H^  G  (dem.  2) ,  prenez  le  centre 
K  du  cercle  ABC  (prop.  i .  5)  ;  conduisez  d'une 
manière  quelconque  la  droite  KB ,  faites  sur  la 
droite  KB  et  au  point  &  un  angle  BKA  égal  à 
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l'angle  DEG,  «t  l'angle  BKC  égal  à  l'aûgle  DFH 
(prop.  25. 1  )  ;  parles  points  A  •  B  5  C.cojiduisezles 
droites  LAM^  MBN ,  NCL  de  manière  qu'elles 
soient  tangentes  au  cercle  ABC  (prop.  17.  3^. 

Puisque  les.droites  LM,  MN,  NL  touchent 
le  cercle  ABC  aux  points  A,  B^  C  et  que  les 
droites  KA,  KB,  KC  sont  menées  du  centre  K 
^u^  poiats  A ,  B^  C ,  les  angles  seront  droits  aux 
points  A.^'B,  C  (prop.  18.  5)  ;  et  puisque  les 
quatre  angles  du  quadrilatère  AMBK  sont  égaux 
à.quatrp  anglfçs  driQHs(prop..5^,  i),  car  ce  qua- 
drilatère peut  se  diviser  en  deux  triangles;  mais 
parmi  les  angles  de  ce  quadrilatère ,  les  angles 
KAM ,  EBM  sont  droits  :  donc  les  angles  restans 
A  KB ,  AMB  seront  égaux  à  deux  angles  droits; 
mais  les  angles  DEG^  DE  F  sont  égaux  à  deux 
droits  (prop.  1 5.  i)  :  donc  les  angles  AKB^  AMB 
sont  égaux  aux  angles  DEG^  DEF  ;  mais  l'angle 
DE  G  est  égal  à  Vjmgh  AKB  :  donc  l'angle  res- 
tant AMB  sera  égal  à  Fangle  restant  DEF.  Nous 
démontrerons,  seniblfd>lement  que  l'angle  LN  M 
est  égal  à  l'angle  DFE  :  donc  l'angle  restant 
MLN  est  égal  à  Fangfe  EDF  (prop. 3a.  i): 
donc  le  triangle  LM!pï  est  éqi^iangle  ayec  le 
tfiapgle  DEF,  et  îl  est  circonscrit. autqur  du 
cercle  ABC  (déf.  4. 4). 

Donc  vax  triangle  equîangle  avec  im  triî^ngle 
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donné  a  été  circonscrit  autour  du  cercle  donné  ; 
ce  qu'il  falloit  faire. 

PRQP'OSITION    IV. 

PROBLÈME. 

Inscrire-,  une  circovférence  de  cercle  danf 
un  triangle  donné. 

Soit  ABC  (fig.  io8)  le  triangle  donné  :  il 
faut  dans  le  triangle  ABC  inscrire  un  cercle. 

Partagez  en  deux  parties  égales  les  angles 
ABC/BCA  par  les  droites  BD,  CD  qui  se 
rencontrenj:  au  point  D ,  et  du  point  D  con- 
duisez sur  les  droites  AB ,  BC^  C  A  les  perpen- 
diculaires DE,  DF,  DG  (prop.  m.  i }. 

Puisque  l'angle  AB  D  est  égal  à  l'angle  CBD, 
car  l'angle  ABC  a  été  partagé  en  deux  parties 
égales ,  et  que  l'angle  droit  BE  D  est  égal  à  l'an- 
gle droit  BFD,  les  deux  triangles  EBD,  DBF 
auront  deux  angles  égaux  à  deux  angles  et  un 
côté  égal  à  un  côté,  carBD,  qui  est  opposé  à  deux 
angles  égaux ,  est  commun  :  donc  ils  aur6:at  les 
autres  côtés  égaux  aux  autres  côtés  (prop.  36.'  i)  : 
ddnc  le  côté  DE  sera  égal  au  côté  D  F  Par  la 
même  raison  le  côté  DG  siéra  égal  au  côté  D  F  i 
36nc  la  circonférence  décrite  du  point  D  avec 
un  intervalle  égal  à  une  des  droitoi  DE;  pFj 
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DG.  passera  par  les  autres  points  et  touchera  les 
droites  A6 ,  BC ,  CÂy  parce  que  les  angles  sont 
droits  en  E,  F,  G;  car  si  cette  circonférence 
coupoit  ces  droites ,  la  perpendiculaire  à  l'ex* 
trémité  d'un  diamètre  tomberoit  dans  le  cer- 
cle; ce  qui  est  absurde  (prop.  i6.  5).  Donc 
la  circonférence  décrite  du  point  D  avec  un 
intervalle  égal  à  une  des  droites  DE,  DF,  DG 
ne  coupera  point  les  droites  AB,  BC ^  GA  :  donc 
elle  les  touchera ,  et  cette  circonférence  ^erpi 
inscrite  dans  le  triangle  AB  G  (  déf.  5. 4.)* 
Donc  dans  le  triangle  donné  ABC  on  a  ins- 
,  crit  la  circonférence  de  cercle  EFG  ;  ce  qu'U 
ialloit,  faire* 

P  R  O  P  O  S  I  T  I  O  N    V. 

P  H  O  B  L  i:  ni  E. 

uiutour  d'un  triangle  donné  décrire  une  circon" 
férence  de  cercle. 

Soit  ABC  (fig.  107 )  le  triangle  donqé  :  il  faut 
autour  du  triangle  donné  ABC  décrire  une  cir- 
cçnférence  de.  cercle. 

Partagez  les  côtés  AB,  AC  en  deux  partii^ 
égales  aux  points  D  ,.B  (prop.  10. }),  et  des 
points  D  y  E  conduisez  sur  les  droites  AB,  AC 
les,  perpeç^licalaires  DF,  EF  (prop.  1 1.  i ); 
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ees  perpendiculaires  se  rencontreront  ou  dans 
le  triangle  ABC  y  ou  dans  la  droite  B C ,  ou  hors 
du  triangle  ABC. 

Supposons  d'aI>ord  que  ces  perpendiculaires 
se  rencontrent  dans  le  triangle  au  point  F; 
menez  les  droites  BF,  FC,  FA;  puisque  la 
droite  AD  est  égale  à  la  droite  DB ,  et  que  la 
perpendiculaire  DF  est  commune,  la  base  A  F 
sera  égale  à  la  base  FB  (prop.  4- 1)*  Nous  dé- 
montrerons semblablement  que  la  droite  CF 
est  égale  à  la  droite  FA  :  donc  la  droite  BF  est 
égale  à  la  droite  FC  :  donc  les  trois  droites  FA , 
FB,  FC  sont  égales  entr'elles  :  donc  si  du  centre 
F  et  avec  un  intervalle  égal  à  une  des  droites 
FA,  FB,  FCon  décrit  uûe  circonférence,  cette 
circonférence  passera  par  les  autres  points,  et 
cette  circonférence  sera  décrite  autour  du  trian- 
gle ABC  (déf.  6, 4)  9  décrivez  la  circonférence 
ABC. 

Supposons  actuellement  que  les  droites  DP, 
"EF  se  rencontrentdans  la  droite  BC  et  au  point  F, 
comme  dans  la  figure  io8  ;  menez  la  droite  AF^ 
Nous  démontrerons  semblablement  que  lé  p<nnt 
F  est  le  centre  de  la  circonférence  circonscrite 
amour  du  triangle  ABC. 

Supposons  enfin  que  les  droites  DF ,  E  F  se 
rencontrent  hors  du  triangle  ABC  ^  au  point  F 
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comme  dans  là  figure  109;  menez  les  ciroites 
A  F,  F  B ,  F  C.  Puisque  la  droite  A  D  est  égale  à 
la  droite  DB  et  que  la  perpendiculaire  DF  est 
commune  ;  la  base  A  F  sera  égale  à  la  basé  FB 
(prop.  4-  I  )•  Nous  démontrerons  semblaMe^ 
ment  que  la  drcnte  CF  est  égale  à  la  droite  FA  : 
donc  la  droite  BF  est  égale  à  la  'droite  FC: 
donc  si  du  centre  F  et  avec  un  intervalle  égal 
à  une  des  droites  FA^FB,FCon  décrit  une 
circonférence,  elle  passera  par  les  autres  points, 
et  cette  circonférence  sera  circonscrite  autour- 
du  triangle  ABC  ;  décrivez  donc  la  circonfé- 
rence ABC. 

Donc  une  circonférence  de  cercle  a  été  cîr^ 
consente  autour  du  triangle  donné;. ce  qu'il 
falloit  faire. 

G   O  R  O   L   I«    A    I    R  £• 

Il  est  évident  que  si  le  centre  du  cet'cle  tombe 
dans  le  triangle ,  et  si  Tangle  ABC  est  comprb  dans 
un  segment  plus  grand  qu'un  demi-cercle,  -cet 
angle  sera  moindre  qu'un  angle  droit,  èi  le  centre 
du  cercle  tombe  sur  la  droite  B  C ,  si  cet  angle  est 
compris  dans  un  demi-cercle  ,  *cet  angle  sera 
droit  ;  si  enfin  le  centre  du  cercle^tondie  hors  du 
triangle  ABC,  et  si  cet  angle  est. compris  dans 
un  segment  plus  petit  qu'un  demi  «^ cercle^  cet 
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angle  sera  plus  grand  qu'un  angle  droit  :  donc  si 
le  triangle  donné  est  acutangle,les droites  DF^EF 
se  rencontreront  dans  le  triangle  ;  si  ce  triangle 
a  un  angle  droit  B  A  C ,  les  droites  se  rencontre- 
ront dans  la  droite  BC  ;  si  enfin  cet  angle  a  un 
^ngle  obtus ,  ces  droites  se  rencontreront  hors 
du  triangle  ABC. 

PROPOSITION    Vi- 

PROBLEME. 

Décrire  un  quarré  dans  un  cercle  donné* 

Soit  ABCD  (fig.  iio)  le  cercle  donné  :  il 
faut  décrire  un  quarré  dans  le  cercle  ABCD. 

Conduisez  les  diamètres  AC,  BD  du  cercle 
ABCD  de  manière  qu'ils  soient  perpendicu-* 
laires  l'un  sur  l'autre  (  prop.  1 1 .  i  )  ;  menez  les 
droites  AB,BC,  CD,  DA. 
.  Puisque  la  droite  B  E  est  égale  à  la  droite  E  D, 
car  le  point  E  est  le  centre ,  et  que  la  droite  E  A 
est  commune  et  perpendiculaire  sur  BD  ,  la 
base  AB  sera  égale  à  la  base  AD  (prop. 4- 1). 
Par  la  même  raison,  chacune  des  droites  BC,  CD 
est  égale  à  chacune  des  droites  BA^  AD  :  donc  le 
quadrilatère  ABCD  est  équilatére.  Je  dis  aussi 
qu'il  est  rectangulaire  ;  car  puisque  la  ligne  droite 
BD  est  un  diamètre  du  cercle  ABCD,  la  figure 
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DAD  sera  un  demi-cercle  :  donc  Tangle  6 AD 
est  droit  (prop,  5i.  i  );  par  la  même  raison 
chacun  des  angles  ABC ,  BC  D,  CDA  sera  droft 
aussi  :  donc  le  quadrilatère  ABGD  est  rectan- 
gulaire; mais  on  a  démontré  qu'il  est  équila-^ 
fère  :  donc  ce  quadrilatère  est  un  quarré  j  et  ce 
quarré  est  inscrit  dans  le  cercle  ABCD. 

Donc  on  a  inscrit  le  quarré  ABCD  dans  le 
cercle  donné  ABCD  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    VIL 

PROBLÈME. 

Circonscrire  un  quarré  à  un  cercle  donné* 

Soit  AB^CD  (fig.  1 1 1  )  le  cercle  donné  :  il 
faut  circonscrire  uni  quarré  autour  du  cercle 
ABCD. 

Conduisez  dans  le  cercle  ABCD  les  deux 
diamètres  AC ,  B  D  de  manière  qu'ils  soient  per- 
pendiculaiies  l'un  sur  l'autre  ;  et  par  les  pointé 
A,  B,  C,  D  conduisez  les  droites  FG,  GH, 
HK,  KF  de  manière  qu'elles  soient  tangentes 
du  cercle  ABCD  (prop.  i7»3). 

Puisque  la  droite  F  G  est  tangente  du  cercle 
ABCD,  et  que  la  droite  E  A  a  été  conduite  du 
centre  E  au  point  de  contact  qtti  est  en  A ,  les 
angles  serqnt  droite  ©Q  A  (prop.  i8. 3).  Par  la 
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même  raison  les  angles  seront  droits  en  B,  C,  D. 
Puisque  l'angle  AEB  est  droit  et  que  l'angle 
EBG  est  droit  aussi ,  la  droite  G  H  sera  paral- 
lèle à  la  droite  ÂC  (prop.  28.  i  ).  Par  la  même 
raison  la  droite  A  G  est  parallèle  à  la  droite  F  K. 
Nous  démontrerons  semblablement  que  Tune  et 
l'autre  des  droites  GF,  HK  est  parallèle  à  la  droite 
BED  :  donc  les  figures  GK,  GC,  AK,  FB, 
B  K  sont  des  parallélogrammes  :  donc  la  droite 
GF  est  égrfe  à  la  droite  HK  (prop.  54.  i  )  ,  et 
la  droite  G  H  égale  à  la  droite  FK;  et  puisque 
la  droite  AC  est  égale  à  la  droite  BD,  que  la 
droite  AC  est  égale  à  Tune  «t  à  l'autre  des 
droites  GH ,  FH^  et  que  la  droite  BD  est  égale 
à  l'une  et  à  l'autre  des  droites  G  F,  H  K,  les 
droites  GH,  FK  seroiit  égales  aux  droites  GF^ 
HK  ;  donc  le  quadrilatère  FGHK  est  équila- 
tère ,  et  je  dis  qu'il  est  rectangulaire  ;  car  puisque 
le  quadrilatère  GBE  A  est  un  parallélogranmie, 
et  que  Tangle  AEB  est  droit,  Tangle  AGB 
sera  droit  aussi  (prop.  34*  i).-Nous  démon- 
trerons semblablement  que  les  angles  -qui  sont 
placés  vers  les  points  H,  K,  F  sont  des  angles 
droits  :  donc  le  quadrilatère  FGHK  est  rec- 
tangle. Mais  on  a  démontré  qu'il  est  équilatère  ; 
donc  le  quadrilatère  est  un  quarré ,  et  il  est  cir- 
conscrit autour  du  cercle  ABC D. 
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Donc  où  a  circonscrit  un  quarrë  autour  du 
cercle  donné  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION   VIII. 

PROBLEME. 

Inscrire  wi  cercle  dans  un  quarré  donné. 

Soit  ÀBCD  (jfig.  1 12)  le  quarré  donné  :  il 
faut  inscrire  un  cercle  dans  le  quarré  ABC  D. 

Coupez  en  deux  parties  égales  Tune  et  l'autre 
des  droites  AB,  AD  aux  points  F,  E(prop.  ïo.  i), 
et  par  le  pointEconduisezla droite EHparallèleà 
l'une  et  àl'autredes  droites  AB,CD(prop. 3  i.i), 
et  par  le  point  F  conduisez  aussi  la  droite  FK 
parallèle  à  Tune  et  à  l'autre  des  droites  AD, 
BC  :  donc  chacune  des  figures  AK,  KB/AH, 
HD,  AG,  GC,  BG,  GD  est  un  parallélogramme , 
et  leurs  côtés  opposés  sont  égaux  (prop.  54.  i). 
Puisque  la  droite  AD  est  égale  à  la  droite  AB , 
que  la  droite  A E  est  la  moitié  de  AD  et  la 
droite  A  F  la  moitié  de  AB ,  la  droite  AE  sera 
égale  à  la  droite  A  F.  Mais  les  côtés  qui  leur 
sont  opposés  sont  égaux  :  donc  la  droite  F  G 
est  égale  à  la  droite  GE.  Nous  démontrerons 
semblablement  que  les  droites  GH,  GK  sont 
égales  aux  droites  FG,  GE, <;haçune  à  cha- 
cune :  donc  les  quatre  droites  GE^  GF^  GH, 
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GK  sont  égales  entr'elles  :  donc  le  cercle  dé- 
crit du  centre  G  avec  un  intervalle  égal  à  une 
des  droites  GE^GF,  GH^GK  passera  par  les 
autres  points^  et  sera  tangent  aux  droites  ÂB, 
BCy.ÇD,  DAy  parce  que  les  angles  en  E,  F, 
H  y  K  sont  droits  ;  car  si  la  circonférence  cou* 
poit  les  droites  AB,  BC ,  C D ,  D A ,  la  perpen- 
diculaire à  l'extrémité  d'un  diamètre  entreroit 
dans  le  cercle  ;  ce  qui  est  absurde  (  prop.  1 6. 3  )  : 
donc  la  circonférence  de  cercle  décrite  du  cen- 
tre G  avec  un  intervalle  égal  à  une  des  droites 
GE,GF,GH,GKne  coupera  point  les  droites 
AB,BCyCD)DA:  donc  elle  sera  tangente  à 
ces  droites ,  et  elle  sera  inscrite  dans  le  quarré 
ABCD(déf.5.4). 

Donc  on  a  inscrit  une  circonférence  de  cer- 
cle dans  le  quarré  donné  ;  ce  qu'il  falloit  faire  .^ 

PROPOSITION    IX. 

P  R  G  B  L  È  M  E. 

Circonscrire  un  cercle  autour  d'un  quarré  donné. 

Soit  ABCD  (fig.  ii3)  le  quarré  donné  :  il 
faut  autour, de  ce  quarré  ABCD  circonscrire 
une  circonférence  de  cercle. 

Menez  les  droites  AC,  6D  qui  se  coupent 
mutuellement  au  points  E. 
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Puisque  la  droite  DA  est  égale  à  la  droite 
Â6  et  que  la  droite  AC  est  commune ,  les  deux 
droites  DA,  AC  sont  égales  aux  deux  droites 
B  A^  A  C  ;  la  base  DC  est  égale  à  la  base  BC  :  donc 
l'angle  DAC  est  égal  à  Tangle  BAC  (prop.  8..  i)  : 
donc  l'angle  DÂ^  est  coupé  en  deux  parues 
égales  par  la  droite  AC.  Nous  démontrerons 
semblablement  que  chacun  des  angles  ABC 
BCD,  CD  A  est  coupé  en^deux  parties  égales 
par  les  droites  AC^  DB  :  donc  puisque  Tangle 
DAB  est  égal  à  l'angle  ABC,  que  l'angle  EAB 
est  la  moitié  de  Tangle  DAB  ,  et  l'angle  EBA 
la  moitié  de  l'angle  ABC,  l'angle  EAB  sera 
égal  à  l'angle  EBA  :  donc  lé  côté  E  A  est  égal 
au  côté  EB  (prop,  6.  i  ).  Nous  démontrerons 
semblablement  que  les  dixyites  EC,  ED  sont 
égales  aux  droites  E  A  ,  EB  ^  chacune  à  cha- 
cune :  donc  les  quatre  droites  EA ,  EB  ,  EC, 
E  D  sont  égales  entr'elles  :  donc  la  circonfé- 
rence de  cercle  décrite  du  centre  E  avec  un 
intervalle  égal  à  une  des  droites  EA,  EB,  ED 
passera  par  les  autres  points  et  elle  sera  circons- 
crite autour  du  quarré  ABC  D  ;  circonscrivez  le 
cercle  ABCD. 

Donc  on  a  circonscrit  un  cercle  autour  d'un 
quarré  donné  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 
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P  R  O  P  O  S  I  T  1  0  N    X. 

PROBLÊMS. 

Construire  un  triangie  isocèle  qui  ait  chacun  des 
angles  de  sa. base  double  du  troisième  angle. 

Sok  la  droite  AB  (fig.  1 14)  ;  que  cette  droite 
soit  coupée  en  un  point  C  de  manière  que  le 
rectangle  compris  sous  les  droites  ÂB,  BC  soit 
égal  auqaarrë  de  C  A  (prop.  1 1. 2)  ;  du  centre 
A  et  avec  Tintervalle  AB  décrivez  la  eirconfi^^ 
rence  BDE  (dem.  5);  dans  le  cercle  BDE 
menez  la  corde  B  D  égale  à  la  droite  AC  qm  est 
moindre  que  le  diamètre  de  ce  cercle  (prop  .1.4)» 
et  ayant  conduit  les  droites  D  A ,  DC ,  cocons-* 
criyez  la  circonférence  ACD  autour  du  trian- 
gle ACD  (prop.  5-  4)* 

Puisque  le  rectangle  compris  sous  les  droites 
AB,  BC  est  égal  au  quarré  de  la  droite  AC  et 
que  la  droite  AC  est  égale  à  la  droite  BD,  le 
rectangle  compns  sous  les  droites  AB ,  BC  sera 
^gal  au  quarré  de  BD  :  puisque  le  point  B  est 
pris  hors  du  cercle  ACD  et  que  du  point  B  on 
a  mené  un  cercle  AC  D ,  les  droites  B  C  A ,  B  D , 
dont  l'une  conpe  le  cercle  et  dont  l's^utre  ne  le 
coupe  point,  et  puisque  le  rectangle  compris 
sous  les  droites  AB ,  BC  est  égal  au  quarré  de 
B  D,  la  droite  BD  sera  tangente  au  cercle  ACD 

*    N 
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(prop.  57. 5).  Ponc,  puisque  la  drplte  BD  est 
tangente  et  que  la  corde  DC  a  été  menée  du 
point  de  contact  D,  l'angle  BDC  sera  égal  à 
celui  qui  est  compris  dans  le  segment  alterne  ôèl 
cercle,  c'est-à-dire  à  l'angle  DAC(prop.33*'3). 
Maisy.puisque, l'angle  BDG  est  égal  à  l'angle 
D  AC  j  si  nous  ajoutons  un  angle  commun  C  D  A^ 
l'angle  total  BD  A  sera  4gal  aux  deux  angles 
CDA,  DAÇ  Mais  l'angle  extérieur  BCD  est 
égal  aux  deux  angles  G  DA,  D  AC  (  prop.  52.  i  ): 
donc  Tangle  BDA  est  égal  à  l'angle  BCD  ;  mais 
l'angle  BDA  est  égal  à  l'angle  CBD  (prop.5.  i), 
puisque  le  côté  AD  est  égal  au  côté  AB  :  donc 
l'angle  DBA  sera  égal  à  l'angle  BCD  :  donè  les 
trois  angles  BDA^DBA^BCD  sont  égaux  entrç 
eux  ;  et  puisque  l'angle  DBC  est«gal  à  l'angle 
BCD,  le  côté  BD  sera  égal  au  côté  DC  (prop .6.  i  ); 
mais  le  côté  BD  est  supppsé  égal  aU  côté  C  A  : 
donc  le  côté  AC  est  égal  au  côté  CD  :  donc 
l'angle  CDA  est  égal  à  l'angle  DAC  (  prop.  5.  i)  : 
donc  les  angles  CDA,  DAC,  pris  ensemble ,  sont 
double  de  l'angle  DAC  ;  mais  l'angle  BCD  est 
égal  aux  angles  CDA,  DAC  (prop.  32.  i)  :  donc 
l'angle  BCD  est  double  de  l'angle  PAC  ;  mais 
l'angle  BCD  est  égal  à  chacun  des  angles  BD  A  ^ 
DFA  :  donc  chacun  des  angles  BDA,  DBA  est 
double  de  Tailgle  DAB. 
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Donc  on  a  construit  un  tri^mgli^  isocèle  ADB 
dont  chacun  des  angles  de  sa  base  BD  est  don-- 
ble  du  troisième  angle  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    XL 

PROBL&JHC. 

Dans  wi  cercle  dorrné,  inscrire  u/^  pentagone 
équiUaéral  et  équiangle. 

Soit  Â6CDE  (fig.  I  iS)  le  cercle  donne  :  il 
faut  inscrire  dans  ce  cercle  un  pentagone  ëqui'» 
laléral  et  équiangle. 

Soit  le  triangle  isocèle  ll^GH,  ayant  chacun 
des  angles  de  sa  base  G^  H  double  de  l'angle  F 
(prop.  10.4)*  Inscrivez  dans  le  cercle  ABCDE 
un  triangle  AGD  équiangle  avec  le  triangle  FGH 
(prop.  :3. 4)  9  de  manière  que  l'angle  CAD  soit 
égal  à  l'angle  F ,  et  de  manière  que  chacun  des 
angles  AGD,  GDA  soit  égal  à  chacun  des  angles 
G  9  H  qui  sont  placés  sur  là  base  GH.  Chacun  des 
angles  AGD,  GDA  sera  double  de  l'angle  CAD. 
Partagez  chacun  des  angles  ACD,  CDA  en  deux 
parties  égales  par  les  droites  CE,  DB  (prop.  9.  i), 
et  menez  les  droites  AB ,  6C ,  DE,  EA. 

Puisque  chacun  des  angles  ACD,  ÇDA  est 
double  de  l'angle  CAD,  et  que  chacun  de  ces 
angles  est  coupé  en  deux  parties  égales  par  les 
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droites  CE,  DB^  les  cinq  angles  DAC,  ACE, 
£CD,  CDB/BDA  sont  ^aux  éntr'eux;  mais 
des  angles  égaux  sont  appuyés  sur  des  arcs  égaux 
(  prop.  26. 3  )  :  donc  les  cinq  arcs  AB ,  6C ,  CD , 
DE ,  E  A  sont  égaux  ;  mais  des  cordes  égales 
sOutendent  des  arcs  égaux  (  prop.  29. 3  )  :  donc 
les  cinq  cordes  AB,  BC,  CD,  DE,  E A  sont 
égales  entr'eDes  :  donc  le  pentagone  ABC  DE 
est  équilatéral.  Je  dis  qu'il  est  ausâ  équiangle  ; 
car  puisque  l'arc  AB  est  égal  à  Tare  DE ,  si 
l'on  ajoute  un  arc  commun  BCD,  l'arc  total 
ABCD  sera  égal  à  Tare  total  EDCB.  Or  l'an-* 
gle  A£D  est  appuyé  sur  l'arc  ABCD  et  l'angle 
BAE  est  appuyé  sur  l'arc  EDCB  :  donc  l'an- 
gle 1BA£  est  é^  à  l'angle  AED  (prop.  2j.  3); 
par  la  même  rdson  chacim  des  angles  ABC, 
BC  m,  C  D £  est  êgs!  à  chacun  des  angles  BAE , 
AED  :  donc  le  pentagone  ABCDE  est  éqpiian^ 
gle  ;  mais  il  a  été  démontré  qix'il  est  éqnilatëral. 
•  Dcmç  dans  un  cerde  donné,  on  a  inscrit  un 
pentagone  étpSiméni  6t  équiangle  ;  ce  ^'il 
ftUoît&ire. 
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PROPOSITION    XIL 

PROBLàMS* 

Circonscrire  à  un  cercle  donné  un  pentagone 
équilatéral  et  équiangle. 

SoitABCDE  (fig.  ii6)Ie  cercle  donné  :  il 
faut  à  ce  cercle  circonscrire  un  pentagone  ^cpû* 
latéral  et  ëquiangle. 

Sapposona  que  lea  pointa  A,  B,  C,  D^  E  soîeni 
les  sommets  des  angles  d'un  pentagone  inscrit 
dans  ce  cercle  (prop.  iil  4)»  ^^  manière  que 
les  arcs  AB,  BC,  CD,  BË^  EA  soient  égaux^ 
par  les  points  A^  B,  C,  D,.  E^  conduises  au 
cercle  les  tangentes  GH,  H^K,  KL,  LM.,  MQt 
(prop.  17. 5)',  et  ayant  pris  le  centre  F  du  oeiv- 
cfe  AB€DE,  menez  les  droites  FB^  FK,  FC^ 
FI,  Fl>. 

Pui^e  la>dl*oité  KL  touche  le  cercle  ABCDE 
au  pomt  Gyci que  la  drok^e  SG*  a  été  menée 
dh  centre  F  au  point  de  contact  C ,  la  droite  F€ 
sera  perpendicufoire  sur  KL  (  prop.  i8*.  3l)  : 
donc  cMacun  des  angles  FCK ,  F  CL  est  droit.; 
chacun  des  angles  FÀH,  FBK^  FDL,  FDM 
est  droit  pap  la  même  riôson.  Puisque  l!angle 
FGK  est  droit,  lequarré  de  ladroiteFKestégal 
aux  quanrés  des  droites  FC ,  CK  (prop.  47^  1  )> 
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Le  quarré  de  là  ;lroite  F  K  est  égal  aux  quarrés 
des  droites  F  B ,  B  K  ,  par  la  même  raison  : 
donc  les  quarr^s  des  drokes  F  C  ,  F  B^  sont 
égaux  aux  quarrés  des  droites  FB,  .BK5  mais 
le  quarré  de. la  droite  FC  est  égal  au  quarré 
de  la  droite  FB  :  donc  le  quarré  restant  de  la 
droiteCK  sera  égal  au  quarré  restant  de  la  droite 
BK  rjdonc  la  droite  C&  est  égale  à  la  droite  BK. 
Puisque  la  droite  FB  est  égale  à  la  droite  FC 
et  que  lav  droite  FK  est  coinmune,  les  deux 
droites  BF,  F  K  sont  égales  aux  deux  droites 
C  F,  FK  ;  mais  la  base  BK  est  égale  à  la  base  Ç  K.  : 
doncl'angle BFK estégàl à Tangle  KFC ,  et ran- 
gle  BKF  à  l'angle  FILC  (prop.  8, 1  )  :  donc  Tan- 
glé  BFC  est  double  de  l'angle  E.FC  et  l'angle 
BKG  double  de  l'angle  FKC .  Par  la  même  raison 
l'angle  C F D  est  doubte  de  l'angle  CFL ,  et  l'an- 
gle G  LD  double  de  l'angle  CL  F.  Puisqpç  Varo 
BG  est  égal  à  l'arc  GD^  Tangle  BFG  sera  égal 
à  l'angle  GFD  (prop.  37. 5)  ;  mais  l'angle  BiFC 
estdouble  de  l'angle  KFG,  et  l'ange  DFG  dpu« 
blettk  l'angle  LFC  :  donc  l'angle  KF G  est  ^al 
à  l'adgle  CFL  :  donc  les  deux  triangles \F K:C, 
FLG  ont  deux  angles  ^aux  à  deux. angles , 
chaoan  à  chacun ,  et  un  côté  égal  à  un  côté , 
puisque  le  côté  FCieur  est  commun  :  donc  ce» 
deux  triangles  ont  lents  autres  côté;^  égaux  aux. 


autres  côtés ,  et  l'angle  restant  ^gal  à  l^angle  res* 
tant  (prôp.  26. 1  )  :  donc  la  droite  KG  est  égale' 
à  la  droite  CL ,  etPangle  FKC^gaH  l'angle  FLC. 
La  droite  KL«  sera  double  de  la  droite  KCy 
puisque  la  droite  KG  est  égale  à  la  droite  CL. 
Par  la  même  raison  la  droite  HK  sera  double  de 
la  droite  BK.  De  plus  ,  puisqu'on  a  démoûtré 
que  la  droite  BrS.  'est  égale  à  la  droite  KG ,  que 
la  droite  KL  est  double  de  la  droite  KG  etla , 
droite  H  K  âohble  de  là  drohe  B  Ky  là  droite  H  K 
sera  éga}e  à  lavdrohe  KL.:'Nous  démontrerons 
semUablemeht  que  chacune  des  droites  G  H , 
6M9  MLd^t  égale  à  l'une  ou  à  l'autre  des  droite» 
HK,  KC  t  donc. le  peiitagone  GHKIiM  est 
éqnilatérall' Je  dis  aiis^sî  qu'il  est  équiangle  ;  car 
puisque  l'^nglé  FKG  est.  ejçal  à  l'angle  FBC^ 
^t  qu'on  a  déinonti^é  que  l'angle  iHKL  est  dou* 
ble  de  l'anglf  FKG  et  l'ange  KÉM  double  aussi 
de  l'angle  PïiC,  l'angle  HKL  sera  égal  à  l*an- 
gt6  I^LM.  Nous  dénionU*eron»  par  une  raison 
semïdi^le  que  obacim  des  angles  KHG ,  HGM 
6MH  «st  égaliirtmoùirautre  des  angles  HKL, 
KL'M  î  dtmo  les  dn<^  angles  <HIK,  HKL,  KLM, 
ïiMG;  MGH  sont  égaux  entr'èiaxi:  doncle  pen- 
tagone C'^^I'M  est  éqùiaxi^lei  Nh^us  avons  dé-* 
montré  qu'il  est  équilatéral^  et  il  est  circonscrit 
au  cercle  ABC  D  E  ^  ce  quil  falloit  faire. 
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P  fiO  Bh  km  E^« 

Dans  un  pentagone  èquilatéral  et  éqmangle  , 
inscrire  un  cercle* 

8oît  ABC  DE  (figw  ]  17  )  le  peptagone  eqiu- 
latéral  et  éqmangle  donné  :  il  &ut  m^cnré  nn 
cercle  dans  le  pentagone  ABC  DE. 

Partagez  dbaoïin  dea  anglesBCI>^  ODE  en  deux 
paitiea  égales  par  les  droites CF,  DF  (prop.9.  r)^ 
et  du  point  F  où  lés  deux  droites  CF,  DF  se  ren- 
contrant» menez  les  droites  FB  »  FA  »  FE.  Puis« 
que  la  drcÂte  BC  est  ^ale  à  la  droite  C  D  et  que 
U  droite  FC  estc<mm»uaê»-les  deux  droites BÇ, 
CP^  sont  égales  aux  deux  droites  DC,  CF  ;  maia 
r^^agle  BCF  est  égal  à  l'angle  DGF  :  donc  la^ 
hase  BF  est  égite  à  la  base  DF  (prop-  4. 1  )  ;' 
le  triaiigle  BF€  e9t  égal  au  triangle  BCF  et  IfÂ 
aulnes  an^s  epk  soutendent  dea  côtés  ég^niE 
dans  ces  deux  triangles  sont  égau;x  enir'cux 
Cprop»  4'  i)  2  donc  l'angle  CBF  sera  ^al  à  Tan- 
gle  CD  F  ;  et  puisque  Xm^  CDE  <»t:  dotale 
de  Vangle  CDF  et  que  l'ange  €DE  est  i^ 
à  l'angle  ABG  et  l'a^^  CDF  égal  à  l'angte  €BF, 
Tangk  CBA  sera  doublé  de  Tangue  CBF,  et  p^r 
conséquent  l'angle  ABF  s^a  égalài'ailig^eFBC  : 
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donc  l'angle  AB€  est  paru^gë  eD  deux  parues 
^jples  par  la  droite  BF.  Nous  démontreron» 
aemhlablement  que  çtiaoun  des  aogle&BÂE, 
A£I>  est  parts^é  eu  deux  partie»  égales  par  lea 
droites  FA ,  F^.  Aetuellement  du  point  F  con- 
duisez sur  les  droites  ÀB,  BC^  CD,  DE,  EA 
Û!9perpepdiculaireaFG,.FH,  FK^^FL,  FM. 
Puisque  l'angle  HCF  est  égal  àFangle.lLCE  et 
qne  Fan^^e  diroit  FHC  jç^éffi-.ik  l'angle  droit 
Fl^C^  les  deux  triapgles  FHC,  FKC  aurœt 
deux  angles  égaux  à  deux  angles,  et  un  cAté^ 
égal  à  un  côté  ;  savoir,  le  côté  commun  FC  qui 
soutend  im  des  angles  égaux  :  donc  ces  deux 
triangles  auront  les  autres  côtés  égaux  aux  autres 
côtés  (prop.  26.  i),  etla  perpendiculaire  FHsera 
égale  à  la  perpendieulaire  F  K.  On  démontrera 
semÙaUement  quie  chacune  des  di^es  FL, 
FM ,  FG  est  ég9le  àl'uiie  pu  àFau^e  des  droites 
FH^  FK.  :  doucle^cîaq  droites  FG,  FH,  FK, 
FL,  FM  sont,  égales  entr'elles  :  donc  si  du 
centre  F  et  avec  un  intervalle  égal  à  une  des 
droites  FG,  FH,,  FK,  FL,  FM  obs  décrit  une 
qircouierence  de  cercle ,.  qette.  circonférence 
passeipa  par  les  autr.es.  pointa  et  touchera  les 
droites  AB,  BC,  CD,  DE.,  EA,  parce  que  les 
angles  sont  droits.enG,  El,  K,  L,  M;  en  effet,  si 
JIULlieu  de  ks  toucher,  elle  les  coupob,  la  per- 
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j^ndiculàîre  menée  à  Vextrétmié  d'un  diaînètre 
eoftreroit  dans  le  cercfe  ;  ce  qiri  a(  été  démontré 
absurde  (prop.  i6.  5)  :  donc  h.  drconférence 
décrite  du  centre  F  avec  un  intervalle  égal  à 
une  des  droites  FG ,  FH ,  FK ,  FL ,  FM  ne  cou- 
pera point  les  droites  AB,  BC ,  CD,  DE  ,•  EA  i 
donc  elle  les  toudiéra.  Décrivez  la  circotifé-' 
rence  GHKLM.  • 

Donc  on  à  iAsi^rit  une  circonférence  de  cercle  ' 
dans  iin  -^entagotie  écjuilatéral  et  équiangle';  ce 
qu'il  falloir  faille.         '    ' 

PROPOSITION    XIV.. 

PROBLÈME. 

Circoiiscrire  upfc^  circoTtférejfice  de  cercle  à  iat 
.pçnUigone  éqyilat4Tfilàt,  éqidangle  donné.     , 

Soft  ABCDE  (fig.  î  18)  un  pentagone  équi- 
latéràl  et  équiangle  :  il  faut  à  ce  pentagone  cir- 
conscrire une  circonférence  de  cercle. 

Partagez  en  deux  parties  égales  chacun  des 
angles  BCD,  G  DE  par  les  droites  C  F,  FD 
(propl  9.  i  )  ,  et  du  point  F  où  ces  droites  se 
rencontrent ,  menez  aux  points  B ,  A ,  E  les 
droites  FB,  FA,  FE.  Nous  démontrerons, 
comme  dans  la  proposition  précédente ,  que 
chacun  des  angles  CBA ,  BAE ,  AED  est  coupe' 
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êti  detoL  parties  égales  par  lesdroitesBF,  FA,  FE* 
Puisque  l'angle  BCD  est  égal  à  l'angle  CDE,  et 
que  l'angle  FCD  est  la  moitié  de  l'angle  BCD, 
et  l'angle  CDF  la  moitié  de  l'angle  CDE,  Tan- 
gle  FCD  sera  égaià  l'angle  FDC  :  donc  le  côté 
FC  est  égal  au  côté  FD  (prop.  6.  î).  On  démon^ 
trera  semblablement  que  chacune  des  droites 
FB,  FA,  FE  est  égale  à  chacune  des  droites  FC, 
FD  :  donc  les  cmq  droites  FA,  FB,  FC,  FD,  FE 
sont  égales  entr'elles  :  donc  la  circonférence 
décrite  du  point  F  et  avec  un  intervalle  égal  à  ^ 
une  des  droites  FA,  FB,  Fe,FD,  FE  passera 
par  les  autres  points  et  sera  circonscrite  au 
pentagone  équilatéi^  et  équiangle  ABCDE. 
Décrivez  la  circonférence  ABCDE. 
'"  Donc,  ulie  circonféi^eilcé'de  cercle  a  été  cir- 
éônscriteà  un  pentagone  équilatéral  et  équian- 
gle 5  ce  qu'il  fUlolt  faire. 

PROf>pSITION    XV.    ^ 

P  R  O  B  L  ft  M  B. 

Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  hexagone  équi^ 
)*'    latéral  et  éçuiangle* 

Soit  ABC  DEF  (fig.  1 19)  le  cercle  donné  :  il 
faut  dans  be  cerde  inscrire  un  hexagone  équi- 
latéral  et  équiangle^.' 

Menez  le  diamètre  AD  du  cercle  ABCDEF, 
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preneE  le.  ç^ire  G  de  ce  cercle  ^  et  du  centre  D 
aye.c  l'intervalle  DG  décrirez  la  circonférence 
]p:6  G  H  ( dem*  5  )  ;  menez  les  droites  E  G ,  G  G , 
prolotigez-les  yersle$  points  B  ,  ^^  et;  menés 
les  droites  AB,  BG,  CD,  DE,  EF,  FA:  je  dis 
que  rheiEagone  ABC9EF  e$t  équilatéral  et 
é<}uiangle. 

Puisque  le  point  G  est  le  centce  du  cercle 
ABGDEF,  la  droite  GE  sera  égale  àla^oite  GD. 
De  plus ,  puisque  le  point  D  est  le  centre  du 
cercle  EGGII,.la  droite  DE  sera  égple  à  la 
droite  p  G  ;  msôs  on  a  démontré  que  la  droite 
GE  est  égale.à  la  droite  G  D  :  donis  la  droite  GE 
est  égale  à  la  droite  E  D  :  donc  le  triangle  EGD 
est  équilataral  :  dctnc,  sefii  trois  angiesEGD» 
GDE^  DiEG  sont  égaux  entr'eux  ,,puisq^^  dsns 
les  triangles»  iàocèles  les.  angles  ht  la  ba$e  sont 
égaux  entr'eux  (prop.â.  i);  mais  les.troi» 
angles  d'un  triawgle  sont  égi^%  à  deux  droits 
(prop.Sa.  I  )  ;  donc  l'angle  EGD  est  le  tiers 
de  deux  angles  cfroîts.  On  démontrera  sembla- 
blement  queil'àng^e  DGG  est  le  tiers  de.  deux 
angles  droits  ;  donc ,  puisqu'une  droite  GG  tom- 
l)ant  sur  la  droite. EBfait  les  smgfes  de  suite  EGG, 
CGB  égaux  à  deux  droits  (prop.  i3«  i) ,  l'angle 
restant  G GB  sera  le  tiers  de  deux  an^s  droits.: 
donc  les  angles  EGD,  DGC^  CGB  sont  égaux 


»' 
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entr'eux;  nuis  les  angles  BGÂ,  AGF,  FGE 
sont  ëgaiK  aux  angles  ËGD,  DGC,  CGB, 
parce  que  ces  aingles  sont  opposés  par  le  sonunel 
(prop.  i5.  i):  donc  les-six  angles £GD,  DGC, 
CGB,  BGA,  AGF,  FGE  sont  égaux  entreux^ 
mais  des  angles  égaux  s^appuient  sur  des  «rcs 
4gaux  (prop.  26. 3)  :  donc  les  six  arcs  AB,  BC^ 
CD,  DE ,  EF,  FA  sont  ^ux  entr'eux  ;  nuôs  des 
arcs  égaux  sont  soutendus  par  des  cordes  égales 
(prop.  29.  3)  :  dom:  les  six  cordes  s(mt  ëjgales 
entr'elles  :  donc  {liexagone  ABCDEF  esléffsir 
latéral.  Je  dis  qu'il  est  équiangle ,  car  puisque 
l'arc  A  F  est  égal  à  l'arc  ED,  si  nous  leur  ajou^ 
tons  à  chacun  l'arc  ABCD,  l'arc  total  FABCD 
sera  égal  à  l'arc  total  EDCBA  :  donc,  puisque 
Fangle  FED  s'appuie  sur  l'arc  FABCD  et  que 
l'angle  AFE  s'appuie  sur  l'arc  EDCBA,  Tan- 
l^e  AFE  est  égal  à  Ysao^  DEF  {prop.  27.  S  ). 
On  démontrera  semblaUement  que  les  amires 
angles  de  l'hexagone  .ABCDEF  sont  égmcx 
«âiaoïm  à  l'un  ou  à  l'autre  des  angles  AFE, 
F£  D  :  donc  Fhexagone  ABC  O E  F  est  éqcran- 
gle.  Maâs  coa  a  démontré  qu'il  est  équilatérai^.et 
Â  est  inscrit  dans  le  cercle  ABCDEF. 

Doac  on  a  inscrit  un  kexagoae  éqnilatéral  eft 
équianigledssisuncerde  domié;  ce  qu'il  fâHoii 


ao6,      ,  £  L  é  M  E  N  s 

COROLLAIRE. 

Il  suit  maaifestement  de  là  que  le  côté  de 
rhexagone  est  égal  au  demi-diamètre  du  cercle. 

Si  par  les  points  A  y  B ,  C,  D,  E,  F  nous  me- 
nons des  tangentes  au  cercle ,  on  circonscrira 
à  ce  cercle  un  hexagone  équilatéral  et  équian- 
gle ,  en  suivant  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  pour  le  pentagone  \  c'est  aussi  de  la 
même  manière  que  nous  inscrirons  et  que  uqus, 
circonscrirons  une  circonférence  de  cercle  à 
un  hexagone  donné. 

PROPOSITION    XVI. 

PROBLÊME. 

Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  qvindécagone 
équilatéral  et  équiangle. 

Soit  ABCD  (fig.  i3o)  le  cercle  donné  :  il 
faut  dans  ce  cercle  inscrire  un  quindécagone 
équilatéral  et  équiangle.     ' 

Inscrivez  dans  le  cercle  ABCD  le  côté  AC 
d*un  triangle  équilatéral  et  le  côté  AB  d'un  pen- 
tagone équilatéral.  Puisque  la  circonférence  en- 
tière ABC  D  doit  être  partagée  en  quinze  parties 
égales ,  Tare  ABC  qui  est  la  troisième  partie  de 
la  circonférence  eu  contiendra  cinq,  et  Tare  AB. 
qui  est  le  cinquième  de  la  circonférence  en'con- 


J^K  U  C  L  I  D  E.  ^07 

tiendra  trois  :  donc  l'arc  restant  BG  en  con-* 
tiendra  deux.  Partagez  Tare  restant  BG  en  deuK 
parties  égales  au  point  E  (  prop.  5o.  3)  y  chacun 
des  arcs  BE  ^  EG  sera  la  quinzième  partie  de 
la  circonférence  du  cercle  ABGD  :  donc  si  Ton 
porteune  des  droites  BE,  EC  sur  la  circonférence 
ABGD  autant  de  fois  qu'on  le  pourra  (prop.  1.4), 
on  aura  un  quindécagone  équilatéral  et  équian- 
gle  qui  sera  inscrit  dans  cette  circonférence  ; 
ce  qu'il  falloit  faire. 

En  suivant  la  méthode  que  nous  ayons  donnée 
pour  le  pentagone ,  si  par  les  points  de  division 
d^un  cercle  on  conduit  des  tangentes  à  ce  cers 
cle  y  on  circonscrira  à  ce  cercle  un  quindéca- 
gone équilatéral  et  équiangle.  En  suivant  la 
même  méthode^  nous  inscrirons  et  nous  cir- 
conscrirons une  circonférence  de  cercle  à  un 
quindécagone  équilatéral  et  équiangle  donné.  : 


FIN    DU    qUATRliMX    LIVRE. 
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LIVRE  VI. 


,  DJEFINITI  0N3. 

I  •  JL  E  S  figures  rectîBgnes  seipblables  sont 
celles  dont  les  angles  sont  égaux  chacun  à 
chacun  et  dont  les  côtés  placés  autour  des  angles 
égaux  sont  proportionnels  • 

2.  Les  figures  sont  réciproques  lorsque  les 
antécédens  et  les  conséquens  des  raisons  se 
trouvent  dans  Tune  et  l'autre  figure. 

5.  Une  droite  est  dite  coupée  en  extrême  et 
moyenne  raison  lorsque  la  droite  totale  est  au 
plus  grand  segment  comme  le  plus  grand  seg-* 
ment  est  au  plus  petit. 

4-  La  hauteur  d'une  figure  est  une  perpen- 
diculaire menée  de  son  sommet  sur  sa  basQ. 

5.  On  dit  qu'une  raison  est  composée  de  rai- 
sons lorsque  les  quantités  des  raisons  multi- 
pliées entr'elles  produisent  la  quantité  de  cette 
raison. 
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PROPOSITION  PREMIÈRE- 
THÉORÈME. 

Les  triangles  et  les  parallélogrammes  <jui  ont 
la  même  hauteur  sont  entr'eux  comme  leurs 
bases. 

Soient  les  triangles  ÂBGyAGD(fig.  isi) 
et  les  'parallélogrammes  EG,  CF  qui  ont  la 
même  hauteur ,  savoir ,  la  perpendiculaire  mé« 
née  du  point  A  sur  la  droite  BD  :  je  dis  que  le 
triangle  ABC  est  au  triangle  ACD  et  que  le 
parallélogramme  EGest  au  parallélogramme  C  F 
comme  la  base  BC  est  à  la  base  CD. 

Prolongez  la  droite  BD  de  part  et  d'autre 
vers  les  points  H ,  L ,  et  faites  les  droites  BG ,  GH 
égales  chacune  à  la  base  BG;  faites  aussi  les 
drokes  DR,  KL  égales  chacune  à  la  base  CD, 
et  menez  les  droites  ÂG,  AH^  AK,  AL. 

Puisque  les  droites  CB ,  BG ,  GH  sont  égales 
entr'elles^  lès  iriangles  AGH ,  AGB  \  ABC  seront 
égaux  entr'eux  (prop.  58.  i  )  :  donc  le  triangle 
AHG  contient  le  triangle  ABC  autant  de  îovA 
que  la  base  HC  contient  la  base  BC.  Par  la  même 
raison  le  triangle  ALC  contieùt  le  triangle  ACD 
autant  de  fois  que  la  bâseLC  contient  la  base  CD. 
Si  la  base  HC  est  ^ale  à  la  base  CL^  le  triangle 
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AHC  sera  égal  au  triangle  ABC  (  prop.  58*  i  )  ; 
si  la  base  HC  surpasse  la  base  CL,  le  triangle 
AHC  surpassera  le  triangle  ALC ,  et  si  cette 
base  est  plus  petite  le  triangle  sera  plus  petit. 
Ayant  donc  quatre  quantités  ,  savoir ,  les  deus 
bases  BC ,  CD  et  lès  deux  triangles  ABC ,  ACD , 
on  a  pris  des  équimultiples  de  la  base  BC  et  du 
Criaqgle  ABC,  saVoir,  la  base  H C  et  le  trian- 
gle AHC  ;  on  a  pris  aus^i  d'autres  é^uinpiultiples 
de  la:base  CD  et  du  triaingle:  A  CD,  savoir,  la 
bpse  C  L  et  j^etriangle  ALC  ;  et  Fou  a.démpntré 
que  ai  Jfa  base.  H  C  cturpàsse  la  base'CL ,  le  trian* 
gle  AHC  surpassera  le  triiatigle  ALC;  que  si  la 
base  HC  est  égale  à  laMse  CL^  le  triangle  4tHC 
«sQr^i^gal  au  triangle  ALC ,  et  que  â  la  base  II C 
esî  plus  petite  que  la  bai^e  C  L  ^  le  triangle  AHC 
çera;  plus  pçtit  que  le  trianele  ALC  :  donc  le 
triangle  ABC  est  m  xnm^  ACPLicoimw  la 
base  BC  et  la  basefl^ir  f^déf.  5,:5<>*:  :  .  ;  ; 
.  Puisque  le  p^tàlléjQgraimxie'ÈG  e^t.doHJble 
du  twnglé  AB  )C ,  qixiS  ie  parallélogramme  F  G 
e$t  double  aussidu"  triàtigle  ACï>^|>rop.  4i  •  i) , 
etk  Q9use  que  lesipartiës  pjât  entr'dles  la.  même 
rë^«8ft  que  l^i^fis  equimtiltiples  (prQp.  jt 5i  5 ) ,  le 
p.£u*a(llélogr0i)bLHie  ËC.â^râ.nin  paraUjàlo^aiiime 
FC  comm^  l^  liiangfeAPC  ert  un  triaogfe  AÇD  : 
dônc.puiçqu'oûa'^mûiïuréi^le  tnan^e  ASC 
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est  au  triangle  ACD  comme  ]a  base  BC  est  à  la 
base  GD;  et  à  cause  que  le  parallélogramme  EC 
est  ail  parallélogramme  F  G  comme  le  triangle 
ABC  est  au  triante  ArCD,  le  parallélogramme 
f^  sera  au  parallélogramme  P  G  comme  la  base 
BG  est  à  la  base  GD  (prop.  î x •  5 )• 

Donc  les  triangles  lèt  les'  parallélogrammcls 
qui  oxtt  la  même  baiiteiir  sont  entr  eux  comme 
leurs  bases;  ce  qu*il  tetlloit  démontrer. 

.  rn  P  R  Q.  ?j9  s  I  ï  I  o  N  ,1 1,. 

THEOREMS. 

r:y'^'  .;  .^/  :  :;.  :;;  ^.  -.  .  .  •  :.. 
Si.ioijL  efmhtit  un^  d^U^'^  ^pit  panfffèle  à  un 
4e$  c4tés)diun  triaêigl^.,  icette  droite  cçapera 
propçrtionneUéh^eyit  ie$ 'frétés  de  ce  triaugle;,et 
si  deux  côtés,  d^itn  iri^HgiP  ^ont  covpés  prùpoi^ 
'Vd^f^Ufi^i^tyladrwà^i^m  joindra  l^sections 
serapàtaUèk  auM%é:^^nt  du  tnangi^;   .  , 

<Jué  Ton  mène  la  droite  DE  (fig.  i^èh)  àe 
inktftèi^ë  tju'elle  soit  paÀHéflè  à  un  dies  cotés  du 
triangle  ABC  :  je  dis  que  CE  est  à  E  A  comme 
BD  estàDA. 

iSenez  lès  droites  B]^ ,  CD.  ' 

ÎL'e  triangle  BDE  est  égal  au  triangle  CDE 
(pt*ô^.  57. 1  ) ,  parce  qu'ils  ont  la  même  base  et 
qti^îU  sbht  kômpris'  entre  les  iiiêmes  parâlièleft* 
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Maiç  deux  quantités  égales  ont  la  même  raison 
avjec  une  même  quantité  ( prop.  7*5):  donc  le 
triangle  C  DE  est  au  triangle  A  DE  comme  le 
triangle  BDE  est  au  triangle  A  DE.  Mais  le 
triangle  BDE  est  au  triangle  A  DE  comme  B  D 
est  à  DA  :  car  ces  dieux  triangles  y  qui  ont  la  même 
hauteur.,  savoir ,  la  .perpendiculaire  men^,e  du 
point  E  sur  la  base  AB  ,^nt  entr'euK  comme 
leurs  bases  (prop.^i.Q^.  Par  la  même  raison  le 
triangle  C  DE  est  au  triangle  A  DE  comme  CE 
est  à  EA  :  donc  BD  est" à  DA  comme  CE  est 
à  EA  (prop.  n.  5).  .  .    , 

Si  les  côtés  AB^  AC  du  triangle  ABC  sont 

cottpes'proportiomniçllement  aux  points  h>flÊ»  "de 

,   manière*  c[ue  BD  soit  à  DA  comme  CE  €fst  à  £A , 

et  si  Ton  mène  la  droite  DE  :  je  dis  que  la  droite 

DE  est  parallèle  à  la  droite  BC. 

Fakéfi  la  même-'ÇOBlistmi^on.  Puisque  ^B  D 
est  à  t)A  comme  CE  ma  E  A  ^  que  6  D  (est  à  DA 
epsogme  le  triai^le,BD]^,est  au  triangle.  AD  E 
(prop.  1. 6)  ,  e)fc  qpij^ClS^  est  à  EA^cQiçao^  le 
triang}e/CD,E  ^st  au  trji^nglp.ADE;  le  triainçgle 
BDE  sera  au  triangle  ADE  comme  le  tr^a^gle 
CDE  est  au  triajjgle  ADE  (prop.j^F-^^.j'^lonc 
'  chacun  de?  triangles  BÇEj,  CDE.a  ^a  xt^me 
rdson^yec  lertri^pg^jB,A,I^.E  ;  donc  Jç  U^if^gle 
BDE  est  égal  au  triangle..  ÇDE  (prQp5  9^  5 } , 
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et  î]s  ont  la  même  base.  Mais  des  triangles  égaux 
et  construits  sur  la  même  base  sont  compris 
entre  les  mêmes  parallèles  (prop.  Sg,  i)  :  donc 
la  droite  DE  est  parallèle  à  la  droite  BC. 

Donc  si  l'on  conduit  une  droite  qui  soit  pa- 
raUèJe  à  un  des  côtés  d'un  triangle ,  cette  droite 
coupera  proportionnellement  les  côtés  de  ce 
triangle  ;  et  si  les  côtés  d'un  triangle  sont  coupés 
poportlonnellement ,  la  droite  qui  joindra  les 
sections  sera  parallèle  au  côté  restant  de  ce 
triangle  ;  ce  qu'il  falloit  Remontrer. 

PROP  OSIT  I  ON    IIL 

T  9  £  O  a  Ê  M  £.  . 

Si  lin  angle  d^im  triangle  est  partage  en  deux  par^ 
ties  égales,  et  si  la  droite  qui  partage  cet  angle 
coupe  la.  base ,  lès  sègmeiis  de  la  base  auront 
la  même  raison  que  les  autres  côtés  de  ce  tnan-^ 
gle;  et  si, les  segmens  de  la  base  ont  la  même  • 
raison  que  les  àuwescâtés  du  triangle  y  la  droite 
qui  est  menée  du  sommet  à  la  section  partagera 
Vimgle  de  ce  triangle  en  deux  parties  égales» 

Soit  le  triangle  ABC  (fîg.  laS),  que  l'an- 
gle BAC  soit  partagé  en  deux  parties  égales  par 
la  droite  AD  :  je  dis  qUe  Bt)  est  à  DC  comme 
BA  est  à  AC. 
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Par  le  point  C  menez  la. droite  CE  parallèle 
à  la  droite  DA  (prop.  3 1 .  i)  ;  prolongez  la  droite 
BA  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontrera  la  droite  CE 
au  point  E.  « 

Puisque  la  droite  AC  tombe  sur  les  parallèles 
AD ,  EC ,  l'angle  ACE  sera  égal  à  l'angle  CAD 
(  prop.  29,  I  )  ;  mais  l'angle  CAD  est  suppos/é 
égal  à  l'angle  BAD  :  donc  l'angle  B  AD  sera  égal 
à  Tangle  ACE.  De  plus ,  puisque  la  droite  BAE 
tombe  sur  les  parallèles  AD,  EC,  l'angle  exté- 
rieur BAD  est  égal  à  l'angle  intérieur  AEC 
(prop.  ag.  i  ).  Mais  on  a  démontré  que  l'angle 
ACE  est  égal  à  l'angle  BAD  :  donc  l'angle  ACE 
sera  égal  à  l'angle  AEC  :  donc  le  côté  AE  sera 
égal  au  côté  AC  (prop.  Ô.  i  ).  Puisque  la  droite 
AD  est  parallèle  à  un^des  côtés  du  triangle  BCE, 
savoir,  au  côté  EC,  ladtroiteBD  sera  à  la  drdke 
DC  conrnie  la  droite  BA  est. à  la  droite  AE 
(prop.  a.  6).  Mais  la  droite  AE  est  égale  à  la 
droite.  AC  :  xionc  la  .droite  BD  est  à  la  droite 
DC  comme  la  droite  BA  est  à  la  droite  AC 
(prop.  7.5). 

Sup|)0^on$^  à  présent  que  la. droite  BD  soit  a 
la  droite  DC  comme  la  dKoite  BA  est  à  la  droite 
AC;  menez  la  droite  AD  :  je  dis  que  l'aQgîe 
BAC  est  potage  ea  deux  parties  égaler  par  la 
droite  AD. 
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Faites  la  même  construction.  Puisque  BD 
est  à  DC  comme  B  A  est  à  A,C ,  et  que  BD  est 
à  DC  comme  BA  est  à  AE  (prop.  2.6),  car 
la  droite  AD  est  parallèle  à  un  des  côtes  du 
triangle  BCE^  savoir^  au  côté  EC,  il  est  évi-^ 
dent  que  BA  sera  à  AG  comme  BA  est  à  AE  : 
donc  la  droite  AC  est  égale  à  la  droite  AE 
(prop,  9-  5)  :  donc  Fangle  AEC  est  égal  à  l'an- 
gle ACE  (prop.  5.  I  );  mais  Fangle  AEC  est 
égal  à  Fangle  extérieur  B  AD  (prop,  2.9.  i  ) ,  et 
Fangle  ACE  égal  à  Fangle  alterne  CAD  :  donc 
Fangle  BAD  sera  égal  à  Fangle  CAD  :  donc 
Fangle  BACiest  partagé  en  deux  parties  égales 
par  la  droite  AD. 

Donc  si  un  angle  d'uii  triangle  est  partagé  en 
deux  parties  égales ,  et  si  la  droite  qui  partage 
cet  angle  coupe  la  base,  les  segmens  de  la  base 
"  auront  la  même  raison  que  les  autres  côtés  de 
ce  triangle  ;  et  si  les  segmens  de  la  base  ont  la  • 
xnême  raison  que  les  autres  côtés  du  triangle, 
la  droite  qui  est  menée  du  sommet  à  la  section 
de  la  base  partage  Fangle  de  ce  triangle  en  deux 
parties  égalm  ;  ce  qu'il  fiiUoit  démontrer. 
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PROPOSITION    IV. 

THEOUènE. 

Dans  les  triangles  équiangles ,  tes  côtés  qui  sont 
autour  des  angles  égaux  sont  proportionnels  } 
et  on  appelle  côtés  homologues  ceux  qui  sou-^ 
tendent  des  angles  égaux. 

Soient  les  triangles  équiangles  ABC^  DCE 
(fig.  124)  dont  l'angle  ABC  soit  égal  à  l'angle 
DCE,  Tangle  ACB  égal  à  l'angle  DEC,  et  l'an- 
gle BAC  égal  à  l'angle  CDE  :  je  dis  que  dans 
les  deux  triangles  ABC^  DCE^  les  côtés  qui  sont 
autour  des  angles  égaux  sont  proportionnels , 
et  que  les  côtés  qui  soutendent  des  angles  égaux 
sont  hoinologues. 

Placez  le  côté  BC  dans  la  direction  de  CE; 
puisque  les  angles  ABC  ,  ACB  sont  moindres 
que  deux  angles  droits  (prop.  17,  i),  et  que 
l'angle  ACB  est  égal  à  l'angle DEC^  les. angles 
ABC  y  DEC  seront  plus  petits  que  deux  angles 
droits  :  doïlc  les-  deux  droites  BA,  ED  étant 
prolongées ,  se  rencontreront  entr'eUes  (ax.  i  i )  ; 
et  supposons  qu'elles  se  rencontrent  au  point  F. 

Puisque  l'angle  DCE  est  égal  à  l'angle  ABC, 
la  droite  DC  sera  parallèle  à  la  droite  BF 
(prop.  28.  i).  De  plus,  puisque  l'angle  ACB 
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est  égal  à  l'angle  DEC^  la  droite  A  G  sera  pa- 
rallèle à  la  droite  FE.  Donc  la  figure  FACD  est 
im  parallélogramme  :  donc  la  droite  FA  est  ^ 
égale  à  la  droite  F  D  et  la  droite  AC  égale  à  la 
droite  FD  (prop.  54- 1);  et  puisqu'un  des  côtés 
du  triangle  FBE,  savoir,  le  côté  AC  est  paral- 
lèle au  côté  FE,  le  côté  BA  sera  au  côté  AF 
comme  le  côté  BC  est  au  côté  CE  (prop.  3.6). 
Mais  la  droite  A  F  est  égale  à  la  droite  C  D  :  donc 
BA  est  à  CD  comme  BC  est  à  CE  (prop.  7.6), 
et^  en  alternant^  A B  est  à  BC  comme  CD  est  à 
CE  (prop*  16. 5).  De  plus,  puisque  la  droite 
CD  est  parallèle  à  la  droite  BF,  là  droite  BC 
sera  à  la  droite  CE  comme  la  droite  FD  est  à 
la  droite  DE:  Mais  la  droite  DF  est  égale  à  la 
droite  AC  :  donc  BC  est  à  CE  comme  AC  est 
à  ED,  et  en  alternant,  BC  est  à  CA  comme  CE 
est  à  ED;  mais  puisqu'on  a  démontré  que  AB  . 
est  à  BC  comme  DC  est  à  CE^  et  que  BC  est  à 
CA  comme  CE  est  à  ED^  la  droite  BA  sera  à 
la  droite  AC  comme  CD  est  à  DE  (prop-  22,5). 
Donc  dans  les  triangles  équiangles  les  côtés 
qui  sont  autour  des  angles  égaux  âont  propor- 
tionnels^ et  les  côtés  qui  soutendent  des  angles 
égaux  sont  homologues  ;  ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 
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PROPOSITION    V. 

T  H  £  O  R  i  M  C. 

Si  deux  triangles  ont  leurs  côtés  proportionnels , 
ces  deux  triangles  set  ont  équiangles  ,  et  les  an- 
gles soutendus  par  les  cotés  homologues  seront 
égaux. 

Soient  deux  triangles  ABC,  DEF  (fig.  laS) 
dont  les  côtçs  soient  proportionnels,  de  ma- 
nière que  AB  soit  à  BC  comme  DE  est  à  EF^ 
que  BC  soit  à  CÀ  comme  EF  est  à  FD  et  que 
B  A  soità  AC  comme  ED  est  à  DF  :  je  dis  que 
les  triangles  ABC,  DEF  sont  équiangles  efque 
les  angles' soutendus  par  les  côtés  homologues 
sont  égaux,  savoir,  Tangle  ABC  égalàTangle 
DEF,  l'angle  BCA  égal  à  Fangle  EFD ,  et  enfin 
l'angle  BAC  égal  à  l'angle  E  DF. 

Construisez  sur  la  droite  EFet  aux.  points 
E,  F  l'angle  FEG  égal  à  Pangle  ABC  et  l'an- 
gle EFG  égal  à  l'angle  BCA  (prop,  25.  r  )  ;  le' 
troisième  angle  BAC  sera  égal  au  .troisième 
angle  EGF  (prop.  52.  i  )  :  donc  les. triangles 
ABC,  EGF  sont  équiangles  :  donc  dans  les  deux 
triangles  ABC ,  EGF,  les  côtés  qui  sont  autour 
des  angles  égaux  sont  proportionnels  et  les  cotés- 
qui  soutendent  les  angles  égaux  sont  homologues 
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(prop.  4-  6)  :  donc  AB  est  à  6C  comme  GE 
est  à  EF;  mais  ÂB  est  à  BC  comme  DE  est  à 
EF  :  donc  DE  est  à  EF  comme  GE  est  à  EF 
(  prop.  11.5);  donc  Tune  et  l'autre  des  droites 
DÉ ,  GE  ont  la  même  raison  avec  la  droite  EF  : 
donc  1^  droite  DE  est  égale  à  la  droite  GE 
(  prop,  9. 5).  La  droite  DF  sera  égale  i  la  droite 
GF,  par  la  même  raison.  Donc,  puisque  la  droite 
EG  est  égale  à  la  droite  DE ,  et  que  la  droite 
EF  est  commune ,  les:dettx  droites  DE,  EF  sont 
égales  aux  deux  droites  GE,  EF  ;  m«'iis  la  base 
DF  est  égale  à  la  base  GF  :  dope  Tangle  DEF  est 
^1  àTaugle  GEF  (prop./^.  i)  ;  donc  le  triangle 
DEF  est  égaLau  triangle  GEJP  et  les  autr>e&  angles 
qui  sont  soutendtis  par  le&  côtés  égaux  sont  en- 
core égauk  :  donc  l'angle  PFE  est  égal  à  Ta^gle 
GFE  et  Fanglé  EDF  é^  àPangle  EGF.  Puisque 
DEF  est  égal  àFangleGEF  et  que  l'angle  GEF 
est  égal;à  TanglefArBC/par  construction,  Tan* 
gle  ABC  sera  égal  àl'mgle  DEF.  Par  la  vaêmç. 
raison"  l'angie  ACB  sera  égal  à  Fangle  D.FE  et 
Tailgle  A  égal  à  l'aile  D.  :  doae.les  tri^Qgljes. 
ABC ,  DEF  sqm  éqùianglé^,  ï  ^  ^    : 

Do]|c.âi  deux  triangles  ont.  leurs  cptéa  gr^, 
portioimels,  ces  deux  triangles  .serout»  équi^iiir 
^es  j  et  les  dngles'soutendu^  jpar  les.<5Ôté$  homor-. 
Ibgues  seront  égaux.;  ce  qu'il  faUoit,  dfîmontf  ear. . 
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PROPOSITION    VI. 

THEOREME. 

Si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  à  un  angle,  et 
si  les  côtés  qui  sont  autour  des  angles  égaux 
sont  proportionnels ,  ces  deux  triangles  seront 
équicf.ngles  et  les  angles  soutendus  par  les  cotés 
homologues  seront  égaux. 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  DE  F 
(fig.  126),  ayant  un  angle  BAC  ^gal  à  un  angle 
E  D  F,  et  ayant  de  plus  les  côtes  qui  sont  autour 
des  angles  égaux  pre^ortionnels  entr'eux,  de 
manière  que  BA  soit  à  AC  cotxnne  ED  est  à 
DF  :  je  dis  que  les  trianj^es  ABC,  DEF  sont 
équiangles  et  que  Fanglc  ABC  est  égal  à  l'angle 
DEF  et  l'angle  ACB  égal  à  Fangle  X>FE. 

Sur  la  droite  DF  et  aux  points  D,  Fcons- 
tmisez  Tangle  FDG  égal  à  l'un  ou  à  l'autre  des 
angles  BAC,  EDF  et  l'angle  DFG  égal  à  l'an- 
gle ACB  (prop.  !i5-  I  ).  L'angle  restant  B  sera 
ég^l  à  l'angle  restant  G  (prop;  Sa.  i  )  :  dont  les 
triangles  ABC ,  DGF  sont  équiangles  :'d6nc  B  A 
est  à  AC  comme  G  D  est  à  D  F  (  prop.  4-  6)  ; 
mais  on  suppose  que  BA  est  à  AC  comme  ED 
est  à  DF  :  donc  ED  est  à  DF^commeGD  est 
à  DF  (prop.  1  ï .  5)  :  donc  le  côté  ED  «st  égal- 
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au  côté  DG  (prop.  9.  5)  ;  mais  le  côté  DF  est 
commun  :  donc  les  deux  droites  ED^  DF  sont 
égales  aux  deux  droites  GD,  DF;  mais  Tangle 
EDF  est  égal  à  langle  GDF  :  donc  la  base  EF  est 
égale  a  la  base  FG  (  prôp.  4.  i  )  ;  donc  le  triangle 
DE  F  égal  au  triangle  GDF  et  les  autres  angles 
qui  sont  soûtendus  par  les  côtés  égaux  sont  en- 
core égaux  :  donc  Tangle  DFG  est  égal  a  l'angle 
DTFE  et  Fangle  G  égal  à  Tangle  E.  Mais  l'angle 
t)  F  G  est  égal  à  Fangle  ACB ,  par.construction  : 
donc  Fangle  ÂCB  est  égal  à  DFE;  ntiais  Fangle 
frAC  est  supposé  égal  à  Fangle  EDF  :  donc 
Fangle .  resunt  B  e&t  égal  à  Fangle  restant  E 
(profp.'Ss.  I  )  :idoncJes  deux  triangles  ÂBC^ 
OE^P  ^ont  éqiiiabgles. 

Donc  SI  deux  tmngles  ont  un  anglp  égal  à 
un  angle,  et  si  les  côté$  qui  sofikt. autour  des 
angiesi  égaux  sont  propprtionnek  ^  ces  deux 
triimgle^  seront  équiangles ,  et  le^  angles^sou- 
-tenflùs  par  les  lËÔf  éft  bcduologues  Seront  égaux  ^ 
ce  qu'il  iSdl^t'démoatrer* 
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PROPOSItlON    VIL 

T  H  i  O  R  à  M  E. 

Si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  à  un  angle j 
si  les  côtés  placés  autour  de  deux  autres  angles 
sont  proportionnels  entr'eux,  et  si  chacun  des 
angles  restans  est  en  même  tems  ou  plus  petit 
ou  n'est  pas  plus  petit  qu'un  ansle  droit,. les 
triangles  seront  équiangfes  e^  les  angles  jQdjfr 
cen^  aux  côtés  proportionnels,  se^ront  égç,ux .  ^ 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  DEF  (fig:  làf) 
ayamt  un  angle  égal  à  un  <anglîe ,  savoir ,  iîpnglb 
BAC  égal  ft  l'angle' EDlE^etfcs  cotes;  qui  sont 
autour  de  deux  autres  angleé  AfiC ,  DBiE^pi*ôpor- 
iionnels  entr'eux,  de  xnéiûièr^iqae  DE  soit  à  EF 
comme  ÀB  ^st  à  B:C  v^  et  que-^ehaduu  dbs'deuk 
auth^s  angles  ACB ^DFE  soit  plus  petiti^-tm 
angle  tlroit  t  je  dis  q»^  ks  triangles  ABCî^BEF 
som  éqtiiatigles^  que  Ulrû^e  AfiC  e^tégplàirafiH 
gle  DEF,  et  l'angle  ACBegaUUangle  DF,B>.  ^ 
Car  si  l'angle  ABC  n'est  pas  égal  à  l'angle 
DEF,  l'un  d'eux  sera  plus  grand.  Que  l'angle 
ABC  soit  le  plus  grand.  Construisez  sur  la  droite 
A B  et  au  point  B  un  angle  ABG  égal  à  l'angle 
DEF  (prop.25.  i  ).  t 

'  Puisque  l'angle  A  est  égal  à  l'angle  D  et  l'an- 
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gleABG  égal  à  l'angle  DEF,  Tanigle  AGB  sera 
égal  à  l'angle  DFE  (prop.  53 .  i  )  :  donc  les  trian- 
gles ABG,  DEF  so^t  équiangles  :  donc  AB  est 
à  BG  comme  DE  est  à  EF  (prop. 4-  6)  ;  mais 
par  supposition  DE  est  à  EF  comme  AB  est 
à  BC  :  donc  AB  est  a  BC  comnie  AB  pst  ^  BG 
(  prop.  1 1 .  5  )  :  donc  la  droite  AB  a  la  mcme 
raison  avec  chacune  des  droites  B  C  ^BG  :  4pnc 
la  droite  BG  sera  égale  à  la  droite  ^G  et  par 
conséquent  Taz^le  BGC  est  égal  à.rang]e  BCG 
(prop.  5.  I  )  ;  mais  otk  a  suppo€^  .^^e.l'aog^  G 
est  plus  petit  qu^un  an^le  drojitfidoiîç.r^^le 
BGC  est  plus  petit  qu'un  angle  drtn^iÇSttp^  iÇOU- 
séqi^nt  langle:  de.duîtè  AGB  e^  j^u^.^gpi^d 
qu'un  angle  droit  (  pro^.  i3.  i  )  ;  iwî&'on  a  dir 
montré  que  J'angk.AGB  est  é|92i  à  T^gle  F  ; 
donc  l'angle  F  est -plos  grand  qu'un  aQg}e|(^i;oit.î 
mais  on  a  supposé  qa'U.etoit  plus  pe^t.qU^ 
«bg^edroit,  oe5Gfui'^st<ftbsui*de  :  donc  Içs  fofgles 
ABC  j  DEF  lieront  pas  inégaux  :  dQn^  ils.  soi^t 
égaux  ;  mais  l'angle  Atesti^eil^reip^  D  ;  ^QUfi 
l'angle  C  est  égal  à  l'angle  F  :  donc  les  triaiigles 
ABC,  DEF  sont  égaux. 

Supposons  à  présent  que  l'un  et  l'autre  des 
angles  C,  F  n'est  pas  plus  petit  qu'un  angle  droit  : 
je  dis  encore  que  les  uiangles  ABC,  DEF  sont 
équiangles. 


m4  élémens 

Ayant  fait  la  même  construction ,  nous  de*- 
montrerons  semblablement  que  le  côté'BC  est 
égal  au  côté  BG  et  l'angle  C  égala  l'angle  BGC  ; 
mais  l'angle  C  n'est  pas  plus  petit  qu'un  angle 
droit  :  donc  l'aiigle  BGC  n'e^t  pas  plus  petit 
qu'un  angle  droit  :  donc  deux  angles  du  trian- 
gle BGC  ne  sont  pas  plus  petits  que  deux  angles 
droits ,  ce  qui  est  impossible  (  prop  .17.1):  donc 
les  angles  ABC ,  DE  F  ne  sont  pas  inégaux  : 
donc  ils  sont  égaux  ;  mais  l'angle  A  est  égal  à 
l'angle  D  :  donc  l'angle  C  est  égal  à  l'angle  F 
(prop.  52.  i ;)  :  donc  les  triangles  ABC,  DEF 
sont  'équiiukgles . 

Donc  si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  à  un 
angle ,  si  les  cotés^  placés  autour  de  deux  autres 
-angles  sont  proportionnels  éntr'eux ,  et  si  cha- 
cun dès  angles  restans  est  en  même  tçms  plus 
petit  ou  n'est  pas  plus  petit  qu'un  angle  droite 
les  triangles  seront  équiangles  et  les  angles  ad)»- 
cens  aux  côtés  proportionnels^  seront  é^aùx; 
ce  qii'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    VIII. 

T  H  É  O  R  Ê'M  s: 

Si  dans  wi  triangle  rectangle  on  conduit  une 
perpendiculaire  de  V angle  droit  sur  la  base,  les 
triangles  placés  autour  de  la  perpendiculaire 
sont  semblables  au  triangle  total  et  semblables 
entf^eux. 

Soit  le  triangle  rectangle  ABC  (fig.  1 28  )  dont 
Fangle  BAC  est  droit;  du  point  A  conduisez  la 
perpendiculaire  AD  sur  la  base  BC  :  je  dis  que 
les  triangles  ABD,  ADC  sont  semblables  iiu 
triangle  total  ABC  et  semblables  entr'eux. 

Car  puisque  l'angle  BAC  est  égal  à  l'angle 
ADB ,  étant  droits  l'un  et  l'autre^  et  que  l'augle 
B  est  ecHumun  aux  deux  triangles  ABC ,  ABD, 
l'angle  restant  ACB  sera  égal  à  l'angle  restait 
BAP  (prop.  53.  I  )  ;  donc  les  deux  triangle.s 
ABC,  ABD  sont  équian^es  :  donc  le  côté  BC 
qui  soutend  l'angle  droit  du  triangle  ABC ,  est 
au  côté  B  A  qui  soutend  l'angle  droit  du  triangle 
ABD  comme  le  côté  AB  qui  soutend  l'angle  C 
du  triangle  ABC ,  est  au  côté  BD  qui  soutend  un 
angle  égal  à  l'angle  C ,  c'est-à-dire  l'angle  B  AD 
du  triangle  ABD,  et  enfin  comme  le  cQté  AC 
est  au  cô^é  AD  qui  soutend  un  soigle  B  conuxiun 

P 
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à  ces  dpifx  triangles,  :  donc  les  iriangleS; ABC  ^ 
ABD  sont  équiangles ,  et  les  côtés  places  autour 
à  des  angles  égaux  sont  proportionnels  etitre 
eux  (prop.  4-  6)  :  donc  le  triangle  ABC  est  sem- 
blable au  triangle  ABD  (déf.  i.6).  Nous  dé- 
montrerons que  de  même  le  triangle  ADC  est 
semblable  au  triangle  ABÇ  :  donc  chacun  des. 
triangles  ABD,  ADC  est  semblable  au  triangle 
total  ABC. 

'  '*ife,dis*de  plus  que  les  triangles  ABD,  ADC 
sotit'seiliblàbles  eUtr'êlix. 

'"".Car  puisque  rângîé'drbit  BDA  est  égal  à 
ran^ê'  droit  ADC ,  et  à  causé  qu'il  a  été  dé- 
montré que  l'angle  B  A  D  est  égal  à  l'angle  C , 
l'afagle  restant  B  sera  égal  à  l'ànglë' restant  D  AC 
(prôp.Si*.  i)  :  donc  lès  deux  triangles  ABD, 
A.Dé  sont  équiangles  :  donc  le' côté  BD  du 
triangle  ABD,  qui  sbutend  l'angle  B  AD  est  au 
côté  DA  du  triangle  ADC ,  qui  sdûtênd  l'angle 
C  égal  à  Paiigle'  B  AD,  comme  le  côté  AD  du 
triangle  ABD  qui  soutend  Tarigle  B  est  au  côte 
©C  dii  ti'îatigle  ADC  qui  sôutènd  l'angle  DAC 
^gàl  âTariglëB,  et  comme  le  côté  BA  qui  sou- 
tend  l'angle  d^oit  ADB  est  au  côté  AC  qui  sou- 
tend  l'an^'le  droit  ADC  (  prop.  4.  6  )  :  donc  le 
triangle  ABD  est  semblable  au  triangle  ADC 
(déf.  1.6).        '  *•  ^  '•  * 
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Donc  si  dans  un  triangle  rectangle ,  ôri  con- 
duit une  perpendiculaire  de  l'angle  droit  sur  la 
base,  les  triangle^  phcés  autour  de  la  perpen- 
diculaire «ont:  sjBmblablefl  au  triangle  total  et 
semblables  entr'^ux;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

c   OR  O  L  X   Â   1   R  ïi. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  un  triangle  rectangle 
là  perpendiculaire  conduite  de  l'anglç  droit  sur 
la  base  ^  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
segmens  de  la  base,  et  que  .chaque  côte  de  J'angle 
droit  est  ûioyen  proportionneïemre  la  base  et 
le  segment  qui  lui  est  contigu. 

PRÔP  6  S  I  T  ION    I  X. 

P  R  O  B  L  Ê  M  E. 

D'une  droite  d^njif^^  retranchen  une  partie 
demandée. 

Soit  AB  (%.  i;2î9^}  la  droite  donne»  :  il  faut 
dq  fe  droite  AB  retrancher  W3ie;partiei^epiandée,  " 

Qi^e'la  partie  demandée  so^t  le  tiers  de  cçtte 
droite  vdiipoioi:  A. condiiis^ez' une  droite  quel- 
conque AC  qui  fasse  avec  la  droite  AB.un  angle 
^lurfponqiiej;  prençz  soi:  la  dr^it^  AÇ  uappint 
qaelçqqque  D;  et  feites  Jç^  droites,  DE,  EiÇ 
égales . chacune. i  la  droite  AD  ,( prop;  5.  i  ) ^ 
conduisez  ensui^j^Jg  fÏTpi^iBÇ.^^P^^  Ip  ppintlf) 

2 


:2aft  é  L  é  M  Ë  H  S 

condimez  la  droite  DP  parallèle  à  la  droite  BC 

(prop.  5i.i). 

Puisqu'on  a  conduit  la  droite  FD  parallèle  î\ 
un  des  côtés  du  tpangle  ÀBC,  savoir,  au  côté 
BG ,  la  droite  CD  sera  à  la  droite  DA  comme 
la  droite  BF  est  à  la  droite  FA  (prop.  2,6)  ; 
mais  la  droite  C  D  est  double  de  la  droite  D  A  : 
donc  la  droite  B  F  est  double  de  la  droite  FA  : 
donc  la  droite  B  A  est  double  de  la  droite  A  F. 

Donc  on  a  retranché  de  la  droite  donnée  AB 
•a  troisième  partie  demandée  ;  ce  cju'il  falloit 
faire. 

P  R  0  P  O  S  I  T  I  O  N    X. 

PROBLEME. 

Partager  une  droite  donnée  qui  n'est  point  par* 
tagée  de  la  ntêfkô  manière  qu'une  autre  droite 
donnée  est  partagée. 

Siit- AB  (  fig:  ï  5o  )  la  droite  donnée  qui  n  est 
poliit  pàiMôgée'eit  AC  là  droite  doimée  qui  est 
partajgée  :  il  faut  patrtûger  la  droite  AB  qui  n^est 
pas  partagée  de  la  mêiue  manière  que  la  droite 
A  C  est  partagée.  ' 

Que  la  droite  A  C  soit  partagée  atbt  |>dint8 
D ,  E ,  et  que  les  droites  AÈ , 'AB  soient  placées 
de  ipanièro  qu'elles  cdm^rennent  un  '  angle 
quelconque.  Oonduisek ik  droite  BC^  et  par  les 


B'E  U  C  li  I  D  £.'  22g 

points  D,  E,  conduisez  les  droites  DF,  EG 
parallèles  à  la  droite  BC  (prop.  3i .  i  ) ,  et  par 
le  point  D  conduisez  la  droite  DHK  parallèle 
à  la  droite  AB. 

Les  figures  FH^  HB  sont  des  parallélo- 
grammes, et  par  conséquent  la  droite  DH  est 
égale  à  la  droite  FG  et  la  droite  HK  égale  à  la 
droite  GB  (prop.  54*  i)  ;  et  puisqu'on  a  conduit 
la  droite  HE  parallèle  à  un  des  côtés  du  triangle 
DKC,  savoir,  au  côté  KG ,  la  droite  CE  sera  à 
la  droite  ED  comme  la  droite  KH  est  à  la  droite 
HD  (prop*  â.  6)  ;  mais  puisque  la  droite  EH  est 
égale  à  la  droite  BG  et  que  la  droite  HD  est 
égalera  la  droite  G  F,  la  droite  C  E  est  à  la  droite 
ED  comme  la  droite  B G  est  à  la  droite  G  F.  De 
plus  9  puisqu'on  a  conduit  la  droite  F  D  parallèle 
à  un  des  côtés  du  triangle  AGE ,  savoir  au  côté 
EGy  la  droite  ED  sera 'à  la  droite  DA  comme 
la  droite  G  F  est  à  la  droite  FA.  Mais  on  a  dé- 
montré que  la  droite  CE  est  à  la  droite  ED 
comme  la  droite  BG  est  à  lu  droite  G  F  :  donc  la 
droite  CE  est  à  la  droite  ED  comme  la  droite  BG 
est  à  la  droite  G  F,  et  la  droite  ED  est  à  la  droite 
DA  comm^  la  droite  GF  est  à  la  droite  FA. 

Donc  la  droite  dwmée  AB ,  qui  n'est  parta- 
gée,  a  été  partagée  de  la  même  manière  que 
la  droite  donnée  AC^  ce  qu'il  faUoit  faire 
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PROPOSITION    XI. 

P  k  O  B  L  E  M  E. 

Deux  droites  étant  données ,  trousser  une  troisième 
proportionnelle. 

Soient  AB,  AC  (fig.  i5i  )  les  deux  droites^ 
données;  placez-les  de  manière  qu'elles  com- 
prennent un  angle  quelconque  :  il  faut  trouver 
'  une  troisième  proportionnelle  aux  droites  AB , 
AC, 

Prolongez  leà  droites  AB_^  AC  vers  les  points 
D ,  E  ;  faites  la  droite  BD  égale  à  la  <Jroite  AC  ; 
menez  la  droite  BC ,  et  par  le  point  D  menez  la 
droite  D  E  parallèle  à  la  droite  B  C  (  prop .  5 1 .  i  ) . 

Puisque  la  droite  BC  est  parallèle  à  un  deS: 
côtés  du  triangle  ADE ,  savoir  au  côté  DE,  la 
droite  AB  sera  à  la  droite  BD  comme  la  droite 
AC  est  à  la  droite  CE  (prop. 2. 6);  mais  la 
droite  BD  est  égale  à  la  droite  AC  :  donc  la 
droite  AB  est  à  la  droite  AC  comme  la  droite 
AC  est  à  la  droite  CE. 

Donc  les  deux  droites  AB^  A  C  ayant  été  don- 
nées, on  a  trouvé  une  troisième  proportion- 
nelle CE;  ce  qu'il  falloit  faire; 
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PROPOSITION    XII. 

P  R  O  B  L  £  M  £.. 

Trois  droites  étant  données ,  trouver  une  qua-' 
trième  proportionnelle. 

Soient  AyB,  C  (fig.  i32)  les  trois  droites 
données ,  il  faut  trouver  une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  trois  droites  A,  B,  C» 

Menez  les  deux  droites  DE^  DF,  compre- 
nant un  angle  quelconque  EDF  ;  faites  la  droite» 
DG  égale  à  la  droite  A^  la  droite  GE  égale  à  la 
droite  B  et  la  droite  DH  égale  à  la  droite  C. 
Menez  la  droite  G  H,  et  par  le  point  E  menez 
la  droite  EF  parallèle  à  la  droite  G  H. 

Puisque  la  droite  G  H  est  parallèle  à  un  des. 
côtés  du  triangle  DEF^,  savoir  au  côté  EF,  la 
droite  DG  sera  à  la  droite  GE  comme  la  droite- 
DH  est  à  la  droite  HF  (grop.  2.6).  Mais  la 
droite  DG  est  égale  à  la  droite  A ,  la  droite  GE^ 
égale  à  la  droite  B,  et  la  droite  DH  égale  à  la 
droite  C  :  donc  la  droite  A  est  à  la  droite.  R 
comme  la  droite  C  est  à  la  droite  H  F. 

Donc  trois  droites  A ,  B ,  C  étant  données ,  on 
a  trouvé  une  quatrième  proportionnelle  HF;  ce 
qu'il  falloit  faire. 
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PROPOSITION    XIII. 

PROBLÈME. 

Deux  droites  étant  données,  trouver  une  moyenne 
proportionnelle. 

Soient  ÀB,  BC  (fig.  i55)  les  deux  droites 
données  ;  il  faut  trouver  une  moyenne  propor- 
tionnelle^ entre  ces  deux  droites. 

Placez  ces  deux,  droites  dans  la  même  direc- 
tion ,  et  sur  la  droite  AC  décrivez  le  demi-cercle 
ADC ,  du  point B  élevez  la  perpendiculaire  AC 
et  menez  les  droites  AD,  DC  (prop.  n.  i  ). 

Puisque  Tangle  ADC  est  dans  un  demi-cercle, 
cet  angle  est  droit  (prop.  5i.  5);  et  puisque 
dans  le  triangle  rectangle  ADC  on  a  conduit  de 
l'angle  droit  la  droite  DB  perpendiculaire  sur  la 
base ,  la  droite  DB  sera  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  segmens  de  la  base  AB,  BC 
(corroLÔ.  6). 

Donc  les  deux  droites  AB,  BC  ayant  été' 
données ,  on  a  trouvé  mie  moyenne  propor- 
tionnelle DB  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 
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PROPOSITION    XIV. 

PKOBLiME. 

Si  deux  parallélogrammes  égaux  ont  un  angle 
égal  à  un  angle,  les  côtés  qui  sont  placés  autour 
des  angles  égaux  sont  réciproquement  propor^ 
tionnels  ;  et  si  deux  parallélogrammes  ont  un 
angle  égal  à  im  angle,  et  si  lés  côtés  qui  sont 
placés  autour  des  angles  égaux  sont  récipro^ 
quement  proportionnels  ,  ces  deux  parallélo^ 
grammes  sont  égaux  entr'eux. 

Soient  AB^  BC  (fig.  i54)  deux  parallélo- 
grammes égaux ,  ayant  deux  angles  égaux  en  B« 
Placez  la  droite. BE  dans  la  direction  de  DB; 
la  droite  BG  sera  dans  la  direction  de  FB 
(  prop.  i4*  I  )  :  je  dis  que  les  côtés  des  parallé- 
logrammes AB,  BC  qui  sont  placés  autour  des 
an^ès  égaux  sont  réciproquement  propordon- 
nels^  c'est-à-dire  que  DB  est  à  BE  comme  GB 
estàBF. 

Achevez  le  parallélogramme  FE. 

Puisque  le  parallélogramme  AB  est  égal  au 
parallélogramme  BC  et  que  EF  est  un  troisième 
parallélogramme^  AB  sera.à  FE  comme  BC  est 
à  FE  (prop.  7.5);  mais  AB  est  à  FE  comme 
DB  est  à  PE  (prop.  1.6);  et  BC  est  à  FE 
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>5onime  GB  est  à  BF  :  donc  DB  est  à  BE  comme 
GB  est  à  BF  (prop.  1 1  •  5  )  :  donc  les  côtés  des 
parallélogrammes  AB,  BC  qui  sont  autour  des 
angles  égaux  sont  réciproquement  proportion- 
nels. 

Supposons  à  présent  que  les  côtés  qui  sont 
autour  des  angles  égaux  soient  réciproquement 
proportionnels,  c'est-à-diré  que  DB  soit  à  BE 
comme  GB  est  à  BF  :  je  dis  que  le  parallélo- 
gramme AB  est  égal  au  parallélogramme  BC. 

Puisque  DB  est  à  BE  comme  GB  est  à  BF- 
que  DB  est  à  BE  comme  le  parallélogramme 
AB'CSt  au  parallélogramme  FE  (prop.  i .  6) ,.  et 
que  GB  est  à  BF  comme  le  parallélogramme 
ÇC  est  au  parallélogramme  FE,  AB  sera  à  FE 
comme  B C  est  à  FE  (prop.  1 1 . 5  )  :  donc  le  pa- 
rallélogramme AB  est  égal  au  parallélogramme 
BC  (prop.  9.  5). 

Donc  si  deux  parallélogrammes  égaux  ont  un- 
angle  :  égal  à  un  ■.  angle ,  les  côtés  qui  sont  autour 
des  angles  égaux  sont  réciproquement  propor- 
tionnels; et  si  deux  parallélogrammes  ont  un 
angle  égal  à  un  angle  ^  et  si  les  côtés  qui  sont 
autour  des  angles  égaux  sont  réciproquement 
proportionnels,  ces  deux  parallélogrammes  sont 
égaux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XV. 

THEOREME. 

Si  deux  triangles  égaux  ont  un  angle  égal  à  un 
augle,  les  côtés  placés  autour  des  angles  égaux 
sont  réciproquement  proportionnels;  et  si  deux 
triangles  ont  un  angle  égal  à  un  angle ,  et  si 
les  côtés  placés  autour  de  ces  angles  égaux  sont 
réciproquement  proportionnels,  ces  deux  triant 
gles  sont  égaux  entr'eux. 

Soient  ABC,  ADE  (fig.  i55)  des  triangles 
égaux ,  ayant  un  angle  égal  à  un  angle,  savoir, 
Fangle  BAC  égal  à  l'iangle  D AE  :  je  dis  que  les 
côtés  des  triangles  ABC,  ADE  placés  autour 
des  angles  égaux  sont  réciproquement  propor- 
tionnels entr'eux,  c'est-à-dire  que  C A  est  à  AD 
comme  E A  est  à  AB. 

Placez  ces  triangles  de  manière  que  la  droite 
CA  soit  dans  la  direction  de  la  droite  AD;  la 
droite  E  A  sera  dans  la  direction  de  la  droite  AB 
(prop.  14. 1  ).  Menez  la  droite  BD. 

Puisque  le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle 
ADE  et  que  ABD  est  un  autre  triangle ,  le  trian- 
gle C  AB  sera  au  triangle  B  AD  comme  le  trian- 
gle ADE  est  au  triangle  B  AD  (prop.  7 . 5)  ;  mais 
le  triangle  C  AB  est  au  triangle  B  AD  comme  C  A 
es^  à  AD  (prop.  1.6),  et  le  triangle  E;AD  est 
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au  triangle  BAD  comme  E A  est  à  AB  :  donc  C A 
est  à  AD  comme  E  A  est  à  AB  (prop.  1 1 .  5)  : 
donc  les  côtés  des  triangles  ABC,  A  DE,  qui 
sont  autour  dic^  angles  égaux ,  sont  réciproque- 
inent  proportionnels. 

Supposons  à  présent  que  les  côtés  des  trian- 
gles ABC,  ADE  soient  réciproquement  pro- 
portionnels ,  c'est-à-dire  que  CA  soit  à  AD 
comme  EA  est  à  AB  :  je  dis  que  le  triangle  ABC 
^st  égal  au  triangle  ADE.  Menez  BD. 

Puisque  C  A  est  à  AD  comme  EA  est  à  AB , 
que  ÇA  est  à  AD  comme  le  triangle  ABC  est 
au  triangle  BAD  (prop.  1.6),  et  que  EA  est 
à  AB  comme  le  triangle  E  AD  est  au.  triangle 
BAD,  le  triangle  ABC  sera  au  triangle  BAD 
comme  le  triangle  E  AD. est  au  triangle  BAD 
(  prop.  1 1  •  5  )  :  donc  l\in  et  Tautre  des  triangles 
A  B  G ,  A  D  E  ont  la  même  raison  avec  le  triangle 
BAD  :  donc  le  triangle  ÂBC  est  égal  au  triangle 
EAD  (prop.  9.  5). 

Donc  si  deux  triangles  égaux  ont  un  angle  égal 
à  un  angle ,  les  côtés  placés  autour  de  ces  angles 
égaux  sont  réciproquement  proportionnels;  et 
si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  à  ui^  angle,  et 
§i  les  côtés  placés  autour  des  angles  égaux  sont 
réciproquement  proportionnels,  ces  deux  trian- 
gles seront  égaux  ;.  ce  qu  il  fal|oit  démontrer» 
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PROPOSITION    XVI. 

/ 

THÉORÈME. 

Si  quatre  droites  sànt  proportionnelles  ^  le  rectan^ 
gle  compris  sous  les  deux  droites  extrêmes  est 
égal  au  rectangle  qui  est  compris  sous  les  deux 
droites  moyennes;  et  si  le  rectangle  compris  sous 
deux  droites  extrêmes  est  égal  à  celui  qui  est 
compris  sous  deux  4^oites  moj^ennesy  ces  quatre 
droites  sont  proportionnelles. 

Soient  AB,  CD,  E^  F  (fîg.  i36)  quatre  droite» 
proportionnelles  de  manière  qu'on  ait  AB  est  k 
C  D  comme  E  est  à  F  :  je  dis  que  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  Afi ,  F  est  égal  au  rec- 
tangle compris  sous  les  droites  CD,  E. 

Des  points  A ,  C  et  sur  les  droites  AB,  CD  éle- 
vez les  perpendiculaires  AG ,  CH  (prop.  1 1 .  i)  » 
faites  la  droke  AG  égale  à  la  droite  F  et  la  droita 
C  H  égale  à  la  droite  E  ,  et  terminez  les.parallé?» 
logrammèsBG,  DH. 

Puisque  AB  est  à  CD  comme  E  est  à  F  et 
que  E  est  égal  à  CH  et  F  égal  k  AG  ,:.AB.  9era 
à  CD  comme  CH  est  à  AG  (prop.  y,  5):  donc 
les  cdtés  des  parallélogrammes  BG,  DH  placés 
autour  des  angles  égaux,  sont  ^éGipl^oqtiement, 
proportionnels  ;  mais   lorsque  les  côtés  des 
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parallélogrammes  .équlahgles  qui  sont  autour 
des  angles  égaux  sont  réciproquement  propor- 
ûoniiels ,  ces  parallélogranunes  sont  égaux  entre 
eux  (prop.  i4-6).  :  donc  le  parallélogramme 
BG  est  égal  au  parallélogramme  DH;  mais  le- 
parallélogramme  BG  est  compris  sous  les  droites 
AB ,  F  ;  car  AG  est  éggl  à  F  ,  et  lé  pârallélo- 
cramnie  DH  est  compris  sous  les  droites  G  D^  E  ; 
puisque  G  H  est  égal  à  JE  :  donc  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  AB ,  F  est  égal  à  celui 
qui  est  compris  sous  les  droites  CD,  E. 

iSi  le  rectangle  compris  sous  les  droites  AB , 

'F  est  égal  à  celui  qui  est  compris  sous  lesdroiteâ 

G  D ,  E  :  je  dis  que  ces  quatre  (koUes  sont  pro- 

portioni^eUes ,  c'est-à-dire  que  AB  est  à  CD 

comme  E  est  à  F'.  f' 

*  Faites  la  même  construction-*^  le  rectangle 
^compris  sous  les  droites  AB,  F  est  égal  à  cehii 
<qui  est  compris  sous  les  droites  CD;  E  ;  ihais  là 
rectangle  BG  est  compris  sous  les  droites  AB^  F  f 
car  A  G  est  égal  à  F  et  le  rectangfe  DH)  est  coin-* 
pri^  sous  les  droites  CD,  E;  car  G  H  est  égal 
àE*  :  donc  lé  paraUélbgfamme  BG  est  égal*  àir 
{>arallélogramnie  DH  et  ces  dcux^'panalTëfô- 
grammes  sont  ^équiengles.  Mais  les  jcôtés  de» 
parallélogrammes'  égautiet  équcangle»  placés 
autour  des  angles  égaux  sont  récipro<]aemenÇ 
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proportionnels  (prop.  i4- 6)  :  donc  AB  est  à  CD 
comme  CH  «st  à  AG ;  mais  C H  est  égal  à  E  et 
A  G  égal  à  F  :  donc  A  B  est  à  CD  comme  E  psi 
à  F. 

Donc  si  quatre  droites  sont  proportionnelles^ 
le  rectangle  compns  sous  les  droites  extrêmes 
est  égal  au  rectangle  compris  so^s  les  droites 
moyennes  ;  et  si  un;r^ectangle  compris  sous  deul 
droites  extrêmes  est  égal  à  un  rectangle  compris 
sous  deux  droites  moyeimes^ces  quatre  jdroites 
sont  proportionnelles  ;  ce  qu'il  fsdloit  démontrer  a 

PROPOSITION    XVII. 

T  H  ï  O  R  i  M  fi. 

S.i  trois  droites  sont  proportionnelles  ,  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  extrêmes  est  égal  au 
quarré  de  la  droite  moyenne^  et  si  un  rectangle 
compris  sçus  deux  droites  extrêmes  est  égal  aif> 
quarré  d'une  droite  moyenne ,  ces  trois  droites 
sont  proportionnelles .  ,. 

Soient  AE,  BG^  G  (fig.  iSy)  *trois  droite^ 
proportionnelles',  de  manière  que  loti  ain  AÉ 
est  à  BG  comme  BG  esta  C  :  je  dis  que  lerec- 
tangle  compris  sous  les 'droites  AE^  C  est  égal 
gjx  quarré  de  BG.     =      '; 

Faites  k  droite  D  égale  à  la  droite  B  G-   -   > 
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Puisque  AE  est  à^BG  comme  B  G  est  a  C  et 
que  BG  est  égal  à  D ,  là  droite  AE  sera  à  la 
droite  B  G  comme  la  droite  D  est  à  la  droite  C  ; 
mais  si  quatre  droites  sont  proportionnelles ,  le 
rectangle  compris  sous  les  droites  extrêmes  est 
égal  à  celui  qui  est  compris  sous  les  droites 
inpyennes  (  prop.  i6. 6  )  :  donc  le  rectangle 
compris  sous  les  droites  AE ,  C  est  égal  à  celui 
qui  est  compris  sous  les  droites  B  G ,  D.  Mais  le 
rectangle  compris  sons  les  droites  BG,  D  est 
égal  au  quart*é  de  B  G ,  car  la  droite  BG  est  égale 
à  la  droite  D  :  donc  le  rectangle  compris  sous 
les  droites  AE ,  C  est  égal  au  quarré  de  BG. 

Si  le  rectangle  compris  sous  les  droites  AE ,  C 
est  égal  au  quarré  de  BG  r  je  dis  que  AE  est  à 
BG  comme  BG  est  à  C. 

Faites  la  même  construction.  Puisque  le  rec- 
tangle compris  sous  les  droites  AE^  C  est  égal 
au  quarré  de  B  G  et  que  le  quarré  de  BG  est  un 
rectangle  compris  sous  les  droites  BG ,  D^  car 
BG  est  égal  à  D  ^  le  rectangle  compris  sous  les 
droites  A£ ,  C  est  égal  au  rectangle  compris  sous 
les  droites  BG^  D.  Mais  si  un  rectangle  compris 
sous  deux  droites  extrêmes  est  égal  à  un  rectangle 
comjHris  sous  deux  droites  moyennes , .  es  quatre 
droites  seront  proportionnelles  (prop  i6»  6)  : 
donc  AE  est  à  BG  comme  P  est  à  C  ;  mais  BG  est 
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égal  à  D  :  donc  AE  est  à BG  comme  BG  est  à  C. 
Donc  si  trois  droites  sont  proportionnelles, 
le  rectangle  compris  sous  les  droites  extrêmes 
sera  égal  au  quarré  de  la  droite  moyenne  ;  et  si 
un  rectangle  compris  sous  deux  droites  extrêmes 
est  égal  au  quarré  de  la  droite  moyenne ,  ces 
trois  droites  seront  proportionnelles ,  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITIOîi'    XVIII, 

* 

PROBLÈME. 

Sur  une  droite  donnée  j  décrire  une<  figura  recti'^ 
ligne  semblable  à  une  autre  et,  semblàblement 
placée. 

Soit  AB  (fig.  i58)  la  droite  donnée  et  CE  la 
figuré  donnée  :  il  Êiut  sur  la  droite  AB  décrire 
une  figure  semblable  à  la  figure  G  E  et  sembla* 
blcment  placée.  .     ) .  :      ^ 

Menez  la  droite  DF,  et  sûr  la  droite  AB  et  aux 
points  A ,  B  faites  l'angle  G  AB  égal  à  Fanglé  C , 
et  Tangle  ABG  égal  à  l'angle CDF  (prop.  a5.  i)  5 
l'angle  restant  C  F  D  sera  égal  à  l'angle  restant 
AGB  (prop.  52.1):  donc  les  triangles  FCD^  GAB 
sont  équiangles  :  donc  FD  est  à  GB  comme  FC 
est  à  GA,  et  comme  CD  est  à  AB  (prop.  4*6). 
Construisez  ensuite  sur  la  droite  BG  et  aux  points 

Q 
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angles  ^gaux  sont  réciproquement  proportion- 
nels (prop.  i5.  6)  :  donc  le  triangle  ABG  est 
égal  au  trianglç  DEF.  Mais  puisque  BC  est  à  EF 
comme  E F  est  à  B G,  et  que  lorsque  trois  droites 
sont  proportionnelles,  la  première  et  la  troisième 
sont  entr'èlles  en  raison  doublée  de  la  première 
et  de  la  seconde  (déf.  i  o .  5  ) ,  les  droites  BC  et  BG 
seront  entr'èlles  en  raison  doublée  de  BC  et  de 
EF  ;  mais  BC  est  à  BG  comme  le  triangle  ABC 
est  au  triangle  ABG  (prop.  i .  6)  :  donc  le. trian- 
gle ABC  et  le  triapgle  ABG  sont  entr'eux  en 
rai§oo  doublée  de  BC  et  de  EF  ;  mais  le  triangle 
ABG  est  égal  au  triangle  DEF  :  donc  le  triangle 
ABC  et  le  triangle  DEF  sont  entr'eux  en  raison 
doublée  de  BC  et  de  EF  (prop.  7.  5).      . 

Donc  les  triangles  semblables  sont  entr'eux 
en  raison  doublée  des  côtés  homologues;  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

COROLLAIRE. 

Il  suit  manifestement  de  là  que  si  trois  droites 
«ont  proportionnelles ,  la  première  sera  à  la  troi- 
sième comme  triangle  décrit  sur  la  première  est 
triangle  semblable  qui  est  décrit  semblablement 
sur  la  seconde ,  puisqu'il  a  été  démontré  que  CB 
est  à  BG  comme  le  triangle  ABC  est  au  triangle 
ABG,  c'est-à-dire  au  triangle  DEF. 
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PROPOSITION    XX. 

THÉORÈME. 

Les  polygones  semblables  peuvent  se  diviser  en 
triangles  semblables  ^  égaux  en  nombre  et  pro" 
portionnels  aux  polygones  ;  et  ces  polygones 
sont  entr'eux  en  raison  doublée  de  leurs  côtés 
homologues. 

Soient  ABCDE,  FGHKL  (fig.  i4o)  deux 
polygones  semblables  et  que  le  côté  A  6  soit 
l'homologue  du  côté  FG  :  je  dis  que  les  poly- 
gones ABCDE ,  FGHKL  peuvent  se  diviser  en 
triangles  semblables ,  égaux  en  nombre  et  pro- 
portionnels aux  polygones.,  et  que  les  polygones 
ABCDE,  FGHKL  sont  entr'feux  en  raison 
doublée  des  côtés  AB ,  FG, 

Menez  les  drpitçs  BE,  EC,  GL,  LH. 

Puisque  le  polygone  ABCDE  est  semblable 
au  polygone  FGHKL,  l'angle  BAE  est  égal  à 
l'angle  GFL;  mais  BA  est  à  AE  comme  GF^stti 
FL  :  donc  ,  puisque  Cjes  deux  triangles  ont  uïi 
angle  égal  à  un  angle^  et  que  les  côtés'  pl^^èée 
autour  des  angles  égaux  sont  propartionnèlsi, 
les  triangles  ABE,  FGL  seront  équiangles 
(prop:  6.  6)  ,  et  par  conséquent  semblifbles 
(prop.  4«  6)  :  donc  Fangle  ABE^^st  égal  à  Van- 
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gleFGL;  mais  l'angle  total  ABC  est  égal  à 
Fangle  total  F  G  H,  à  cause  de  la  similitude  des 
polygones  :  donc  l'angle  restant  EBC  est  égal 
à  l'angle  restant  LG  H  ;  mais  à  cause  de  la  simi- 
litude des  triangles  ABE ,  FGL,  EB  est  à  BA 
comme  LG  est  à  GF,  et  à  cause  de  la  similitude 
des  polygones^  AB  est  à  BC  comme  FG  est  à  GH, 
EB  sera  à  BC  comme  LG  est  à  GH  (prop.  22, 5) , 
c'est-à-dire  que  les  côtés  placés  autour  des  an- 
gles égaux  EBC^  LGH  seront  proportionnels  : 
donc  les  triangles  EBC,  LGH  sont  équiangles 
(  prop.  6.6),  et  ,par  conséquent  semblables 
(prop.  4-  6)«  Par  la  même  raison ,  les  triangles 
ECD,  LHK  sont  encore  semblables  :  donc  les 
polygones  ABCDE,  FÇHKL  sont  divisés  en 
triangles  semblables  et  égaux  en  nombre. 

Je  dis  de  plus  que  ces  triangles  sont  propor- 
tionnels aux  polygones,* c'est-à-dire  que  ces 
triangles  sont  entr*eux  comme  les  antécédens 
ABE ,  EBC ,  ECD  sont  aux  conséquens  FGL, 
LGH,  LHK;  je  dis  encore  que  les  polygones 
ABCDE ,  FG  H  KL  sont  en  raison  doublée  des 
cotés  homologues ,  c'est-à-dire  en  raison  dou- 
blée des  côtés  AB ,  F  G. 

Menez  les  droites  AC,  FH. 

Puîsqu'à  canse  delà  similitude  des  polygones 
l'anglejLBC  est  égal àZ'angle  FGH^  et  que  AB 
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est  à  BC  comme  F  G  est  à  G  H,  les  triangles 
ABC,  FGH  seront  équiangles  (prop.  6.  6)  : 
donc  l'angle  BAC  est  ^gal  à  l!angle  GFH  et 
Tangle  BC  A  égal» à  Tangle  GHF.  De  plus ,  puis- 
que l'angle  B  AM  est  égal  à  l'angle  GFN  et  qu'il 
a  été  démontré  que  l'angle  ABM  est  égal  à  rau** 
gle  FGN  y  l'angle  restaint  AMB  ser^  égal  à  l'an* 
gle  restant  FN G  (prop.  3a.  i  )  :  donc  les  deux 
triangles  ABM ,  FGN  sont  équiangles.  !Df  ous  dé- 
montrerons semblablement  que  les  deux  trian- 
gles BMC,  GNH  sont  équiangles  :  donc  ASt 
est  à  MB  comme  FN  est  à  NG ,  et  BM  est  à  MC 
comme  GN  est  à  NH  (prop.  4-  6)  *  donc  AM 
est  à  MC  comme  FN  est  à  NG  (  prop.  aa.  5  ); 
mais  A  M  est  à  MC  comme  le  triangle  ABM  est 
au  triangle  MBC^  comme  le  triangle  AME  est 
au  triangle  EMC ,  car  ils  sont  entr^eux  comme 
leurs  bases  (prop.  i.  6) ,  mais  un  seul  des  ati- 
técédens  est  à  un  seul  des  conséquens  comme 
tous  les  antécédens  sont  à  tous  les  conséquens 
(prop.  12.  5)  :  donc  le  triangle  AMB  est  au 
triangle  BMC  comme  le  triangle  ABE  est  au 
triangle  CBE;  mais  AMB  est  à  BJVIC  comme 
AM  est  à  MC  :  donc  AM  est  à  MC  comme  le 
triangle  ABE  est  au  triangle  EBC  (prop.  u  ;  5). 
Par  la  même  raison  FN  est  à  NH  comme  le 
triangle  FGL  est  au  triangle  =GLH  ;  mais  AJSt 
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est  à  MC  comme  FNest  à  NH  :  donc  le  trian- 
gle ABE.est  au  triangle  BEC  comme  le  trian- 
gle F  G  L  est  au  triangle  G  L  H  (  prop.  1 1 .  5  )  : 
ou  bien  en  échangeant  les  places  des  moyens, 
le  triangle  ABE  est'au  triangle  FGL  comme  le 
triangle BECest  autriangle GLH (prop.  i6. 5). 
Nous  démontrerons^emblablement  ;  après  avoir 
mené  BD ,  GH ,  que  le  triangle  BEC  est  au  trian- 
gle GLH  comme  le  triangle  ECD  est  au  trian- 
gle LHK;  mais  puisque  le  triangle  ABE' est  au 
triangle  FGL  comme  le  triangle  EBC  est  au 
triangle  LGH  et  comme  le  triangle  ECD  est 
au  triangle  LHK^un  des  antécédens  sera  à  un 
des  conséquens  comme  tous  les  antécédens 
seront  à  tous  les  conséquens  (prop.  12. 5): 
donc  le  triangle  ABE  est  au  triangle  FGL 
comme  le  polygone  ABC  DE  est  au  polygone 
FGHKL;  mais  les  triangles  ABE,  FGL  sont 
entr'eux  en  raison  doublée  des  côtés  AB,  FH; 
car  les  triangles  semblables  sont  en  raison  dou- 
blée des  côtés  homologues  (prop.  19. 6)  :  donc 
les  polygones  ABCDE,  FGHKL  sont  en  raison 
dbliblée  des  côtés  homologues  AB,  FG. 

Donc  les  polygones  semblables  peuvent  être 
divisés  en  un  Aiême  nombre  de  triangles  sem- 
blables et  proportionnels  aux  polygones  ;  et  les 
polygones  semblables  éfônt  ehtr'eux  en  raison 
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doublée  des  côtés  homologues  ;  ce  qu*il  falloit 
démontrer. 

COROLLAIRE   I. 

On  démontrera  de  la  même  manière  que  les 
quadrilatères  semblables  sont  en  raison  doublée 
des  côtés  homologues  ;  mais  cela  a  été  démontré 
pour  les  triangles  semblables  (coroL  19.6): 
donc  généralement  les  figures  rectilignes  sem- 
blables sont  entr'elles  en  raison  doublée  des 
côtés  homologues. 

COROLLAIRE     II« 

Si  nous  prenons  une  troisième  proportion- 
nelle O  aux  deux  droites  AB ,  FG,  les  droites 
AB ,  O  seront  en  raison  doublée  des  droites  AB , 
FG  (  déf.  10. 5  )  ;  mais  les  polygones  et  les  qua- 
drilatères sont  entr'eux  en  raison  doublée  des 
côtés  homologues ,  c'est-à-dire  en  raison  dou- 
blée des  côtés  AB,  FG  ;  l'on  démontre  cela  pour 
les  triangles  •  il  est  donc  généralement  évident 
que  si  trois  droites  sont  proportionnelles ,  la 
première  et  la  troisième  sont  entr'elles  en  raison 
doublée  de  la  figure  décrite  sur  la  première  ,  et 
de  la  figure  semblable  décrite  semblablement 
siur  la  seconde. 
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AUTREMENT. 

Nous  démontrerons  autrement  et  plus  briève- 
ment que  les  triangles  sont  proportionnels  aux 
polygones  de  la  manière  suivante  : 

Soient  les  polygones  ABCDE,FGHKL 
(fig.  141).  Menez  BE.EC,  GL,  LH  :  je  dis 
que  le  triangle  ABE  est  au  triangle  FOL  comme 
le  triangle  EBC  est  au  triangle  LGH  et  comme 
le  triangle  CDE  est  au  triangle  H  KL. 

Puisque  les  triangles  ABE,  FGL  sont  sem- 
blables^ les  triangles  ABE ,  FGL  sont  en  raison 
doublée  des  côtés  BE,  GL  (prop.  19.6).  Par 
la  même  raison  les  triangles  BEC,  GLH  sont 
en  raison  doublée  des  côtés  BE,  GL  :  donc  le 
trwngle  ABE  est  au  triangle  FGL  comme  le 
triangle  EBC  est  au  triangle  LGH  (prop.  1 1 .  5). 
De  plus ,  puisque  le  triangle  EBC  est  semblable 
au  triangle  LGH^  les  triangles  EBC,  LGH 
sont  en  raison  doublée  des  droites  CE,  HL 
(prop*  19. 6).  Par  la  même  raison  les  triangles 
ECD,  LHK  sont  en  raison  doublée  des  droites 
CE,  HL  :  donc  le  triangle  EBC  est  au  trian- 
jgle  LGH  comme  le  triangle  ECD  est  au  trian- 
gle LHK  (  prop.  1 1 .  5  )  ;  mais  on  a  démontré 
que  le  triangle  EBC  est  au  triangle  LGH  comme 
le  triangle  ABE' est  au  triangle  FGL  :  donc  le 
triangle  ABE  est  au  triangle  FGL  comme  le 
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triangle  B  E  C  est  au  triangle  G  L  H  et  comme  le 
triangle  ECD  est  au  triangle  LHR  :  donc  un 
des  antécëdens  est  à  un  des  consequens  comme 
tous  les  antécëdens  sont  à  tous  les  consequens 
(prop,  1 2 . 5)  ;  et  le  reste  comme  dans  la  première 
démonstration  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXL 

THÉORÈME. 

Les  figures  rectilignes  qui  sont  semblables  à  une 
même  figure  rectïligne  sont  semblables  entre 
elles. 

Que  chacune  des  figures  rectilignes  A,  B 
(fig.  143)  soit  semblable  à  la  figure  rectiligne 
C  :  je  dis  que  la  figure  rectiligne  A  est  sembla- 
ble à  la  figure  rectiligne  B. 

Car  puisque  les  figures  rectilignes  A  et  B  sont 
semblables,  ces  deux  figures  sont  équiangles 
et  les  côtés  placés  autour  des  angles  égaux 
sont  proportionnels  (déf.  i,6).  De  plus,  puis- 
que les  figures  rectilignes  B ,  C  sont  semblables , 
ces  deux  figures  sont  équiangles  et  les  côtés 
placés  autour  des  angles  égaux  sont  propor- 
tionnels :  donc  Tune  et  l'autre  des  figures  rec- 
tilignes A ,  B  sont  équiangles  avec  la  figure  recti- 
ligne C ,  et  les  côtés  placés  autour  des  angles 
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sont  semblables  et  semblablement  placées ,  la 
figure  rectiligne  KAB  est  à  la  figure  rectiligae 
LCD  comme  MF  est  à  SR,  ainsi  que  dans  la 
première  partie  de  cette  proposition  ;  mais  on 
suppose  que  la  figure  rectiligne  KAB  est  à  la 
figure  rectiligne  LCD  comme  la  figure  rectili- 
gne MF  est  à  la  figure  rectiligne  NH  :  dond 
la  figure  rectiligne  MF  a  la  même  raison  avec 
Tune  et  l'autre  des  figures  rectilignes  NH,  SB 
(prop.  II.  5)  :  donc  la  figure  rectiligne  NH 
est  égale  à  la  figure  rectiligne  SR  (  prop.  g.  5)  ; 
mais  la  figure  rectiligne  N  H  est  semblable  à  la 
figure  SR  et  semblablement  placée  :  donc  G  H 
est  égal  à  QR  (  lem,  suiv.  ) ,  et  puisque  AB  est  à 
CD  comme  EF  est  à  QR  et  que  QR  est  égal  à  GH  j 
AB  sera  à  CD  comme  EF  est  à  GH  (prop.  7. 5). 
Donc  si  quatre  droites  sont  proportionnelles, 
les  figures  rectilignes  semblables  ^  construites 
semblableijieiit  sur  ces  droites ,  seront  proporr 
tionnelles  ;  et  si  les  figures  rectilignes  sembla- 
bles et  semblablement  construites  sur  ces  droites 
sont  proportionnelles ,  ces  droites  seront  pro- 
{>orti6ntielIes  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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Si  des  figures  rectilignes  sont  égales  et  sem* 
blables ,  nous  démontrerons  de  cette  manière 
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que  leurs  côtés  homologues  sont  égaux  entre 
eux. 

Supposons  que  les  figures  rectilignes  NH, 
SR  soient  égales  et  semblables ,  et  que  H  G  soit 
à  GN  comme  QR  est  à  QS  :  je  dis  que  QR  est 
égal  à  GH. 

Car  si  ces  droites  sont  inégales ,  une  d'elles 
sera  plus  grande  ;  supposons  que  la  droite  QR 
soit  plus  grande  que  la  droite  HG.  Puisque  QR 
est  à  QS  comme  H  G  est  à  G  N ,  si  on  échange 
les  places  des  moyens,  QR  sera  à  HG  comme 
QS  est  à  GN  (  prop.  i6. 5)  ;  mais  QR  est  plus 
grand  que  HG  :  dont  QS  sera  plus  grand  que  GN  : 
donc  la  figure  rectiligné  RS  est  plus  ^ande  que 
la  figure  recliligne  HN  (prop.  20. 6)  ;  mais  elle 
lui  efst  égale ,  ce  qui  est  impossible  :  donc  les 
droites  QR,  GH  ne  sont  pas  inégales  :  donc 
elles  sont  égales  ;  ce  cju'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION   XXI  IL 

THEOREME. 

Les  parallélogrammes  éqmangles  scmt  entr'eux 
en  raison  composée  des  cotés. 

Soient  les  parallélogrammes  équianglés  AC, 
CF  (fig.  144) ,  ayant Fangle  BCD  égal  à  Fangle 
ECG  :  je  dis  que  les  parallélogrammes  AC,  CF 


256  é  L  £  M  E  N  s 

sont  enlr'eux  en  raison  composée  des  côtes , 
c'est-à-dire^  en  raison  composée  de  la  raison 
de  BC  à  CG  et  de  la  raison  DC  à  CE. 

Placez  la  droite  BC  dans  la  direction  de  la 
droite  CG;  la  droite  DC  sera  placée  dans  la 
direction  de  CE  (prop.  14.  i  )•  Achevez  le  pa- 
rallélogramme D  G  j  prenez  une  droite  quel- 
conque K,  de  manière  que  BC  soità  CG  comme 
K  est  à  L  et  que  DC  soit  à  CE  comme  L  est 
à  M  (prop.  1:2.  6). 

Les  raisons  de  K  à  L  et  de  L  à  M  sont  les 
mêmes  que  les  raisons  des  côtés ,  c'est-à-dire 
de  BC  à  CG  et  de  DC  à  CE  ;  mais  la  raispn 
de  K  à  M  est  composée  de  la  raison  de  K  à  L 
et  de  la  raison  de  L  à  M  (déjT.  5. 6)  :  donc  les 
droites  R  et  L  sont,entr'eUçs  en  raison  com-^ 
posée  des  côtés  ;  et  puisque  BC  est  à.CG  comme 
le  parallélogramme  AC  est  au  parallélogramme 
CH  (prop.  1 . 6) ,  et  que  IBC  est  à  CG  comme  R 
est  à  L  y  R  sera  à  L  comme  le  parallélogramme 
AC  est  au  paraUélogramme  ÇH  (prop.  1 1 .  5). 
De  plus  j  puisque  DC  est  à  CE  comme  le  paral- 
lélogramme CH  est  au  parallélogramme  CF ,  et 
que  DC  est  à  CE  comme  L  est  à  M  (prop.  1.6), 
L  sera  à  M  comme  le  parallélogramme  C  H  est 
au  parallélogramme  CF  (prop.  11.  5)  :  donc 
puisqu'il  a  été  démontré  que  R  est  à  L  comme 
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lè  parallélogramme  AC  est  au  parallélogramme 
CH ,  et  que  L  est  à  M  comme  le  parallélogramme 
CH  est  au  parallélogramme  CF^  K  sera  à.M 
comme  le  parallélogramme  AC  est  au  parallé* 
logramme  CF  (prop.  22*5).  Mais  les  droites  K 
et  M  sont  en  raison  composée  des  côtés  :  donc 
les  parallélogrammes  AC  y  CF  sont  entr'eux  en 
raison  composée  des  côtés. 

Donc  les  parallélogrammes  équiangles  sont 
entr'eux  en  raison  composée  des  côtés  ;  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXIV. 

THEOREME. 

Danstoutparallélogramme,  les  parallélogrammes 
placés  autour  du  diamètre  sont  semblables  au 
parallélogramme  total  et  semblables  entr'eux. 

Soit  le  parallélogramme  ABCD  (fig.  i45) 
dont  AC  est  le  diamètre  ;  qu'autour  du  diamètre 
AC  soient  les  parallélogrammes  EG,  HK:  je 
dis  que  les  parallélogrammes  EG ,  HK  sont  sem- 
blables au  parallélogramme  total  ABC Det  sem- 
blables entr'eux. 

Car  puisque  la  droite  EF  est  parallèle  à  un 
des  côtés  du  triangle  ABC ,  savoir  au  côté  BC, 
la  droite  B  E  sera  à  la  droite  E  A  comme  la  droite 

R 
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CFe5tàladroiieFA(prop.J2.6).  De  plus,  puis- 
que la  droite  F  G  est  parallèle  à  un  des  côte;»  du 
triangle  ACD,  savoir  au  côté  CD,  la  droite  CF 
sera  à  la  droite  FA  comme  la  droite  DG  est  à  la 
droite  GA  ;  mais  on  a  démontré  que  GF  est  à  FA 
comme  6E  est  à  E  A  :  donc  BE  est  à  E  A  comme 
DG  est  à  G  A  (prop.  1 1 . 5)  ;  ajoutant  les  con- 
séquens^aux  antécédens  (prop.  i8. 5) ,  BA  sera 
à  AE  comme  DA  est  à  AG,et  enfin  en  échangeant 
les  places  des  moyens  (prop.  i6.5),  BA  sera  à 
AD  comme  AE  est  à  AG  :  donc  les  côtés  des 
parallélogrammes  ABCD,  EG  qui  comprennent 
un  angle  commun  BAD  sont  proportionnels. 
Puisque  GF  est  parallèle  à  DC,  l'angle  AGF 
est  égal  à  l'angle  A  D  G  (  prop.  29.  i  ) ,  et  Tangle 
G  FA  égal  à  l'angle  DCA;  mais  l'angle  DAC  est 
commun  aux  deux  irianglesADC,  AGF  :  donc 
les  triangles  ADC,  AGF  sont  équiangles.  Les 
triangles  ABC,  AFE  sont  équiangles^  par  la 
même  raison  :  donc  le  parallélogramme  total 
A6.CD  et  le  parallélogramn^e  EG  sont  équiaur 
gles  :  donc  AD  est  à  DC  comme  AG  est  à  GF 
(prop.  4*^) >  ^^ -AlC  est  à  CB  comme  AF  est  à 
FE,  et  de  plus  CB  est  à  BA  comme  FE  est  à 
EA  :  donc  puisqu'on  a  démontré  que  DC  est^ 
à  CA  comme  GF  est  à  FA  et  que  AC  est  à  CB 
comme  AF  est  à  FE,  DC  sera  à  CB  comme  GF 
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6st  à  FE  (prop.  2t2«  5)  ;  d^ic  les  côtés  des  paral- 
lélogrammes ABCD^  EG  qui  soat  autour  des 
angles  égaux  sont  proportionnels  :  donc  le  pa- 
rallélogramme ABCD  est  semblable  au  parai* 
lélogramme  EG  (déf.  i  •  6).  Le  parallélogramme 
ABCD  est  semblable  au  parallélogramme  RH, 
par  la  même  raison  :  donc  chacun  des  parallé- 
logrammes EG,  HK  est  semblable  au  parâUé- 
logramme  ABCD;  mais  les  figures  qui  sont 
semblables  chacune  à  une  autre -figure,  sont 
seniblables  entr'elles  (prop.  21.^)  :  donc  le 
parallélogramme  EG  est  semblable  au  parallé- 
logramme HR. 

Donc  y  dans  tout  parallélogramme ,  les  pa« 
rallélogrammes  placés  autour  du  diamètre  sont 
semblables  au  paraUélogramme  total  et  sembla- 
bles entr'eux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXV. 

PAO  B  I4  i  M  7, 

• 

Construire  imé figure  semblable  à  une  figure  donnée 
et  égale  à  une  autre  figure  aussi  donnée\ 

Soit  ABC(fig.  i45)lafigure  donnée,  à  laquelle 
il  faut  construire  une  figure  semblable,  et  D  la 
figure  à  laquelle  il  &ut  la  faire  égale  :  il  faut 


26o  É  LÉ  MENS 

construire  une  figure  qui  soit  sen4>lable  à  la 

figure  ABC  et  égale  à  la  figure  D. 

Construisez  sur  la  droite  BC  un  parallélo- 
grfflmine  BE  qui  soit  égal  au  triangle  ABC, 
(prop.44e^45«  i)  j  et  sur  la  droite  CE  et  dans 
Fangle  FCE  qui  est  égal  à  Fangle  CBLi  cons- 
triiisez  un  parallélogramme  CM  égal  à  la  figure  D  ; 
la  tdroite  BC  sera  dans  la  direction  de  CF^  et  la 
droite  LE  dans  h  direction  de  EM  (  prop.  1 4*  '  )• 
Prenez,i;u?.e,  moyepne  proportionnelle  GH  entre 
les^^rpkes  ^,.CF  (prop.  i5.6),  et  sur  cette 
moyenne  proportionnelle  GH,  construisez  une 
figure  KG  H  semblable  à  la  figure  ABC  et  sem- 
blablement  placée  (prop.  i8. 6). 
,  Puisque  B  C  est  à  G  H  comme  G  H  est  à  C  F, 
et  puisque,  lorsque  trois  droites  sont  propor- 
tionnelles ,  la  première  est  à  la  troisième  comme 
la  figure*^ qui  est  construite  sur  la  première  est  à 
la  figure  sei^ls^le  constrjoite  sur  la  seconde 
et  semblablement  placée  (cor.  2.  prop.  20. 6) , 
la  droite  BC  sera  à  la  dfoîtè  CF  conune  le  trian* 
^le  ABC  est.  au  triangje  Ç.G^H; .maisyBC  est  à 
C  F  QOi;nme  le  parallélogramme  B  E  est  au  paral- 
lélogramme EF  (prop.  1 . 6) ,  et  le  triangle  ABC 
eèt  àù  triangle  KGH  comme  le  parallélôgranime 
ÊE  est  au  parallélogramme  EF  :  donc  en  chan- 
geant les  places  des  moyens  (prop.  i6. 5) ,  le 
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triangle ÂBC  sera  au  par^ëlogrammeBEcomme 
le  triangle  KG  H  est  au  parallélogranoone  EF; 
mais  le  triangle  ABC  est  égal  au  parallélogramme 
BE ,  par  construction  :  donc  le  triangle  KGH  est 
égal  au  parallélogramme  E  F  ;  mais  le  parallélo- 
gramme EF  est  égal  à  la  figure  D  :  donc  le 
triangle  KG  H  est  aussi  égal  à  la  figure'  D  ;  mais 
le  triangle  KGH  est  sen]l>lable  au  triangle  ABC^ 
par  construction. 

Donc  on  a  construit  une  figure  KGH  sem- 
blable à  la  figure  ABC  et  égale  à  une, autre 
figure  donnée  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    XXVI. 

T  H  E  O  R  Ê  M  k. 

«Si  d'un  parallélogramme  on  retranche  un  parais 
lélogramme  qui  soit  semblable  au  parallelo^ 
gramme  eiitier  et  semhlablement  placé  ,  et  qui 
ait  avec  lui  un  angle  commun,  ces  d^ux  pa^ 
rallélogrammes  seront  placés  autour  du  mente 
diamètre. 

Que  du  parallélogramme  AB.CP  (fig.  i^J  ) 
on  retranche. le  parallélogramme  AEFG  sem<- 
blable  au  paraUélc^amme  ABÇD  et;semblar 
blement  placé  et  ayant  avec  lui  ua  angle  com- 
mufli  DAB  ^  je  dis  que  les  parallélogrammes 
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ABCD,  ÀEFG  sont  placés  autour  du  même 

diamètre. 

Car  si  cela  n'est  point  y  supposons ,  si  cela  est 
possible^  que  la  droite  AHC  soit  leur  diamètre , 
et  par  le  point  H  conduisons  la  droite  HK  pa- 
rallèle à  l'une  et  à  l'autre  des  droites  AD,  BG. 
Puisque  les  parallélogrammes  ABCD,  KG 
sont  placés  autour  du  même  diamètre^  le  parai- 
lélogramme  ABCD  sera  semblable  au  parallé- 
logramme KG  (prop.  24. 6)  :  donc  D  A  est  à  AB 
comme  GA  ^èst  à  AK  (  déf.  1.6);  mais  à  cause  ^ 
de  la  similitude  dés  parallélogrammes  ABCD, 
EG  9  la  droite  DA  est  à  la  droite  AB  comme  la 
droite  G  A  est  à  la  droite  AE  :  donc  G  A  est  à  AS 
tomme  GA  est  à  AK  (prop.  11. 5)  :  donc  la 
droite  GA  a  la  même  raison  avec  chacune  des 
droites  AK,  AE  :  donc  la  droite  AK  sera  égale 
à  la  droite  AE  (prop.  9-5),  c'est-à-dire  que  la 
plus  petite  sera  égale  à  la  plus  grande,  ce  qui  est 
impossibïe  :  donc  les  parallélogrammes  ABCD, 
KG  ne  sont  point  placés  autour  du  même  dia- 
mètre :  donc  les  parallélogrammes  ABCD, 
AEFG  sont  placés  autour  du  même  diamètre. 
Donc  si  d*un  parallélogranune  on  retranche 
un  parailélogramme  qui  soit  semblable  au  pa- 
raUélogramme  total  et  semblablement  placé,  et 
qui  ait  avec  lui  un  angle  commun^  ces  deux 
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parallélogrammes  seront  placés  autour  du  même 
diamètre  ;  ce  qu'il  falloit  démonU'er. 

PROPOSITION   XXVII. 

THiÊORiME. 

De  tous  les  parallélogrammes  qui  sont  appliqués 
sur  la  même  droite  et  qui  sont  défaiUans  de  pa^ 
rallélogrammes  semblables  au  parallélogramme 
décrit  sur  la  moitié  de  cette  droite  et  sembla-^ 
blement  placés  que  lui,  le  plus  grand  est  celui 
qui  est  appliqué  sur  la  moitié  de  cette  droite  et 
qui  est  semblable  à  son  défaut  (i). 

Soit  la  droite  AB  (fîg.  14^)9  que  cette  droite 
soit  coupée  en  deux  parties  égales  au  point  C^ 

(1)  Un  parallélogramme  est  dit  appliqué  sur  une 
droite  lorsqu'il  est  décrit  sur  cette  droite. 

Un  parallélogramme  est  dit  défaillant  d'un  parallé- 
logramme lorsqu'il  est  décrit  sur  une  partie  de  la  base 
d'an  autre  parallélogramme^  sous  les  mêmes  angles  et 
entre  les  mêmes  parallèles  \  le  parall^gramme  dont  il 
est  défiûllant  se  nomme  son  défaut.  Soit  AO  le  paral- 
lélogramme que  l'on  considère;  le  parallélogramme 
AD  sera  le  parallélogramme  défaillant  et  son  dé&ut 
sera  le  parallélogramme  CO. 

Un  parallélogramme  est  dit  excédent  d'un  parallé' 
logramme  lorsqu'il  est  décrit  sur  la  base  prolongée  d'un 
autre  purallélogramme^  sous  le  même  angle  et  entre 
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et  que  suï  cette  droite  AB  soit  appliqué  le  pa- 
rallélogramme AD  qui  est  défaillant  du  paral- 
lélogramme CE  semblable  à  celui  qui  est  dé- 
crit sur  la  moitié  de  AB,  c'est-à-dire  sur  AC  : 
je  dis  que  de  tous  les  parallélogrammes  qui  sont 
appliqués  sur  la  droite  AB  et  qui  sont  défaiUans 
de  parallélogr^inmies  semblables  au  paraUélo- 
gramme  C  E  et  semblablement  placés  que  lui ,  le 
plus  grand  est  le  parallélogramme  AD.  En  effets 
appliquez  sur  la  droite  AB  le  parallélogramme 
•  AF  défaiUant  du  parallélogramme  KH  sembla- 
ble  au  parallélogramme  CE  et  semblablement 
placé  que  lui  :  je  dis  que  le  parallélograname  AD 
est  plus  grand  que  le  paraUélogramme  AF. 

Puis  le  parallélogramme  CE. est  semblable 
au  parallélogramme  KH,  ces  deux  paraUélo- 
grammes  seront  placés  autour  du  même  dia- 
mètre (prop.  26.  6).  Menez  leur  diamètre  DB 
et  décrivez  la  figure.  ^ 

Puisque  le  parallélogramme  CF  est  égal  au 
parallélogramme  FE  (prop.  45.  i),  si  l'on  ajoute 

les  mêmes  parallèles;  le  parallélogramme  dont  il  sur- 
passe le  paraDélogramme  que  l'on  considère  se  nomme 
son  excès. 

Soit  AO  le  parallélogramme  que  Ton  considère  ;  le 
parallélogramme  AE  sera  le  parallélogramme  excé- 
dent et  le  parallélogramme  K£  sera  son  excès. 
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à  chacim  le  parallélogramme  KH,  le  parallélo- 
gramme total  CH  &erk  égal  au  parallélogramme 
total  KE.  Mais  CH  est  égal  à  CG  (prop.  56.  i) , 
parce  que  la  droite  AC  est  égale  à  la  droite  CB. 
Donc  GC  est  égal  à  EK  :  donc  si  nous  ajou- 
tons à  chacune  de  ces  quantités  le  parallé- 
logramme CF,  le  parallélogramme  total  A  F 
sera  égal  au  gnomon  LM  N  :  donc  le  parallélo- 
gramme CE,  c'est-à-dire  le  paraUélogramme 
AD  9  est  plus  grand  que  le  parallélogramme  A  F 
(prop.  36.  i). 

Partageons  de  nouveau  la  droite  AB  (fig.  i49) 
en  deux  parties  égales  au  point  C  ^  et  appliquons 
sur  cette  droite  le  parallélogramme  AL  défail- 
lant du  parallélogramme  CM,  et  de  plus  appli- 
quons sur  la  droite  AB  le  parallélogramme  AB 
défaillant  du  parallélogramme  DF,  semblable- 
ment  posé  et  semblable  au  paraUélogramme 
qui  est  décrit  sur  la  mpitié  de  AB^  c'est-à-dire 
au  parallélogramme  CM.  Je  dis  que  le  paral- 
lélogranune  AL  qui  est  appliqué  sur  la  moitié 
de  la  droite  AB  est  plus  grand  que  le  parallé- 
logranmie  AE. 

Car  puisque  les  parallélogrammes  D F  et  CM 
sont  semblables  ,  ces  deux  paraUélogrammes 
sont  autour  du  même  diamètre  (prop.  26.  6). 
Soit  EB  leur  diamètre  et  décrivez  la  figure. 
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Attendu  que  LF  est  égal  à  LH  (prop.  36.  x) , 
car  F  G  est  égal  à  GH,  LF  sera  plus  grand  que 
EK.  Mais  LF  tst  égal  à  LD  (prop.  45.  i)  :  donc 
DL  est  plus  grand  que  EK  :  donc  si  nous  ajout- 
ions à  chacun  de  ces  deux  parallélogrammes  le 
parallélogramme  KD^  le  paraUélogramme  total 
AL  sera  plus  grand  que  le  parallélogramme 
total  AE. 

Donc  de  tous  les  parallélogrammes  qui  sont 
appliqués  sur  la  même  droite  et  qui  sont  dé- 
faillans  de  parallélogrammes  semblables  au  pa- 
rallélogramme décrit  sur  la  moitié  de  cette 
droite  et  semblablement  placés  que  lui ,  le  plus 
grand  est  celui  qui  est  appliqué  sur  la  moitié  de 
cette  droite  et  qui  est  semblable  à  son  défaut  ; 
ce  qu'il  falloit  démontrer^ 
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PROPOSITION   XXVIII. 

PROBLÊMX. 

Sur  une  droite  donnée  appliquer  un  paràUélo^ 
gramme  qui  soit  égal  à  une  figure  rectiligne 
donnée  et  qui  soit  défaillant  d'un  parallélo^ 
gramme  semblable  à  un  autre  parallélogramme 
dorme;  il  faut  que  la  figure  rectiligne  donnée, 
à  laquelle  on  doit  substituer  une  figure  qui  lui 
soit  égale,  ne  soit  pas  plus  grande  que  le  paraU 
lélogramme  qui  est  appliqué  sur  la  moitié  de  la 
d^ite  donnée;  les  défauts  du  parallélogramme 
égfpUqué  sur  la  moitié  de  cette  droite  et  de  celui 
qui  doit  être  défaillant  d'un  parallélogramme 
semblable  étant  semblables  entr^eux. 

Soit  ÂB  (fig.  i5o)  la  droite  donnée  à  laquelle 
il  faut  appliquer  un  parallélogramme  égal  à  la 
figure  rectiligne  donnée  C ,  que  cette  figure  soit 
plus  petite  que  le  parallélogramme  appliqué  sur 
la  moitié  de  la  droite  AB ,  les  défauts  étant  sem- 
blables ,  et  que  le  parallélogramme  auquel  le 
dé&ut  doit  être  semblable  soit  D.  Il  faut  sur 
la  droite  AB  appliquer  un  parallélogramme  qui 
soit  égal  à  la  figure  rectiligne  donnée  C  et  qui 
soit  défaillant  d*un  parallélogramme  semblable 
au  parallélogramme  D. 
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Coupez  la  droite  AB  en  deux  parties  égales 
au  point  E  (prop.  lO.  i),  et  sur  EB  décrivez  le 
parallélogramme  EBFG  semblable  au  parallélo- 
gramme D  et  semblablement  placé  que  lui  (  prop. 
18.6)',  et  terminez  le  parallélogramme  AG.  Le 
parallélogramme  A  G  est  égal  à  la  figure  C ,  ou  il 
est  plus  grand  que  cette  figure.  Si  le  parallélo- 
gramme A  G  est  égal  à  la  figure  C ,  on  a  fait  ce  qui 
étoit  proposé  ;  car  on  a  appliqué  sur  la  droite  AB 
un  parallélogramme  AG  égal  à  la  figure  rectiligne 
donné  C  et  défaillant  d'un  parallélogramme  EF 
semblable  au  parallélogramme  D.  Au  pontraîre, 
si  le  parallélogramme  HE  n'est  pas  égal  à  la 
figure  rectiligne  C,  ce  parallélogramme  sera  plus 
grand  que  cette  figure.  Mais  HE  est  égal  à  EF  : 
donc  EF  est  plus  grand  que  C.  Construisez  le 
parallélogramme  KLMN  de  manière  que  ce 
parallélogramme  soit  égal  à  l'excès  du  parallé- 
logramme  EF  sur  la. figure  C,  et  semblable  au 
paraUélogramme  D  et  seknblablement  placé  que 
lui  (prop.  25. 6)  ;  mçiis  EF  çst  semblable  à  D  : 
donc  le  parallélogramme  KM  sera  semblable 
au  parallélogramme  EF.  Que  la  droite  LK  soit 
rhomologue  de  la  droite  G  E  et  la  droite  LM 
rhomologue  de  la  droite  G  F.  Puisque  le  pa- 
rallélogramme EF  est  égal  aux  deux  figures  C^ 
KM;  le  paraUélogramme.  E  F  sera  plus  grand 
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qne  le  parallélogramme  KM  :  donc  la  droite  GE 
est  plus  grande  que  la  droite  KL,  et  la  droite 
GF  jriius  grande  que  la  droite  LM  (prop.  20. 6). 
Faites  la  droite  GO  égale  à  la  droite  LK,  et  la 
droiteGPégaleàladr€»teLM(prop.3.  i),  et  ter- 
minez le  parallélogramme  OGPQ  (  prop .  3 1 .  i  ) . 
Le  parallélogramme  OP  sera  égal  et  semblable 
au  parallélogramme  KM  (prop.  24*  6)  ;  mais  le 
parallélogranmoie  KM  est  semblable  au  parallé- 
logramme EF  :  donc  le  parallélogramme  OP  est 
senablable  au  parallélogramme  EF  (prop.  2 1 . 6)  : 
donc  ces  deux  parallélogrammes  sont  autour  du 
même  diamètre  (prop.  26.  6).  Soit  GQB  leur 
diamètre  et  décrivez  la  figure. 

Puisque  le  parallélogranune  E  F  est  égal  aux 
deux  figures  C ,  KM ,  et  que  OP  est  égal  à  KM, 
le  gnomon  restant  *VX Y  sera  égal  à  la  figure 
restante  C;  et  à  cause  que  PR  est  égal  à  OS 
(prop. 43.  i),  si  l'on  ajoute  à  chacun  de  ces, 
deux  parallélogrammes  le  parallélogramme  B.S, 
le  parallélo^anmate  total  PB  sera  égal  au  paral- 
lélogramme total  OB.  Mais  OB  est  égal  à  TE 
(prop.  36.  X  ),  parce  que  le  côté  AE  est  égal 
au  côté  EB  :  donc  TE  est  égal  à  PB  :  donc 
si  on  ajoute  à  chacun  de  ces  deux  parallélb* 
granomes  TE,  PB  le  parallélogramme  OS,  le 
parallélogramme  total  TS  sera  égal  au  gnomon. 
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total  VXY.  Or  on  a  démontré  que  le  gnomon 
YXY  est  égal  à  C  :  donc  le  parallélogramme 
TS  est  égal  à  la  figure  rectiligne  C. 

Donc  on  a  appliqué  sur  la  droite  AB  un 
parallélogramme  TS  qui  est  égal  à  la  figuré 
rectiligne  donnée  C  et  qui  est  défàiUant  d'un 
parallélogramme  RS  semblable  à  un  parallélo- 
gramme D,  puisque  RS  est  semblable  à  PO; 
ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    XXIX. 

PROBLEME. 

Appliquer  sur  une  droite  donnée  un  parallélo'* 
gramme  gui  soit  égal  à  une  figure  rectiligne 
donnée  et  qui  soit  excédent  d'un  parallélo^ 
gramme  semblable  à  un  autre  parallélogramme 
donné. 

»  Soit  AB  (fig.  1 5 1  )  la  droite  donnée  à  laquelle 
il  faut  appliquer  un  parallélogramme  qm  soit 
égal  à  une  figure  rectiligne  donnée  C  et  qui 
soit  excédent  d'un  parallélogramme  semblable 
au  parallélogramme  D  ,:  il  faut  sur  la  droite 
AB  appliquer  un  parallélogramme  qui  soit  égal 
Il  la  figure  rectiligne  C ,  et  qui  soit  excédent 
d'un  parallélogr^tmme  semblable  au  pa^allélo-^ 
9  gramme  D. 
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Partage;^  la  droite  A  B  en  deux  parties  égales 
au  point  E  (  prop.  9.  i  ) ,  sur  la  droite  EB  dé- 
crivez le  parallélogramme  EL  semblable  au  pa- 
rallélogramme D  et  semblablement  placé  que 
lui)  et  construisez  le  parallélogramme  GH  égal 
aux  deux  figures  EL ,  C ,  et  semblable  au  paral-> 
lélogramme  D  et  semblablement  posé  que  lui 
(prop.  :25. 6)  ;  le  parallélogramme  GH  sera  sem- 
semblable  au  parallélogramme  EL.  Que  le  côté 
KH  soit  rhomologue  du  côté  FL  et  le  côté  KG 
l'homologue  du  côté  FE.  Puisque  le  parallélo- 
gramme G  H  est  plus  grand  que  le  parallélo- 
gramme EL,  la  droite  KH  sera  plus  grande 
que  la  droite  EL  et  la  droite  KG  plus  grande 
que  la  droite  FE.  Prolongez  FL  et  FE  jusqu'à 
ce  que  la  droite  FLM  soit  égale  à  la  droite  KH 
et  jusqu'à  ce  que  la  droite  F  EN  soit  égale  à  la 
droite  KG  (  prop.  3.  i  ) ,  et  terminez  le  parait* 
lélogramme  MN.  Le  parallélogranotme  MN  sera 
égalât  semblable  au  parallélogramme  GH  ;  mais 
le  parallélogramme  EL  est  semblable  au  par- 
rallélogramme  GH  :  donc  le  parallélogramme 
MIÏ  sera  semblable  au  parallélogramme  EL 
(prop.  ai .  6)  :  donc  les  deux  parallélogrammes 
FL,  MN  seront  autour  du  même  diamètre 
(prop.  26. 6).  Conduisez  leur  diagonale  FO  et 
terminer  la  figure.  %  , 
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I^uisque  le  parallélogramme  G  H  est  égal  aux 
deux  figures  EL ,  C  et  que  MN  est  égal  à  GJI ,  le 
parallélogramme  MN  sera  égal  aux  deux  figures 
EL^  C  :  donc,  si  Ton  retranche  le  parallélo- 
gramme commun  EL ,  le  gnomon  restant  ZYX 
sera  égal  à  la  figure  rectilîgne  C  ;  et  puisque  E  A 
est  égal  à  EB ,  le  parallélogramme  AN  sera  égal 
au  parallélogranmie  NB  (prop.  36.  i)  ,  c'est-à- 
dire  au  parallélogramme  LP  (prop.  45.  i)  : 
donc  si  nous  ajoutons  à  chacun  db  ces  deux 
parallélogrammes  le  parallélogramme  EO,  le 
parallélogramme  total  AO  sera  égal  au  gnomon 
total  ZYX;  mais  le  gnomon  ZYX  est  égal  à* la 
figure  rectiligne  C  :  donc  le  parallélogramme 
AO  est  égal  à  la  figure  rectiligne  C. 

Donc  on  a  appliqué  sur  la  droite  donnée  AB 
un  parallélogramme  AO  qui  est  égal  à  la  figure 
rectiligne  C  et  qui  est  excédent  d'un  parallélo- 
grarame  QP  semblable  au  parallélogramme  D , 
parce  que  le  parallélogramme  QP  est  sem- 
blable au  parallélogramme  LE;  ce  qu'il  falloit 
iaire. 
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PROPOSITION    XXX. 

PROBLÊME. 

Couper  une  droite  finie  et  donnée  en  moyentic 
et  extrême  raison. 

Soit  la  droite  AB  (fig.  162)  finie  et  donnée  s 
il. faut  couper  cette  droite  AB  en  moyenne  et 
extrême  raison. 

Sur  la  droite  AB  ccmstruisez  le  quarrë  BC 
(prop.  46. 1  )  9  et  sur  la  droite  AG  appliquez  .uu 
parallélogramme  CD  qui  soit  égal  ^u  quarré  BC 
et  dont,  le  parallélogramme  excédent  AD  soit 
semblable  au  quarré  BC  (prop.  29.  6). 

La  figure  BC  est  un  quarré  :  donc  la  figure  AD 
sera  aussi  un  quarré;  et  puisque  BC  est  égal  à 
CD,  si  l'on  retranche  la  partie  commune  CE^ 
la  figure  restante  BP  sera  égale  à  la  figure  res- 
tante AD  ;  mais  ces  deux  figures  sont  équian- 
gles  :  donc  les  côtés  des  figures  BF^  AD  qui 
sont  autour  des  angles  égaux  sont  réciproque- 
ment proportionnels  (prop.  i4-6)  :  donc  PE 
est  à  ED  comme  AE  est  à  EB;  mais  FË  est 
égal  à  AC  (fig.  54. 1),  c'est-à-dire  à  AB  et  ED 
est  égal  à  AE  :  donc  AB  est  à  AE  comme  AE 
est  à  EB  ;  mais  AB  est  plus  grand  que  AE  :  donc 
AE  est  plus  grand  que  EB« 
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Donc  la  droite  AE  a  été  coupée  au  point  E 
en  moyenne  et  extrême  raison,  et  sa  partie  AE 
est  son  plus  grand  segment  ;  ce  qu'il  falloit 
faire. 

AUTREMENT. 

Soit  AB  (fîg.  i55)  la  droite  donnée  :  il  faut 
eouper  cette  droite  'en  moyenne  et  extrême 
raison;*^ 

Partagez  la  droite  AB  au  poiilt  C  de  manière 
que  le  rectangle  compris  sôus  les  droites  AB , 
BC  soit  égal  au  quarré  de  AC  (prop.  ii.  3). 
'^  t^uisque  le^  rectangle  compris  sous  les  droites 
AB,  BC  est  égal  au  quàrré  de  AC,  AB  sera  à 
AC  comme  AC  est  à  CB  (prop.  17.  6)  ;  donc 
la  droite  AB  a  été'  coupée  en  moyenne  et  ex- 
trême raison  (déf.  5.  6)  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    XXXL 

THEOREME. 

Dans  les  triangles  rectangles,  la  figure  construite 
sur  le  côté  qui  soutend  l'angle  droit  est  égale 
aux  figures  semblables  qui  sont  décrites  serO/* 
hlablernent  sur  les  côtés  qui  comprennent  Vanr* 
gle  droit»    , 

.Soit  le  triste  rectan^e  ABC  (fîg.  i54)  dont 
l'angle  BAC  est  droit;  je  dis  que  la  figure  co]2«« 
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truite  sur  BC  est  égale  aux  figure^  semblables 
décrites  se^pblablement  sur  les  côtés  BA,  AC. 

Conduisez  sur  BC  la  perpendiculaire  AD. 

Puisque  dans  le  triangle  ABC  on  a  conduit 
de  l'angle  A  sur  la  basé  BC  la  perpendiculaire 
AD ,  les  triangles  ABD,  ADC  placés  autour  de 
la  perpendiculaire  sont  semblables  au  triangle 
total  ABC  et  semblables  entr'eux  (prop-  8. 6)* 
Puisque  le  triangle  ABC  est  semblable  au  trian- 
gle ABD,  CB  sera  à  BA  comme  AB  est  à  BD; 
mais  lorsque  trois  droites  sont  proportionnelles, 
la  première  droite  est  à  la  troisième  comme  la 
figure  construite  sur  la  première  droite  est  à  la 
figure  semblable  construite  semblablement  sur 
la  seconde  (prop.  3,  cor.  ^o.  6)  ;  donc  CB  est 
à  BD  comme  la  figure  construite  sur  CB  est  à 
la  figure  semblable  construite  semblablement 
sur  B  A.  Par  la  même  raison ,  B  C  est  à  C  D 
comme  la  figure  construite  sur  BC  est  à  la  figure 
décrite  sur  CA  :  donc  BC  est  à  BD  plus  DC 
comme  la  figure  construite  surBC  est  au:^  figures 
semblables  qui  sont  décrites  semblablement  sur 
B  A ,  AC  ;  mais  BC  est  égal  à  BD  plus  DC  (i)  : 

(i)  En  effets  ai  l'on  ajoute  les  deux  proportions 
CB:BD::BE:BF,etBCîCD::BE:CG,elsiron 
divise  les  antécédens  par  deux ,  on  aura  la  proportion 
BC:BD-fCD  ::  BEîBP  +  CG* 
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donc  la  figure  construite  sur  BC  est  égale  aux 
figures  semblables  qui  sont  décrites  semblable-^ 
ment  sur  BÀ,  ÀC. 

Donc  dans  les  triangles  rectangles ,  la  figure 
•  qui  est  construite  sur  le  côté  qui  soutend  l'an- 
gle droit  est  égale  aux  figures  semblables  qui 
sont  semblablement  décrites  sur  les  côtés  qui 
comprennent  l'angle  droit  ;  ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

AUTREMENT. 

Puisque  les  figures  semblables  sont  entre 
elles  en  raison  doublée  des  côtés  homologues 
(prop.  25.6),  la  figure  construite  sur  BC  et 
celle  qui  est  construite  sur  B  A  seront  entr'elles 
en  raison  doublée  des  côtés  BC,  BA;  mais  le 
quarré  construit  sur  BC  et  le  quarré  construit 
sur  BA  sont  en' raison  doublée  de  BC,  BA 
(propu  I .  cor.  20. 6)  :  donc  la  figure  construite 
sur  BC  est  à  celle  qui  est  construite  sur  BA 
comme  le  quarré  de  BC  est  au  quan'é  de  BA 
(prop.  11.5).  Par  la  même  raison  la  figure 
construite  sur  BC  est  à  celle  qui  est  constrtdte 
sur  C  A  comme  le  quarré  de  BC  est  au  quarré 
de  CA  :  donc  la  figure  construite  sur  BC  est 
'  aux  figures  construites  sur  BA,  AC  comme  le 
quarré  de  BC  est  aux  quarrés  de  BA  et  de  AC. 
Mais  le  quarré  deiC  est  égal  aux  quarrés  de 
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BA  et  de  AC  (prop.47*  ^)  =  àonc  la  figure  cons- 
truite sur  BC  est  égale  mix  figures  semblables 
qui  sont  semblablement  décrites  sur  BA  et  sur 
AC;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXXII. 

THÉOREMS. 

^1  deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  ptoportion* 
nels  à  deux  côtés  sont  disposés  selon  un  angle 
de  manière  que  leurs  côtés  homologues  soient 
parallèles,  les  autres  côtés  formeront  ime  seule 
droite. 

Soient  les  denx  triangles  ABC,  DCE  (fig.  i  55) 
qui  aient  les  deux  côtés  B  A,  AC  proportionnels 
aux  deux  côtés  CD,pE  de  manière  que  B  A  soit 
à  AC  comme  CD  est  à  DE ,  et  que  AB  soit  pa- 
rallèle à  DC  et  AC  parallèle  aussi  à  DE  :' je  dis 
que  BC  et  CE  ne  formeront  qu'une  seule  droite. 

Puisque  AB  est  parallèle  à  DC  et  que  AC 
tombe  sur  ces  deux  droites ^.les  angles  alternes 
B  AC,  ACD  sont  égau^  emr'éux  (prop.  29.  i). 
Par  la  même  raison ,  Tangle  CDE  est  égal  à  l'an- 
gle ACD  :  donc  l'angle  BAC  est  égal  à  l'angle 
CDE;  et  puisque  les  deux  triangles  ABC,  ACE 
ont  deux  angles  égaux  en  A  et  en  D ,  et  que  les 
côtés  qui  comprennent  ces  deux  angles  égaux 
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sont  proportionnels ,  c'est-à-diçe  que  BA  est  à 
AC  comme  CD  est  à  DE,  les  triangles  ABC, 
DCE  seront  équiangle^  (prop:'6.  6)  :  donc 
l'angle  ABC  est  égal  à  l'angïe  DCE^Mais  on  a 
démontré  que  l'angle  ACD  est  égal^  à  l'angle 
BAC  :  donc  l'angle  total  ACE  est  égal  aux  deux 
angles  ABC  ,  RAC  :  dontî  /si  nous  ajoutons  à 
chacune  de  ces  deux  quantités  l'angle  ACB ,  les 
angles  ACE,  ACB  seront  aux  angles  BAC, 
ACB,  ABC  ;  mais  les  angles  BAC,  ACB,  ABC 
sont  égaux  à  deux  angles  droits  (prop.  Sa.  i)  : 
donc  les  angles  ACE,  ACB  sont  égaux  à  deux 
angles  droits  :  donc  avec  une  droite  quelcon- 
que. A  C  et  au  point  C  les  deux  droites  BC,  CE 
placées  de  différetis  côtés  font  les  angles  de 
suite  ACE,  ACB  égaiii  a  deux  angles  droits  : 
donc  les  deux  droites  BC ,  CE  ne  forment  qu'une 
seule  droite  (ppop;  14^  i). 

.  Done  si  deux  triangles  qui  ont  deux  côtés 
proportionnels  à  deux  côtés  sont  disposés' selon 
un  angle  de  manière  que  leurs  côtés  homolo- 
gues soient 'paratlèles  ,  les  autres  côtés  foiç- 
meront  une  seules  droite  ;  ce  qu^l  fallôit  dé- 
montrer.' 
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PROPOSITION    XXXIII. 

THiORÊMB. 

Dans  les  cercles  égaux ,  les  angles  sont  propor^ 
tionnels  ami:  arcs  quils  comprennent ,  soit  que 
ces  angles  soient  placés  awc  centres  ou  bien 
aujc  circonférences.  Il  en  est  de  même  des  sec- 
teurs qui  sont  placés  aux  centres, 

Soiept  les  cercles  égaux  ABC /DEF  (%.:i56), 
que  les  angles  BGC ,  EHFaoieut. placés  à  leurs 
centres  G,  H,  et  <Jijie  les  angles  BAC,  EDF 
soient  placés  k  leurs  ciroonférences  :  je  dis  que 
J'arc  BC  est  à  l'arc,  &F.  eoiuiue  l'angle  BGG  est 
à  FangleiEHF,  cpiome  l'angle  BAC  «st  à  Tan» 
gle  EDF  et  oonime  le  secteur  GBC  e^  au  sec- 
teurHEFv   .  I  /.  ;\  -...''    • 

Faîtes  les  ^t^%  da^è\iit&(l%yfkh,:et£.  égaux 
cbacu^^^Varc  BQj  f^itesraufisi  Jjesr'éfficside  suite 
FM,  MN^  etc.  %«îiîtr!<jbaifnin  à  J Vc  EF,  et 
menez  les  rayons  G{]^^  GL  ,ttI^M  ;  H  H. 

Puisque  les  arç&  rBC>(fiti^>K.lL«  sont  égaux 
^nir'eux ,,  les  angles iBj&C ,  CGUy  KÇrL:  sbtit 
aussi  égaux  antr.'eUx  (p^pp-  ^7.  3i):-*  donc  l'arc 
BL  est  multiple  de  l'arc  BG  àutantide  fois  que 
l'angle  BGL  est  multiple  de  l'angle  B.GC.  Par 
la  même  raisSôn ,  Tare  EN  est  multiple  de  l'arc 

4    . 
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EF  autant  de  fois  que  l'angle  EHN  est  multiple 
de  l'angle  EH  F.  Donc  si  l'arc  BL  est  égal  à 
l'arc  EN,  l'angle  BGL  sera  égal  à  l'angle  EHN 
(prop.  27.  3),  si  l'arc  EL  est  plus  grand  que 
l'arc  EN,  l'angle  BGL  sera  plus  grand. que 
l'angle  EHN ,  et  si  l'arc  BL  est  plus  petit  que 
l'arc  EN ,  l'angle  BGL  sera  plus  petit  que  l'an- 
gle EHN.  Ayant  donc  quatre  quantités,  savoir 
les  arcs  BC,  EF  et  deux  angles  AGC,  BHF, 
on  a  pris  des  équimultiples  de  l'arc  BC  et  de 
l'angle  BGL,  savoir.  Tare  DL  et  l'angle  BGL  j 
on  a  pris  aussi  des  équimultiples  de  l'arc  EF  et 
de  l'angle  EHF,  savoir,  l'arc  EN  et  l'angle 
E  H N  j  mais  on  a  démontré  que  si  l'arc  BL  sur- 
passe l'arc  EN ,  Fangle  BGL  surpassera  l'angle 
EHN;  que  si  Tare  BL'est  égal  à  l'arc  EN, 
l'angle  BGL  sera  égal  à  l'angle  EHN,  et  que 
si  Tare  BL  est  pl«&  |)etit  que  Tare  EN  ,•  l'angle 
BGL  sera  pluis  petit  que  Tangle  EHN  :  donc  l'arc 
BC  est  à  «l'arc  EF  connne  l'angle  BGC  est  à 
l'angle  EHF  (déf.  5.5)^  mais  l'angle  BGC  est 
à  l'angle  EHP  comme  l'angle  BAC  est  à  l'angle 
EDF  (prop,  i5. 5),  car  ils  sont  doubles  les  uns 
des  autres  (prop,  20;  5)  :  donc  l'arc  BC  est  à 
l'arc  EF  coihme  l'angle  BGC  est  à  l'angle  EHF, 
et  comme  l'angle  BAC  est  à  l'angle  EDF. 
Donc  dans  des  cercles  égaux ,  les  angles  sont 
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proportîoDBels  aux  arcs ,  soit  que  ces  angles 
soient  placés  aux  centres  ou  bien  aux  circon- 
iérences  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Je  dis  de  plus  que  l'arc  B  G  est  à  l'arc  EF 
comme  le  secteur  GBC  est  au  secteur  HEF. 

Menez  les  droites  BC,  CK  (fig.  iSy) ,  et  ayant 
pris  sur  les  arcs  B  C ,  C  K ,  les  points  O ,  P ,  con- 
duisez les  droites  BO,  OC,  CP,  PK. 

Puisque  les  deux  droites  BG,  GC  sont  égales 
aux  deux  droites ;CG,  GK,  et  qu'elles  com- 
prennent des  angles  égaux,  la  base  BC  sera 
égale  à  la  base  CK  :  donc  le  triangle  GBC  est 
égal  au  triangle  GCK  (prop»  4«  i  );  et  à  cause 
que  l'arc  BC  est  égal  à  l'arc  C  K,  et  que  le  reste 
CAB  de  la  circonférence  qui  complète  le  cercle 
entieï-  ABC  est  égal  au  reste  KAC  de  la  cii^* 
conférence  quicoMptète  le  même  cercle  (ax.  3), 
J'angle  BOC  sera  égal  à  l'angle CPK(prop.a7 . 3)  : 
donc  le  segment  BOC  est  semblaUe  au 'segment 
CPK.  ( déf.  n .  3  ) ,  et  ic^es  deux  segmens  sont 
placés  sur  des  droites  égales  ;  mais  les  segmens 
sepU^lables  qui  saut  |>Iacéâ  suc  des  droites  égales 
sont  égaux  (prOp.  a4. 3)  :  donc  le  sèment  BOC 
est  égal  au  segment  CP£  ;  >mais  le  triangle  BGC 
est  égal  au  triangle  CGK  :  donc  lé  secteur  total 
GBC  sera  égal  au  stecleur  total  GCK  (^ax.  2  ). 
Par  la  même  raison,  le  secteur  GKL  sera  égal  à 
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l'un  ou  à  l'autre  des  secteurs  GRC,  GCB  :  donc 
les  trois  secteurs  GBC,  GCK,  GKt  sont  égaux 
entr'eux.  Les  secteurs  HE  F,  HFM,  HMN 
sont  pareillement  égaux  entr'eux  :|d6nc  FarcBL 
est  multiple  de  l'arc  BC  autant  de  fois  que  le 
secteur  GBL  est  multiple  du  secteur  GBC.  Par 
la  même  raison ,  l'arc  EN  est  multiple  de  Tare 
EF  jutant  de  fois  que  le  secteur  HEN  est  mul- 
tiple du  secteur  HEF  :  donc  d'après  ce  que  l'on 
vient  de  voir  ,  di  l'arc  BL  est  égal  à  l'arc  EN  ^ 
le  seciéur  GBL  ser-a  égal  au  secteur  HEN  ;  si 
l'arc  BL  surpasse  l'arc  EN,  le  secteur  G  BL 
surpassera  le  secteur  HEN,  et  si  l'arc  BL  est 
plus  petit  que  l'arc  EN,  le  secteur  GBL  sera 
plus  petit  que  le  secteur  HEN.  Ayant  donc 
quatre  quantités,  «avoir  les  deux  arcs  BC ,  EF 
et  les  deiix  secteurs  GBC,  HEF,  on  a  pris  des 
équimultiples  del'arjc  BC  et, du  secteur  G JB G, 
savoir ,  Tare  BL  et  le  secteur  GBL;  on  a  pris 
aussi  des  équimultiples  de  Tare  E  F  et  du  sec- 
teur HEF,  saroir ,  l'arc  EN  et  le  secteur  HEN  ; 
mais  on  a  démontpé  ifc^'»i  farc  BL  surpasse  l'arc 
EN;  le  ^secteur  GBLsttff^asisêra  lé  secteur  HEN, 
que  sirar.c:filL'est  égal  à  Tare  EN,  le  secteur 
^BL  set*a  égal  au  secteur  HEN>  et  que  si  l'arc 
BL  est  plus  petit  que  l'arc  EN,  le  secteur  GBL 
sera  pluapeti*  que  le  secteur  GEN  :  donc  l'arc 
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B G  est  à  l'arc  EF  comme  le  secteur  GBC  est 
au  secteur  HEF  (déf.  5. 5). 

COROLLAIRE. 

Il  est  évident  qu'ua  secteur  est  à  un  autre 
secteur  comme  l'angle  du  premier  secteur  est 
à  Pangle  du  second  secteur  (prop.  1 1.  5). 


FIN   nu    SIXIÈME   LIVRE. 
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LIVRE  XI. 


DEFINITIONS. 

I .  U  N  solide  est  ce  qui  a  longueur ,  largeur 
et  épaisseur. 

2.  Un  solide  est  terminé  par  des  surfaces. 

3.  Une  droite  est  perpendiculaire  sur  un  plan 
lorsqu'elle  fait  des  angles  droits  avec  toutes  les 
droites  qui  la  rencontrent  et  qui  sont  dans  ce 
plan. 

"4-  Un  plan  est  perpendiculaire  sur  un  plan , 
lorsque  les  perpendiculaires  menées  dans  un 
seul  plan  sur  la  commune  section  des  plans 
sont  perpendiculaires  sur  l'autre  plan. 

5.  L'inclinaison  d'une  droite  sur  un  plan  est 
l'angle  aigu  compris  par  cette  même  droite  et 
j)ar  la  droite  qui  joint  le  point  du  plan  que  la 
première  droite  rencontre  et  le  point  de  ce  plan 
que  rencontre  la  perpendiculaire  menée  sur  ce 
y)Ian  de  l'extrémité  supérieure  de  la  première 
droite. 


i 
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6.  L'inclinaison  d'un  plan  sur  un  plan  est 
l'angle  aigu  compris  entre  les  perpendiculaires 
sur  leur  commune  section  y  menées  d'un  point 
de  cette  commune  section  dans  Tun  et  dans 
l'autre  plan. 

7.  L'inclinaison  d'un  plan  sur  un  plan  est 
égale  à  l'inclinaison  d'un  autre  plan  sur  un  autre 
plan ,  lorsque  les  angles  de  leurs  inclinaisons 
sont  égaux  entr'eux. 

8.  Les  plans  parallèles  sont  ceux  qui,  étant 
prolongés ,  ne  se  rencontrent  point. 

9.  Les  solides  semblables  sont  ceux  qui  sont 
contenus  dans  le  même  nombre  des  plans  sem- 
blables. 

10.  Les  solides  semblables  et  égaux  sont 
ceux  qui  sont  contenus  dans  le  même  nombre 
de  plans  semblables  et  égaux. 

1 1 .  Un  angle  solide  est  l'inclinaison  de  plus 
de  deux  droites  les  unes  yers  les  autres,  qui  se 
renc9nitrent  et  qui  ne  sont  pas  dans  le  même 
plan. 

AUTREMENT. 

Un  angle  plan  est  celui  qui  est  compris  par 
plus  de  deux  angles  plans  qui  ne  sont  pas  dans 
le  même  plan  et  qui  sont  construits  dans  le 
même  point. 

12.  Une  pyramide  est  un  solide  compris  sous 
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des  plans  qui ,  étant  construits  sur  un  seul  plan,  j 
se  réunissent  dans  un  même  point. 
'  1 5 .  Un  prisme  est  un  solide  compris  sous  des 
plans  ,  dont  deux  plans  opposés  sont  égaux, 
semblables  et  parallèles ,  et  dont  les  autres  plans 
sont  des  parallélc^rammes. 

14.  Une  sphère  est  un  solide  compris  sous 
la  surface  décrite  par  l'arc  d'un  demi -cercle 
qui  tourne  autour  du  diamètre  immobile  jus- 
qu'à ce  qu'il  soit  revenu  au  même  endroit  d'où 
il  étoit  parti. 

i5.  L'axe  de  la  sphère  est  cette  droite  immo- 
bile autour  de  laquelle  tourne  le  demi-cercle. 

16.  Le  centre  de  la  sphère  est  le  même  que 
celui  du  demi-cercle. 

17.  Un  diamètre  de  la  sphère  e3t  une  droite 
menée  par  le  centre  et  terminée  de  l'un  et  d^ 
l'autre  côté  par  la  surface  de  la  sphère. 

18.  Un  cône  est  un  solide  compris  sous  la 
superficie  décrite  par  deux  côtés  d'un  triangle 
rectangle  tournant  autour  d'un  des  côtés  de 
l'angle  droit  qui  reste  immobile  ,  jusqu'à  ce 
qu'il  soit  revenu  au  même  endroit  d'où  il  étoit 
parti.  Si  le  côté  immobile  est  égal  à  l'autre  côté 
de  l'angle  droit,  le  cône  est  rectangle;  s'il  est 
plus  petit ,  il  est  obtus-angle  ,  et  s'il  est  plus 
grand,  le  cône  est  acutangle. 
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19.  L'axe  du  cône  est  la  droite  immobile 
autour  de  laquelle  tourne  le  triangle  rectangle. 

20.  La  base  du  cône  est  le  cercle  décrit  par 
un  des  côtes  qui  tournent. 

31.  Un  cylindre  est  un  solide  compris  sous 
la  surface  décrite  par  trois  côtés  d'un  parallé- 
logramme rectangle  tournant  autour  du  qua- 
trième côté  qui  re3te  immobile  jusqu'à  ce  que 
ce  rectangle  soit  revenu  au  même  endroit  d'où 
il  étoit  parti. 

23.  L'axe  du  cylindre  est  la  droite  immobile 
autour  de  laquelle  tourne  le  parallélogramme. 

25.  Les  bases  du  cylindre  sont  les  cercles 
décrits  par  les  deux  côtés  opposés  du  parallé- 
logramme qui  se  meuvent. 

24.  Les  cônes  et  les  cylindres  semblables 
sont  ceux  dont  les  axes  et  dont  les  diamètres 
des  bases  sont  proportionnels. 

25.  Un  cube  est  un  solide  oompris  sous  six 
quarrés  égaux. 

a6é  Un  tétraèdre  est  un  solide  compris  sous 
quatre  triangles  égaux  et  équilatéraux. 

27.  Un  octaèdi'e  est  un  solide  compris  sous 
huit  triangles  égaux  et  équilatéraux. 

28.  Un  dodécaèdre  est  un  solide  compris 
sous  douze  pentagones  égaux ,  équilatéraux  et 
éqqiangles. 
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29.  Un  icosaèdre  est  un  solide  compris  sous 
vingt  triangles  égaux  et  équilatéraux. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THEOREME. 

Une  partie  d'une  droite  ne  peut  être  dans  un  plan 
et  une  autre  partie  de  cette ^  droite  hors  de  ce 
plan. 

Supposons  y  si  cela  peut  se  faire  y  qu'une 
partie  AB  (fig.  i58)  de  la  droite  ABC  soit  dans 
un  plan  et  une  auti'e  partie  B  C  hors  de  ce 
plan. 

Prolongez  la  droite  A  B  dans  le  plan  sur 
lequel  elle  est  placée  ;  soit  B  D  le  prolonge- 
ment de  cette  droite;  les  deux  droites  ABC, 
ABD  auront  une  partie  commune  AB,  ce  qui 
est  impossible ,  car  deux  droites  ne  peuvent  se 
rencontrer  qu'en  un  seul  point ,  autrement  elles 
se  confondroient. 

Donc  une  partie  d'une  droite  n'est  point  dans 
un  plan  et  une  autre  partie  de  cette  droite  hors 
de  ce  plan  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 


D'E  tJ  CL  I  D  Ë.  ià8^ 

l>R0P0SITIOW    lî. 

T  H  £  Ô  a  i  M  X* 

5î  ^feujr  droites  se  coupent,  elles  sont  daûs  Uii 
seul  plan;  tout  triangle  est  aussi  placé  dans 
un  seul  plan. 

Que  les  deut  droites  ÀB ,  C  D  (fig.  iSg)  se 
coupent  ildUtUellemelit  ail  poiht  E  :  je  dis  que  les 
droites  A  B^  G  D  sont  dans  un  seul  plan  ;  je  dis 
aussi  que  tout  triangle  est  placé  dans  un  seul 
plan. 

Prenez  sur  lés  di*oiteë  ËB  ,  È  C  deux  points 
quelconques  F,  G  ;  menez  CB^  FG  et  FH ,  GK  : 
je  dis  d'abord  que  le  triangle  EBC  est  placé 
dans  un  seul  plan;  car  si  la  partie  FHC  ou  la 
partie  GBK  du  triangle  EBC  est  dans  un  plan 
«t  Tautre  partie  dans  un  autre  plan^,  une  paktie 
de  Tune  des  droites  EC  >  EB  sera  dans  un  plan 
et  l'autre  partie  dans  un  autre  plan  \  Uiais  si  une 
partie  F  C  B  G  du  triangle  E  C  B  est  dans  un  plan 
et  l'autre  partie  dans  un  autre  plan ,  une  cer^' 
taine  partie  de  l'une  et  de  l'autre  des  droites 
EG,  EB  sera  dans  un  plan  et  certaine  autre 
partie  dans  Un  autre  plan  ;  ce  qui  a  été  démon^* 
ivé  absurde  :  donc  le  triangle  EBC  est  dans  un 
seul  plan;  mais  l'un  et  l'autre  des  droites  EC ^ 

T 
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EB  sont  dans  le  même  plan  que  le  triangle 
B  C  E ,  et  les  droites  AB ^  C  D  sont  dans  le  même 
plan  que  Tune  et  que  l'autre  des  droites  EC ,  EB 
(  prop.  1 .  Il):  donc  les  droites  AB ,  CD  sont 
dans  un  seul  plan  j  et  tout  triangle  est  aussi 
placé  dans  un  seul  plan  ;  ce  qu'il  falloit  dé- 
tmontrer. 

PROPOSITION    III. 

T'A  i  O  R  E  M  E. 

Si  deux  plans  se  coupent  mutuellement,  leur  eomrt 
mune  section  est  une  ligne  droite* 

Qde  les  deux  plans  AB,  BC  (fig.  i6o)  se  cou-^ 
peut  mutuellement  et  que  leur  commune  sec- 
tion soit  DB  :  je  dis  que  la  ligne  DB  est  une 
ligne  droite. 

Car  si  cela  n'est  point,  du  point  D  au  point 
B  et  sur  le  plan  AB  conduisez  la  droite  DEB, 
et  sur  le  plan  BC  conduisez  la  droite  DFB  ;  les 
extrémités  des  deux  droites  DEB ,  DFB  seront 
les  mêmes,  et  ces  deux  droites  reufermeront 
un  espace,  ce  qui  est  absurde  (ax.  la)  :  donc 
les  -lignes  DEB,  DFB  ne  sont  pas  des  lignes 
droites.  Nous  démontrerons  semblablement  que 
toute  autre  ligne  menée  du  point  D  au  point  B 
n'est  point  une-  ligne  droite ,  excepté  la  ligne 
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DB ,  c'est-à-dire  la  commune  section  des  plana 
AB,BC. 

Donc  si  deux  plans  se  coupent  mutuellement , 
leur  commune  section  Sera  une  ligne  droite  ;  ce 
tju'il  falloit  dëtnontrer. 

PROPOSITiÔN    tV; 

THÉORÈME. 

Oi  àettx  droites  se  coupent  mutueilemeht,  la  droite 
qui  sera  perpendiculaire  sur  ces  deux  droites  > 
à  leur  section  commune,  le  sera  aussi  sur  le 
plan  qui  passera  par  ces  deux  droites. 

Que  les  deux  droiteà  AB ,  CD  (fig.  ï6i  )  se 
fcbupent  mutuellement  au  point  E  et  que  la 
droite  EF  leur  soit  perpendiculaire  au  point  E: 
je  dis  que  la  droite  EF  est  aussi  perpendicu- 
laire sur  le  plan  qui  passe  par  les  droites  AB,  CD; 

Prenez  ks  droites  AE,ÈB^CE,ED  égales 
ëntr'elleS.  Par  le  point  È  et  sur  le  plan  AB  con- 
duisez d'ûtie  manière  quelconque  une  droite 
GEH,  menez  AD,  CB,  et  ensuite  d'un  point 
quelcbnqué  F  conduisez  les  droites  FA,  FG, 
FD,FC,FH,FB.  Puisque  les  deux  droites 
AE,  ED  sont  égales  aux  deux  droites  CE, 
ËB ,  et  que  ces  droites  comprennent  des  angles 
^gaux  (prop.  i5.  i);  la  base  AD  sera  égale  à 


1 


29^  £  L  £  M  B  N  5 

la  base  CB  (prop.  4-  i  )  ?  le  triangle  AED  égal 
au  triangle  CEB ,  et  l'angle  DAE  égal  à  l'angle 
EBG  ;  mais  Tangle  AEG  est  égal  à  l'angle  BEH 
(prop.  i5. 1  )  :  donc  les  deux  triangles  AGE, 
,BEH  ont  deux  angles  égaux  à  deux  angles ,  cha- 
cun à  chacun  ;  mais  les  côtés  AE ,  EB  adjacens 
à  des  angles  égaux  sont  égaux  entr'eux  :  donc  le» 
autres  côtés  de  ces  triangles  seront  aussi  égaux 
entr'eux  (prop.  26.  i  )  :  donc  GE  est  égal  à  EH 
^  AG  égal  à  BH  ;  et  puisque  AE  est  égal  à  EB 
et  que  la  perpendiculaire  FE  est  commune ,  la 
base  FA  sera  égale  à  la  base  FB  (prop.  4*  ')• 
Par  la  même  raison ,  FC  sera  aussi  égal  à  FD.  De 
plus ,  puisque  la  droite  AD  est  égale  à  la  droite 
CB  et  la  droite  FA  égale  à  la  droite  FB,  les  deux 
droites  FA,  AD  seront  égales  aux  deux  droites 
F  B ,  B  G ,  chacune  à  chacune  ;  mais  on  a  dé- 
montré que  la  base  FD  est  égale  à  la  base  FC  : 
donc  l'angle  F  AD  est  égal  à  l'angle  FBC 
(prop.  8.  i)  ;  mais  on  a  démontré  de  plus  que 
ÀG  est  égal  à  BH  et  FA  est  égal  à  FB  :  donc 
les  deux  droites  FA,  A  G  sont  égales  aux  deux 
droites  F  B ,  BH;  mais  on  a  démontré  que  Tan- 
gle  FAG  est  égal  à  l'angle  FBH  :  donc  la  base 
FG  est  égale  à  la  base  F  H  (prop.  4- 1)  ;  et  puis- 
qu'on a  démontré  encore  que  GE  est  égal  à 
E  H  9  et  à  cause  que  la  droite  E  Eest  commune , 
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les  deux  ch'oîtes  GE ,  EF  seront  égalés  aux  deux 
droites  HÉ ,  EF  ;  mais  la  base  F  H  est  égale  à  la 
hase  FG  :  donc  Fangle  GEF  est  égal  à  l'angle  HEF. 
(prop.  8.  I  )  :  donc  Fun  et  Taulre  des  angles 
GEF,  HEF  sont  droits  :  donc  la  droite  FE  fait 
des  angles  droits  avec  la  droite  GH ,  de  quelque 
manière  que  la  droite  G  H  soit  menée  dans  le 
plan  AB  par  le  point  E.  Nous  démontrerons 
s^nblablemeut  que  la  droite  FE  fait  des  angles- 
droits  avec  toutes  les  droites  qui  la  rencontrent 
et  qui  sont  dians  le  plan  AB  ^  mais  une  droite 
esk  perpendiculaire  sur' un  plan  lorsqu'elle  fait 
deS'  angles  droks  avec  toutes  les  droites  qui  la 
rencontrent  et  qui  sont  placée»  (laiis  ce  plan 
(déf.  S.  la  )<:  donc  la  droite  EF'est  perpen^ 
dioulaipe  sur  le-plaa  AB;  mais  le  plan  AB  esr 
celui xqui  passe  par  les  deux  droites  AB,  CDr 
donc  la  droite  FE  est  perpendicuhdresur  le  plan* 
qui  passe  par  les  droites  AB,  CD. 

Donc  si  deux  droites-  se  coupent  mutuelle-' 
ment,  et  si  une  droite  est  perpendiculaire  sur 
ces.deux  droites  à  leur  commune  section ,  cette 
droite  seraaussi  perpendiculaire-sup  le  plan  qui 
passe  par  ces  deux  droites^;  c&qu'iI>fàlloit  dé- 
momrer.. 


PROPOSITIONS. 

THEOREME. 

Si  trois  droites  se  rencçntrent  et  si  une  droite  leur^ 
est  perpendiculaire  à  leur  commune  section,  ces^ 
trois  droites  seront  dans  un  seul  platjk. 

Si  uue  droite  AB  (fig.  i6a)  est  perpeudicu- 
laire  sur  trois  droitçs  B  G ,  B  D ,  BE  au  point  de^ 
çoiitact  B  :  je  dis  que  les  trois  droites  BC^  BD, 
!P£  sput  daa^  uu  seul  plan. 

Car  supposons  y  é.  ^ela  est  possible ,  que  BD , 
BE  soieût  dîms  un  plan  et  BC  dans  un  autres 
plan  élevé  au-desstous  du  premier  ;  faites  passer 
un  plan  par  Ijçs  droitçs  AB/BC-  la  coMmuna 
section  de  ce  plçin  àvtiç  le  plan  inférieur  sers^. 
uue  ligne  droite  (prop.'Sl  i  \)'\  qiie  cette- i^oité. 
soit  B  F.  Il  jBsl  évident  que  les  trois  drokes  AB , 
8Ç ,  BF  sont  daâs  le  plan  qui  p^s^e  par  les  drpitesi^ 
AB ,  BC  :  donç^  puis^^ùe  la  droite  AB  est  perpen- 
^culaire  sur  l'une  et  Tautçe  dejs  droiteskBD ,  BE , 
cette  droite  sera  perp.endiciilaire  sur  le  plan  qui 
passe  par  DB ,  BE  (prop. 4-  ^  i)  5  îïiais  te  plan  qui 
passe  plar  DB ,  BE  est  le  plan  inférieur  :  donc  la 
droite.  AB  est  perpendiculaire  sûr  le  plan  infér 
rieur  :  donc  cette  droite  sera  perpendiculaire  sur 
toutes  les  droites  qui  la  rencontrent  et  qui  son^j 
^ans  ce  plan  (déf.  3. 1 1)  ;  mais  cette  perpendi- 
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culoîre  est  rencontrée  dans  le  plan  infi^rieur  par 
la  droite B F  :  donc langlç  ABF  es^ di»oît^ mai& 
on  a  supposé  que-rsuagle  ABG  est  droit  :  donè 
les  deux  angles  ABF,  ABC,,  plucés  dans  le  niéme 
plan ,  sont  égaui  entr'éux  ;  ee'qui  est  iippossiblë 
(ax.  g)  :  donc  la  dî*oite  BC  n'est  pas  cfaiis^nn^ 
plan  éleyé  au-<dessus  de  oelui  qoi  passe  paroles 
droites  BD ,  BE  :  donc  les  trois. droites  BC^  Bl>; 
BE  sont  dans  uii  seul  plan»   •'    •  - 

Dofn<^  si:trois  droites. se  rencontrent^  et  siiiine 
droite  leur  est  perpendio^aire  à<  leuç  eoinmun» 
section ,  ces.  trois  droites,  feront  dans  un^seniL 
|ilan.;  ce  qu'il  falloit  déniôntrer»  -m*. 


"!-'* 
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^   •.  .    .    ';t 
Si  d^ux  droites  sont  ferpendiculq^ires  surtlç  r^ênuf^ 
plan ,  ces, deux  dj'okes  seront  parallèles^ 

Que  les.deux  droites  AB^  CD.  (fig^i65)  soient 
perpendiculaireis  sur  "un  mêiûè  plan  :  je  disque- 
AB  est  parallèle  à  GD, 

Supposons. que  ces  perpendiculaires  rencon- 
trent ce  plan  aux  points  B^  D;  menex  la  droite 
BD;  conduisez  dans  ce  plan  la  droite  t)E  per-^ 
pendiculaire  sur  BD ,  et  après  avoir  fait  DE  égak 
a  AB ,  meuez  les  droites  B  E ,  A  E ,  A  D. 

4 
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Buisque  la  droite  AB  est  perpentticulaire  sur 
le  plan  BDE ,  ^lle  est  perpendiculaire  sur  toutes 
les  droites  qui  la  renodntrent  et  qui  sont  da^ns 
ce  plan  (déf.  3. 1 1  )  ;  mais  cette  droite  est  ren4 
contrée  par  Fiine  et  l'autre  des  droites  BD^ 
B£  qui  sont  dans  ce  plan  ;  donc  les  angles  ABD , 
ABE4  sont  droits  Tua  et  Fautre.  Par  la  même 
raison,  les  angles  CDB^  CDE  sont  aussi  droits 
l'un  et  l'autre.  Mais  puisque  la  droite  AB  est 
égale  à  la  droite  DE  et  que  la  droite  BD  est 
commune  ;  les  deux  droites  AB ,  BD  sont  égales 
ÎEUX  deux  droites  ED,  DB  ;  mais  ces  droites  com^ 
prennent  des  angles  droits  :  donc  la  base  AD  est; 
égale  h,  la  base  BE  (prop.  4-  i  )  ?  çt  puisque  1^ 
droite  AB  est  égale  à  la  droite  DE  et  fe  droite 
AD  égale  à  la  droite  BE ,  les  deux  droites  AB  ^ 
B  E  sont  égales  aux  deux  droites  E D ,  DB  5  mais 
la  base  AE  est  commune  :  donc  Tangle  ABE 
est  égal  a  Fanglé  EDA  (prop.  8.  i)  ;  mais  l'an- 
gle API^^t  drpit  :  donc  l'angle  EDA  est  droit 
aus^i  ;  donc  la  droite  ED  e^i  perpendiculaire 
sur  la  droite  DA;  mais  I9  droite  ED  est  pern 
pendicukire  sur  l'une  çt  rî^u(,re  des  droites  B  D , 
PC  :  dono  ED  est  perpendiculaire  sur  les  trois^ 
droites  BD,  DA,  DC  à  leur  point  de  contact  : 
^onc  les  trois  droites  BD,  DA,  DC  sont  dans 
W seul  plan  (prop.  5.  ï  i)\  Wj^is  là  droite  AR  çst 
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dans  le  même  plan  que  les  droites  BD ,  DA ,  car 
tout  triangle  est  dans  un  seul  plan  (prop.  3  •  1 1  )  : 
donc  les  trois  droites  ÂB^  BD,  DC  sont  dans 
un  seul  plan  ;  mais  les  angles  ABD^  BDC  sont 
droits  l'un  et  l'autre  :  donc  la  droite  AB  est  pa- 
rallèle à  la  droite  CD  (prop,  28.  i  ). 

Donc  si  deux  droites  sont  perpendiculaires 
sur  le  même  plan,  ces  deui  droites  seront  pa«* 
rallèles  entr'elles  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer, 

PROPOSITION    VII. 

THEORÈMS. 

Si  deux  droites  sont  parallèles ,  et  si  Von  prend 
sur  chacune  de  ces  droites  des  points  quelcon-^ 
4pies,  la  droite  qui  joindra  ces  points  sera  dans 
le  même  plan  que  les  parallèle^. 

Soient  AB,  CD  (fig.  164)  deux  droites  pa- 
rallèles ,  et  soient  pris  dans  ces  droites  des  points 
quelconques  E ,  F  :  je  dis  que  la  droite  qui  joint 
les  points  .E ,  F  est  dans  le  même  plan  que  les 
deux  parallèles. 

Supposons  que  cela  ne  soit  point ,  et  suppo- 
sons^ si  cela  est  possible,  que  cette  droite  soit 
dans  un  plan  élevé  au--dessus  du  premier^  et 
qu'elle  ait,  par  exemple^  la  position  EGF;  par 
\^  ligue  EGF  conduises  un  pl^n  qui  fasse  avec 
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le  plan  inférieur  une  section  qui  sera  une  ligne 
droite  (prop.  3*:i  i)  ;  que  cette  section. soit  EF  : 
il  .est  évident»  qifé  les  deux  droites  EGF,  EF 
reiifernierôïit  \m  espace^  ce  qui  est  ioapossible 
(ax.  1.2)  :.de»tD  ih  droite  conduite  du  point  E, 
au  point  F.  n'est  point  dans  un  plan  élevé  au- 
dessus  du  premier  :  *donc  elle  est  da»&  celui  qui 
passe  par  les  padrallèles  AB ,  CD.. 

Donc  si  deux  droites  sont  paiallèlës,  et  si  Ton 
prend  dans  l'une  et  l'autre  de- ces  parallèles  des 
points  quelconques ,  la  droite  qui  joindra  ces 
points  sera  dans  le  même  plan  que  les  par^^ 
lèles  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    VIIL, 

THEOREME. 

Si  deux  drçites  sçnt  parallèles  ,  et  si  ïmie  d'elles 
est  perpendiculaire  sur  un  plan,  l'auire  sera 
aussi  perp.e7i4iculaire  sur  ce  plan^ 

Soient  AB,  CD  (fig.  i65)  deux  droites  pa- 
rallèles ,  et  que-l'une  de  ces  droites  AB  soit  per- 
pendiculaire sur  le  plan  BED  :  je  dis  que  l'autre 
droite  CD  sera  ausjsi  perpendiculaire  sur  ce 
pla^.^ 

Que  les  droites  AB,  CD  rencontrent  le  plan 
ÇJED  aux  points  6,  D .  M^uez  BD.  Les  droites  AB, 


D*E  U  C  L  I  D  B.  599 

J)C  j  BD  seront  daus  le  même  plan  (prop.  7- 1 1)* 
Conduisez  dans  le  plan  BED  la  droite  DE  per-* 
peadiculaire  sur  BD;  faites  ensuite  DE  égal  à 
ÂB,  et  menez  BE,  ÂE,  AD.  Puisque  AQ  esx 
perpendiculaire  sur  le  plan  AE  D^  elle  sera  per- 
pendiculaire sur  toutes  les  droites  qui  la  ren-' 
contrent  et  qui  sont  dans  ce  plan  (déf.  3. 1 1)  : 
donc  les  angles  ABD,  ABE  sont  droits  Fun  et 
lautre  ;  et  puisrpie  la  droite  B  D  tombe  sur  led 
droites  A  B,  CD,  les  angles  ABD,  CDB  seront 
égaux  à  deux  angles  droits  (prop.  2f).  i).  Maia 
Fangle  ABD  est  droit  :  donc  Fangle  CDB  est 
droit  aussi  :  donc  C  D  est  perpendiculaire  sur 
BD  ;  et  puisque  la  droite  AB  est  égale  à  la  droite 
DE ,  et  que  la  droite  BD  est  commune ,  les  deux 
droites  AB,  DB  sont  égales  aux  deux  droites 
ED,  DB;  mais  l'angle  ABD  est  égal  à  l'angle 
ÇDB,  car  ils  sont  droits  l'un  et  l'autre  :  donc 
la  base  AD  est  égale  à  la  base  BE  (prop.  4*  i)  J 
et  puisque  AB  est  égal  à  DE  et  BE  égal  à  AD , 
les  deux  droites  AB ,  BE  seront  égales  aux  deux 
droites  E  D ,  DA ,  chacune  à  chacune  ;  mais  la 
base  AB  est  commune  :  donc  l'angle  ABE  est 
égal  à  l'angle  EDA  (prop.  8.  i);  mais  l'angle 
ABE  est  droit  :  donc  l'angle  EDA  est  droit 
aussi:  donc  ED  est  perpendiculaire  sur  DAj 
mais  ED  est  au^si  perpendiculaire  sur  6P  ;  donc. 


50Q  £  L  É  H  E  N  s 

la  droite  ED  sera  perpendiculaire  sur  le  plan  qm 
passe  par  les  droites  BD^  DA  (prop. 4.  n): 
donc  la  droite  ED  est  perpendiculaire  sur  toutes 
les  droites  qui  la  rencontrent  et  qui  sont  dans 
ee  plan.  Mais  la  droite  DC  est  dans  le  plan  qui 
passe  par  lesjdroites  BA,  AD,  parce  que  les 
droites  AB,  BD  sont  dans  le  plan  qui  passe  par 
les  droites  BD ,  DA  (  prop.  2 . 1 1  )  ;  mais  la  droite 
DC  est  dans  le  même  plan  que  les  droites  AB, 
'BD  (prop.  7.  Il):  donc  la  droite  ED  est  per- 
pendiculaire sur  DC  ;  donc  la  droite  CD  est  per- 
pendiculaire sur  DE  ;  mais  la  droite  CD  est  per- 
pendiculaire sur  la  droite  BD  :  donc  la  droite 
CD  est  perpendiculaire  sur  les  deux  droites  DE, 
DB  à  leur  point  de  rencontre  D  :  donc  la  droite 
CD  est  perpendiculaire  sur  le  plan  qui  passe  par 
les  droites  DE  y  DB  (prop.  4-  ^.^  )  >  ^^^î*  le  plan 
qui  passe  par  les  droites  DE,  DB  est  le  plan 
6  E  D  :  donc  C  D  est  perpendiculaire  sur  le-plbn 
SED  ^  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    IX. 

THEOREME. 

Les  droites  qui  sont  parallèles  à  une  même  droite, 
sans  être  dans  le  même  plan  que  cette  autre 
droite^  sont  cependant  parallèles  entr'elles* 

Que  l'une  et  l'autre  des  droites  AB,  CD 
(fîg.  i65)  soient  parallèles  à  la  droite  EF,  et 
que  les  droites  A B,  CD  ne  soient  pas  dans  le 
même  plan  que  la  droite  EF  :  je  dis  que  la 
droite  AB  est  parallèle  à  la  droite  CD. 

PreneTJ  sur  EF  un  point  quelconque  G ,  et  de 
ce  point  menez  dans  le  plan  qui  passe  par  EF, 
AB  la  droite  G  H  perpendiculaire  sur  EF^  et 
dans  le  plan  qui  passe  par  FE,  CD,  menez 
]a  droite  GK  perpendiculaire  aussi  sur  FE  : 
puisque  la  droite  E  F  est  perpendiculaire  sur 
l'une  et  l'autre  des  droites  GH,  GK,  la  droite 
EF  sera  aussi  perpendiculaire  sur  le  plan  qui 
passe  par  les  droites  G  H ,  G  K  (  prop.  4-  1 1  )  ; 
mais  J^B  est  parallèle  àEF  :  donc  AB  est  per- 
pendiculaire sur  le  plan  qui  passe  par  les  points 
H,  G,  K  (prop.  8.  n  )  ;  par  la  même  raison  CD 
est  perpendiculaire  sur  le  plan  qui  passe  par  le$ 
points  H ,  G ,  S.  :  donc  les  droites  AB ,  C  D  sont 
perpendiculaires  l'une  et  l'autre  sur  le  plan  qui 
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passe  par  les  points  H,  G,  K  ;  mais  si  deui  droites 
sont  perpendiculaires  sur  un  seul  plan ^  ces  deux 
droites  sont  parallèles  etitr' elles  (prop.  6.  1 1  )  : 
doiici  la  droite  AB  est  parallèle  à  la  droite  CDj 
te  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    X. 

rr  H  É  o  R  i:  SI  Ë. 

Si  deux  df^oites  qui  se  touùhent  sont  parallèles  à 
deux  droites  qui  se  touchent  et  qui  ne  sont  pas 
dans  le  même  plan  >  ces  droites  comprendront 
des  angles  égaux* 

*  Que  les  deux  droites  AB ,  BC  (fîg.  i66)  qui 
se  touchent  soient  parallèles  aux  deux  droites 
DE ,  EF  qui  se  touclient  et  qui  ne  sont  pas  dans 
le  même  plan  :  je  dis  que  l'angle  ABC  est  égal 
à  l'angle  DE  F. 

Prenez  les  droites  BA,  ÈG,  ED,  EF  égales 
entr'elles ,  et  menez  les  droites  AD,  CF,  BE, 
AC ,  DF.  Puisque  BA  est  égal  et  parallèle  à  ED^ 
AD  sera  égal  et  parallèle  à  BE  (prop.  S5.  i)^ 
Par  la  même  raison  C  F  sera  égal  et  parallèle  à 
B  E  :  donc  les  deux  droites  A  D ,  C  F  sont  égales 
€it  parallèles  chacune  à  la  droite  BE  ;  maïs  le» 
droites  qui  sont  parallèle»  à  une  même  droite 
sont  parallèles  entr'elles  (  prop.  9. 1 1)  :  donc  la 
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droite  AD  est  parallèle  et  égale  à  la  droite  CF  ; 
mais  ces  parallèled  sont  jointes  par  les  droites 
AC,  DF  :  donc  la  droite  AC  est  parallèle  et 
égale  à  la  droite  DF  ;  et  puisque  les  droites  AB, 
BC  sont  égales  aux  deux  droites  DE,  EF,  et 
que  la  base^  AC  est  égale  à  la  base  DF,  Tangle 
ABC  sera  égal  à  l'angle  DE  F  (prop.  8.  i). 

Donc  si  deux  droites  qui  se  touchent  sont 
parallèles  à  deux«droites  qui  se  touchent  et  qui 
ne  sont  pas  dans  le  même  plan ,  ces  deux  droites 
comprendront  des  angles  égaux  ;  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

PROPOSITION    XL 

pROBi.Êne. 

D'un  point  donné  hors  d'un  plan^  mener  une 
perpendiculaire  sur  ce  plan. 

Soit  A  (fig.  167)  le  point  donné  hors  d'un 
plan  y  soit  B  H  le  plan  donné  :  il  faut  du  point  A 
mener  ime  perpendiculaire  sur  ce  plan. 

Dans  le  plan  donné ,  conduisez  une  droite 
BC  d'une  manière  quelconque,  et  du  point  A 
menez  la  droite  AD  perpendiculaire  sur  BC 
(  prop.  12. 1  ).  Si  la  droite  AD  est  aussi  perpen- 
diculaire sur  ce  plan ,  on  aura  fait  ce  qui  étoit 
proposé  \  si  cda  n'est  pas^  du  point  D  et  dans  le 
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plan  domiê  menez  sur  BC  la  perpendiculaire  DE 
(prop.  1 1 . 1  ) ,  et  du  point  A  menez  sur  DE  la 
perpendiculaire  AF  (prop.  12.  i) ,  et  enfin  pai*  lé 
point  F  conduisez  la  droite  G  H  parallèle  à  BC. 
Puisque  BC  est  perpendiculaire  sur  l'une  et  sui* 
l'autre  des  droites  DA^  DE,  la  droite  BC  sera  per* 
pendiculaire  sur  le  plan  qui  passe  par  les  droites 
ED ,  DA,  et  parallèle  à  la  droite  GH  (prop .  4- 1 1  )  ; 
mais  si  deux  droites  sont  parallèles  et  si  Tune 
d'elles  est  perpendiculaire  à  un  plan^  l'autre 
droite  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  même  plan 
(prop.  8. 1 1)  :  donc  GH  est  perpendiculaire  sur 
le  plan  qui  passe  par  ED ,  D  A ,  et  par  conséquent 
perpendiculaire  sur  toutes  les  droites  qui  se 
rencontrent  dans  ce  plan  (déf.  3.  11);  mais  la 
droite  A  F  rencontre  la  droite  G  H  dans  le  plan 
qui  passe  par  ED,  DA  :  donc  la  droite  G  H  est 
perpendiculaire  sur  A  F  :  donc  A  F  est  perpen- 
diculaire sur  GH  ;  mais  A  F  est  perpendiculaire 
sur  DF,  par  construction  :  donc  la  droite  AF  est 
perpendiculaire  à  Tune  et  à  l'autre  des  droites 
GH^  DE  ;  mais  si  une  droite  est  perpendiculaire 
au  point  de  contact  sur  deux  droites  qui  se  reur 
contrent ,  elle  sera  aussi  perpendiculaire  sur  le 
plan  qui  passe  par  ces  deux  droites  (prop.  4. 1 1)  : 
donc  FA  est  perpendiculaire  9ur  le  plan  qui  passe 
par  ED,  GH;  mais  le  plan  qui  passe  pai*  ED^^ 
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G  H  est  Je  plan  BH  :  donc  la  droite  AF  est  per- 
pendiculaire sur  le  plan  BH.  ^ 

Donc  du  point  donné  A,  pris  au-dessus  d'un 
plan ,  on  a  mené  une  perpendiculaire  A  F  sur  cig 
plan  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    XII. 

PROBLiM£. 

D'un  point  donné  dans  un  plan  donné  j  élever 
une  perpendiculaire  sur  ce  plan» 

Soit  EF  (fig.  i68)  le  plan  donné  ,  et  soit  A 
le  point  donné  dans  ce  pkn  :  il  faut  du  poiat'A 
élever  unie  perpendiculaire  sur  ce  plan. 

D'un  point  quelconque  B,  pris  aunleatus  du 
plan  donné ,  menée  une  perpendiculaire  BG 
sur  ce  plan  (prop.  3f .  1 1  ) ,  et  par  le  point  A 
menée  AD  parallèle  à^C  (pirop.  3i.  i). 

Puisque  les  deux  droites  AD ,  GB  sont  parât- 
lèlês  et  que  BC ,  l'une  de  ces  droites ,  est  perpenr 
dîculaire  sur  le  plan  donné,  l'autre  droite  AD  sei 
aussi  perpebdîculaire  sur  ce  plan  (f^op.  8. 1 1  )^ 

Donc  y  d'un  point  donné  dans  un  plan  doontf  ^ 
ou  a  élevé  une  perpendiculaire  sur  ce  plan  ;  çt» 
qu'il  falloit  faire. 


Y 
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PROPOSITION    XII L 
theorïème. 

"^  D'un  point  donné  dans  un  plan  donnée  on  nepev^ 

élever  du  même  côté  deux  perpendiculaires  sur 

ce  plan. 

Supposons  que  ceïa  soit  possible  ;  du  point 
donné  A  (fig.  169)  pris  dans  le  plan  donné, 
élevez  du  même  coté  les  deux  perpendiculaires 
AB ,  AC  sur  ce  plan  ;  conduisez  un  plan  par  les 
deux  droites  BA^  AC;  ce  plan  fera  au  point  A 
avec  le  plan  donné  une  section  «qui  «era  une 
ligne  droite  (prop.  5.  n);  que  cette  section 
soit  DAE;  les  droites  AB,  AC,  DAF  seront 
dans  le  même  plan  ;  mais  puisque  C  A  est  per- 
pendiculaire sur  le  plan  donné ,  elle  sera  per- 
pendioulaire  «ur  toutes  les  droites  qui  la  rencon- 
trent et  qui  sont  dans  le  plan  donné  (déf.  5. 1 1)  ; 
mais  la  droite  D  AE ,  qui  est  dans  le  plan  donné , 
tic^contre  la  droite  CA  :  donc  Tangle  C  AE  est 
lîfroit.  L'angle  B  AE  est  droit ,  par  la  même  rai- 
ion^  donc  Tangle  C  AE  et  Tangle  B  AE  qui  sont 
dans  le  même  plan  sont  égaux  entr'eux ,  ce  qui 
eçt  impossible  (  ax.  9  ) . 

Donc  ^'un  point  donné  dans  un  plan  donné, 
on  ne  peut  élever  deux  perpendiculaires  sur  ce 
plan  ;  ce  qu'il  faUoit  démontrer.  - 
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PROPOSITION    XIV. 

THEORJSME. 

Les  plans  sur  lesquels  une  même  droite  estperp^n^ 
dfculaire  sont  parallèles  entr'eur. 

Que  la  droite  AB  (fîg.  170)  soit  perpendi- 
culaire  sûr  l'un  et  l'autre  plan  CD,  EF  :  j^  dis 
que  ces  plans  sont  parallèles. 

Car  si  cela  n'est  point  y  ces  plans  étant  pro- 
longés se  rencontreront  et  leur  section  sera  une 
ligne  droite  (prop.  5.  11).  Que  celte  sectioil 
soit  GH;  ayant  pris  dans  cette  section  un  point 
(quelconque  ^  K  /  menez  A  K ,  B  K.  Puisque  la 
droite  AB  est?  perpendiculaire  sur  le  plan  EF, 
cette  droite  sera  perpendiculaire  sur  la  droite 
BK  qui  est  placée  dans  le  prolongement  du  plan 
EF  (déf.  3.  n)  :  donc  Tangle  ABK  est  droit. 
L'angle  BAK  est  droit,  par  la  même  raison  : 
*donc  les  deux  angles  ABK,  BAK  du  triangle 
ABK  sont  égaux  à  deux  angles  droits;  ce  qui 
est  impossible  (prop.  17.  i  )  :  donc  les  plans 
CD,  EF  érant  prolongés,  ne  se  rencontreront 
point  entr'eux  :  donc  les  plans  CD,  EF  s^t 
parallèles.  , 

Donc  les  plans  sur  lesquels  une  miême  droite 
est  perpendiculaire  sont  parallèles  entr'eux  ;  ce 
qu'il  falloit  dézaontrer. 
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PROPOiltlON    XV. 

.  T  H  É  O^R  Ê  M  E. 

Si  deux  droites  qui  se  rencontrent  sont  parallèles 
à  deux  droites  qui  se  rencontrent  et  qui  ne  sont 
pas  dans  te  même  plan  ^  les  plans  qui  passeront 
pût  ces  droites  seiofii  pàrallètes. 

QuQ  lesdrohes  ÂÇ^  BC  (fig.  1 7 1)  qui  se  ren« 
contrent  soient  parallèles  avec  deux  droites  DE, 
ËF  qui  se  repopiorent  et  qui  ne  sont  pas  dans 
le  tu^we  flm.i  jo  dis  que  les  plaqs  qui  pdsscfnt 
par  Içs.drOHes  A? ,  BC  et  par  las  droites  DE ,  EF 
jxe  se  rençodtreroBt  point  s'ils  soii% prolonges.  . 

Du  point  6  menei  sur, le  pla^.qui  |>a$se  par 
les  droites  PE,  EF  la  perpendiculaire  BO  gui 
rencontre  ce  plan  au  point  G  (  prop:  n .  1 1) ; 
par  lé  poiûtG  mènes  la  drpiie  yGII  parallèle  à 
la  droke  EP  9t  la  droite  G  IL  parallèle  a  la  droite 
EF  (prop#*5<'.  i).  Puisque  la  droite  BG  est  per-^ 
pendiculliir^esur  le  plan  qui  pasjîe  parles  droites 
DE,  EF)  ell^  sera  perpen4iculaire  sur  toutefs 
les  droites  qui  la  rencontrent  Qt  qui  sont  dans 
ce  même  plan  (déf.  5.  11);  mais  cette  droite 
est  r^ncQi^^a  par  l'une  et  l'autre  des  droites 
G  H ,  GJb  qui  sotit  dans  le  plan  qUi  passe  par  les 
droites  DE,  EF  :  donc  les  angîes^BGH,  BGR 


BOtA  droits  IVn  ^t  Vaytrfii  et  pni^irpe  $A'e»t 
parallèle  à  la  droite  G  H ,  les  aq^Ui^  GB  A^  B  G  B 
^rQnt  égi^nw  k  àisi^  mgh^  ^rcdl^  (P**^*^  99-  ^)  ; 
m-ài»  Ywuh  9G9  ^t  ^roit  :  dop^  Vmf^QBA 
^ra  droit  ;  donc  GB  Q^t  p^peadii^vdaire  sur 
BA«  Par  la  même  r^î^op,  QG  asi  p^p#|Skdicu«- 
laire  sur  BC  :  doac  puisque  h  di>*i)i\Q  S  G  est 
perpendiculaire  sur  les  deux  droites  BA,  BC 
qui  se  coupent  mutuellement ,  la  droite  B  G 
sera  perpendiculaire^  sur  le  plan  qui  passe  par 
les  deux  droites  AB,  BC  (prop.  4*  ï^)-  ^^^ 
la  même  raison  ,  la  droite  BG  est  perpêndicti- 
laire  sur  le  jdan  qui  passe  par  les  dnAien  GÛ, 
GK.  Mais  le  plan  qui  passe  par  les  droites  6H  ^ 
GR  est  Iq  même  que  càbn  qpi  j^$%e  par  les 
droites  DE,  EF  :  dooc  1m  droite  BG  e$t  perr 
pendicul^if^  sur  fe  pbp  qui  p^»>e  p^^  le3  d^pi^^ 
DE,  EF.  Mais  on  a  déoaaniré  que  la  droite 
BG  est  perpej^ydioulaire  sur  le  pl^i^  qui  passe 
par  le» droite^  AB,  IÇÇ,  et  ççite  dycwte^st  ep- 
CQF^  perp^ndiqifeW  ^ur  Je  phn  qui  pas§e  par 
les  4iroit£#  PB ,  CF  :  dose  la  droite  BG  est  p^r- 
pe^dieiibire  sur  Tu^  et  Vf^tre  de,s  plajQS  qui 
passem;  par  les  (Iroites  AB ,  SC  et  par  les  droites 
DE ,  E  F  ;  ipfiis  les  plans  sur  lesquels  uoe  i4éipiî 
droite  est  perpen<|icu}aird  sont  parallèle^  ^ure 
eux  (pii^c^-  i4- 1 1  )  :  donc  le  plan  ^ui  passe  par 
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les  droites  ÂB ,  'BC  est  parallèle  à  celui  qui  passe 
par  les  droites  DE,  EF. 

Donc  si  deux  droites  qcd  se  rencontrent  sont 
parallèles  à'  deux  droites  qiii  se  rencontrent  et 
qui  ue  sont  pas  dans  le  même  plan ,  les  plans 
qui  passeront  par  ces  droites  seront  parallèles 
entr^eux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

P  R  O^P  O  S  I  T  I  O  N    X  V  I. 

THÉORÈME. 

Si  deux  plans  parallèles  ^ont  coupés  par  un  plan 
quelconque,  leurs  communes  sections  seront 
parallèles. 

Que  les  deux  plans  parallèles  AB^ CD  (fig.  i  j2) 
soient  coupés  par  un  plan  quelconque  EFGH, 
et  que  leurs  communes  sections  soient  EF,  GH  ; 
je  dis  que  EF  est  parallèle  à  GH 

Supposons  que  cela  ne  soh  point  ;  prolongez 
les  droites  EF,  GH ,  ces  droites  se  rencontre- 
ront ou  du  côté  des  points  F,  H,  ou  du  coté 
des  points  E,  G.  Prolongez  ces  droites  du  côté 
des  points  F^  H,  et  supposons  qu'elles  se  ren- 
contrent au  point  K;  puisque  EFK  est  dans  le 
plan  AB ,  tous  les  points  pris  dans  EFK  seront 
dans  le  même  plan;  mais  le  point  K  est  un  des 
points  pris  sur  EFK  :  donc  le  point  K  est  dans 


k  plan  AB.  Par  la  même  raison ,  le  point  K  est 
dans  le  plan  CD  :  donc  les  plans  ÂB,  CD  pro-^ 
longés ,  se  rencontreront  entr'eux  ;  mais  ces 
deux  plans  ne  se  Fencontreront  point  puisqu'ils 
sont  parallèles  :  donc  les  droites  EF,  GH  pro- 
fongées  ne  se  rencontreront  point  du  côté  des 
points  P^  H.  Nous  démontrerons  semblable- 
tnent  que  les  droites  E-F,  G  H  prolongées  ne 
se  rencontreront  point  du  côté  des  points  E,  G. 
Mais  les  droites  qui  ne  se  rencontrent  d^aucun^ 
côté  sont  parallèles  (déf.  35.  i)  :  donc  lesdroiteÀ 
E  F;  G  H  sont  parallèles. 

Donc  si  dieux  plans  parallèles  sont  coupés  par 
un  plan  quelconque  y  leurs  communes  sections 
seront  parallèles  entr'elles^  ce  qu'ilTalloit  dé« 
montrer.. 

PROPOSlTiaN    "XVII. 

T  H  s  a  R  Ê  M  B. 

Si  deux  droites,  sont  coupées  par  des  plans  pa^ 
rallèles  j^  elles  seront  coupées  proportionnel-- 
lement: 

'  Que  les  deux  droites  AB ,  CD  (fig.  173)  soient 
coupées  par  les  plans  parallèles  GH,  KL,  MN 
aux  points  A ,  E ,  B ,  C ,  F ,  D  :  je  dis  que  AE 
tst  à  EB  comme  CF  est  à  FD. 

4 


îïi  É  L  É  M  E  N  S 

Menez  les  droites  AC,  BD,  AD  ;  supposons 
que  la  droite  AD  rencontre  le  plan  K.L  an  point 
O  ;  et  conduisez  les  droites  EO,  OF.  Puisque 
les  deui  plans  parallèles  RL>  MN  sont  coupés 
par  le  plan  EBDG,  leurs  sections  EO,  BD 
•ont  parallèles  (prop.  i6. 1 1  )  ;  puisque  les  deux 
plans  parallèles  GH^  KL  sont  coupés  par  le 
plan  AOFC ,  leurs  sections  communes  AC ,  FO 
sont  pai*allèles^  par  la  même  raison.  Mais  puis- 
que EO  est  parallèle  à  un  des  côtés  du  triangle 
A6D,  savoir  au  côté  BÏ),  le  côté  A E  sera  au 
côté  EB  comme  le  côté  AQ  est  au  côté  OD 
(prop.  5.6).  De  plus,  puisque  le  côté  OF  est 
parallèle  à  un  des  côtés  du  trian^^  ADC^  sayoir 
au  côté  AC ,  le  coté  AO  est  au  côté  OD  comme 
le  côté  CF  est  au  côté  FD.  Mais  on  a  démontré 
que  le  côté  AO  est  au  côté  OD  comme  le  côté 
AE  est  au  côté  EB  :  donc  le  côté  AE  est  au 
côté  EB  comme  le  côté  CF  est  au  côté  FD 
(prop.  II.  5). 

Donc  si  deux  droites  sont  coupées  par  des 
plans  parallèles ,  ces  droites  seront  coupées  pro- 
portionnellement ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITIONXVIIL 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  sur  un  plan ,  tous 
les  plans  qui  passent  par  cette  droite  sont  per-^ 
pendiculaires  sur  ce  même  plan. 

Qu'une  droite  quelcouqne  AB  (6g.  174)  ^^ 
perpendiculaire  sur  un  pUn  :  je  dis  que  tous  le9 
plans  qui  passent  par  cette  droite  sont  perpe»^ 
diculaires  sur  ce  même  plan. 

Par  la  droite  AB  condui^z  le  plan  PE,  et 
que  la  droite  CE  soit  la  couunupe  secjûon  dw 
plan  DE  et  du  pUn  donne  9  wr  )a  droite  CE 
prenez  un  point  quelconque  F  ;  de  ce  point  ^ 
dans  le  plan  DE  conduisez  la  droite  F  G  per- 
pendiculaire sur  la  droite  CE.  Puisque  la  droite 
AB  est  perpendiculaire  sur  le.  plan  donné ,  cette 
droite  sera  perpendiculaire  sur  toutes  les  droites 
qui  la  rencontrent  et  qui  sent  dans  ee  plaa 
(dé(.  5.  Il):  donc  la  droite  AB  est  perpendi- 
culaire sur  la  droite  CE  :  donc  Tangle  ABP  est 
droite  mais  Tangle  GFB  est  droit  aussi  :  dcm<3.ÂB 
est  parallèle  à  FG  (prop.  aS.  i  )  ;  in^is  AB  ^st 
perpendiculaire  §ur  h  plan  donmé  :  doncFGser» 
perpendiculaire  $ur  ce  même  pJw  (prop.  3,  u); 
mais  un  plan  est  perpeuiliçul^ire  3m*  un  plan. 
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lorsque  les  droites  menées  dans  Ynn  de  ces 
plans  sont  perpendiculaires  sur  leur  commune 
section  et  sur  l'autre  plan  (déf.  4.  1 1)  :  donc  la 
droite  F  G  menée  dans  le  plan  DE  et  perpendi- 
culaire sur  la  droite  CE>  commune  section  des- 
plans ,  est  aussi  perpendiculaire  sur  le  plan 
donné  :  donc  le  plan  DE  est  perpendiculaire 
sur  le  plan  donné.  Nous  démontrerons  semBIa- 
blement  que  tous  les  autres  plans  qui  passent 
par  la  droite  AB  sont  aussi  perpendiculaires  sur 
le  plan  donné. 

Donc  si  une  droite  est  perpendiculaire  sur 
un  plan ,  tous  les  plans  qui  passeront  par  celte 
droite  seront  perpendiculaires  sur  ce  même- 
plan  ;  ce  qull  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XIX. 

THEOREME. 

Si  deux  plans  qui  se  coupent  mutuellement  sont 

perpendiculaires  sur  un  plan ,  leur  commune 

'     section  sera  aussi  perpendiculaire  sur  ce  plan. 

Que  deux  plans  AB,  BC  (fig.  lyS)  qui'  se 
coupent  mutuellement  soient  perpendiculaires 
sm*  un  plan  donné,  et  que  leur  commune  section 
soit  BD  :  je  dis  que  la  droite  BD  est  perpendi- 
culaire sur  le  plan  donné» 
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Supposons  que  cela  ne  soit  point  ;  du  point  D 
menez  dans  le  plan  AB  la  droite  DE  perpendicu-> 
laire  sur  la  droite  AD  (prop.  1 1 .  i  ) ,  et  du  point  D 
et  dans  le  plan  BC  menez  la  droite  DF  perpen- 
diculaire sur  la  droite  CD.  Puisque  le  plan  AB 
est  perpendiculaire  sur  le  plan  donné  et  que  la 
droite  DE  a  été  menée  dans  le  plan  AB  perpen- 
diculaire à  la  commune  section  AD  de  ces  plans, 
la  droite  DE  sera  perpendiculaire  sur  le  plan 
donné.  Nous  démontrerons  semblablement  que 
DF  est  perpendiculaire  sur  le  plan  donné  :  donc 
du  point  D  on  a  mené  du  même  côté  deux  per- 
pendiculaires sur  le  plan  donné  ;  ce  qui  est  im- 
possible (prop.  i3.  Il)  :  donc  du  point  D  ou 
ne  peut  pas  mener  d'autres  droites  qui  soient 
perpendiculaires  sur  le  plan  donné ,  si  ce  n'est 
la  commune  section  DB  des  plans  AB,  BC. 

Donc  si  deux  plans  qui  se  coupent  mutuelle- 
notent  sont  perpendiculaires  sur  un  plan  donné  y 
leur  commune  section  sera  perpendiculaire  sur 
ce  plan  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XX. 

Si  un  angle  solide  est  compris  sous  trois  angles 
plans  jt  deux  de  ces  angles ,  de  quelque  ma- 
iiière  qu'on,  les  prenne  y  sont  plus  graivis  que  le  - 
troisièWiff» 

Que  l'angle  solide  A  (fig.  176)  soit  <joinpris 
ÉEOPs  les  trois  angles  plans  BAC ,  CAD,  DAB : 
je  dis  que  deux  quelconques  des  trois  angles 
plans  BAC^  CAD,  DAB,  de  quelque  manière 
qu'on  les  prenne ,  sont  plus  grands  que  l'angle 
restant. 

Car  si  les  angles  BAC,  CAD,  DAB  3ont 
égaux  entr'eux ,  il  est  évident  que  deux  quel- 
conques de  «es  angles ,  de  quelcpae  manière 
qu'on  les  prenne ,  sont  plus  grands  que  Faogle 
restant.  Supposons  que  ces  trois  ang^les  ne  sont 
point  égaux  çntr'eux ,  et  que  l'imgle  BAC  eal  le 
plus  grand.  Sur  la  droite  AB  et  au  poipC  A  fi»^ 
sons  dans  le  plan  qui  passe  par  BAC  l'angle  BAE 
égal  à  l'angle  DAB  (prop.  a5.  11).  Faisons  AE 
égal  à  AD  (prop.  3.  i  ) ,  menons  ensuite  par  le 
point  E  la  droite  BEX]  qui  coupe  les  droites  AB, 
AC  aux  points  B,  C,  menons  aussi  les  droites  DB, 
DC.  Puisque  la  droite  DA  est  égale  à  la  droite  AE 
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€t  que  la  droite  AB  est  commune^  les  deux 
droites  DA,  AB  sont  égales  aux  deux  droites 
AE,  AB  ;  mais  l'angle  DAB  est  égal  à  l'angle 
BAE  :  donc  la  base  DB  est  égale  à  la  base  BE 
(prop.4-  ï)  >  c^-  puisque  les  deux  droites  DB ,  DC 
sont  plus  grandes  que  la  droite  BC  et  que  la  droite 
DB  est  égale  à  la^ droite  BE ,  la  droite  restante 
DC  sera  plus  grande  que  la  droite  restante  EC) 
mais  puisque  la  droite  D  A  ^st  égâile  à  la  droite 
AE,  que  la  droite  AC  est  commune  et  que  la 
base  DC  est  plus  grande  que  la  base  EC^  l'an- 
gle DAC  sera  pltis  grand  que  l'angk  EAC, 
(prop.  aS.  i).  Mais  l'angle  DAB  est  égal  à  Van* 
gle  B  A  E  9  par  odnsiruction  :  dond  les  angles 
DAB,  DAC  sont  plus  grands  qufi  l'angle  BAC. 
Si  l'on  prend  deux  autres  angles  quelconques, 
nous  (jbsmontrerons  semblableihent  qu'ils  sont 
plus  grands  que  l'angle  restant. . 

Donc  si  un  angle  solide  est  compris  sous  trois 
angles  plans  ^  deux  quelconques  de  ces  angles  ^ 
de  quelque  manière  qu'on  les  preniie^  sont  plus 
grands  que  le  troisième  i  oè  qWil  falloit  dé^ 
montrer. 
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PROPOSITION    XXI. 

THEOREME. 

Fout  angle  solide  est  compris  sous  des  angles  plans 
qui  sont  moindres  que  quatre  angles  droits. 

Soit  Tangle  soUde  A  (fig.  177)  compris  sous 
les  angles  plans  BAC,  CAD,  DAB  :  je  dis  que 
les  angles  BAC^  CAD,  DAB  sont  moindi*es 
que  quatre  angles  droits. 

Dans  chacune  <Jes  droites  AB ,  AC ,  AD ,  pre- 
nez des  points  quelconques  B ,  C^  D,  et  menez 
BC ,  CD,  DB.  Puisque  l'angle  solide  B  est  com- 
pris sous  les  trois  angles  plans  CBA,  ABD, 
CBD,  deux  quelconques  de  ces  triangles  sont 
plus  grands  que  l'angle  restant  (pA^p.  ^V>.  11): 
donc  les  angles  CBA/ABD  sont  plus  grands  qlte 
l'angle  CBD.  Par  la  même  raison,  les  angles 
BC A ,  ACD  sont  plus  grands  que  l'angle  BCD,  et 
les  angles  CD  A,  ADB  plus  grands  que  l'angle 
CDB  :  donc  les  six  angles  CB A,  ABD,  BCA,  ACD, 
ADC ,  ADB  sont  jJus  grands  que  les  trois  angles 
CBD,  BCD,  CDB.  Mais  les  trois  angles  CBD, 
BCD,  CDB  sont  égaux  à  deux  angles  droits 
(prop.  52. 1  )  :  donc  les  six  angles  CBA,  ABD,. 
BCA,  ACD,  ADC,  ADB  sont  glus  grands  que 
deux  angles  droits  ;  mais  puisque  les  trois  angles 
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<âe  chacun  des  triangles  ABC,  AÇD,  ADB  sont 
éganx  à  deux  angles  droits ,  les  neuf  angles  CE  A , 
ACB ,  BAC  ,  ACD  ,  DAC  ,  CDA ,  ADB  ,  DBA, 
BAD  de  ces  trois  triangles  sont  égaux  à  six  angles 
droits  ;  mais  les  six  angles  ABC ,  BC  A,  ACD, 
CDA,  ADB,  DBA  sont  plus  grands  que  deux 
angles  droits  :  donc  les  angles  restans  BAC ,  CAD, 
DAB  qui  contiennent  l'angle  solide  sont  plus 
petits  que  quatre  angles  droits. 

Donc  tout  angle  solide  est  compris  sous  des 
angles  plans  plus  petits  que  c[uatre  angles  droits  ; 
ce  qu'il  £Jloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXII. 

T  H  £  G  R  i  Bf  £. 

Si  Von  a  trois  angles  plans ,  dont  deux  de  ces 
angles,  de  quelque  manière  qiivn  les  prenne, 
sont  plus  grands  que  l'angle  restant ,  et  si  ces 
angles  sont  compris  par  des  côtés  égaux  ^  on 
pourra  construire  un  triangle  avec  les  droites 
qui  joignent  ces  côtés  égaux. 

Soient  les  trois  angles  plans  ABC,  DE  F, 
GHK  (fig<  178)  dont  deux  de  ces  angles,  de 
quelque  manière  qu'on  les  prenne ,  sont  plus 
grands  que  Fangle  restant ,  c'est-à-dire  que  les 
deux  angles  ABC ,  DËF  sont  plus  grands  que 
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r&ngle  G  fi  K,  que  les  deux  angles  ÛEF,  GHK 
sdnt  plus  gfatids  que  l'angle  ABC ,  et  enén  que 
le^  deux  angles  CHK^  ÂBC  sont  plus  grande 
que  l'auglé  DE  F  ;  que  les  droites  AB ,  BC ,  t)È; 
EF,  6H^  HK  soient  égales  ;  meUez  AC  ;  DF, 
GR  :  je  dis  qu'on  peut  construire  un  triangle 
avec  des  droites  égales  aux  droites  AC,  DF,  GK  ; 
e'est-à^dire  que  deux  quelconques'  des  droites 
AC,  DF,  GK,  de  quelque  manière  qu'oti  les 
preuue ,  sotit  jilus  grandes  que  la  droite  restante» 
Si  les  àt^^lès  ABC,  DEF,  GHK  sont  ^aUx 
cntr'eux,  il  est  évident  qu\)n  pourra  construire 
un  triangle  avec  des  droites  égales  aux  droites 
AC ,  DF,  GK  qui  sont  alors  égales  entr'elles.  Au 
contraire^  si  ces  singles  ne  sont  point  égaux ,  sur 
la  droite  H K  et  au  point  H,  faites  l'angle  KHL 
égal  à  l'angle  AfiC  (prop.  25.  i  )  ;  fakes  aussi 
la  droite  Ht  égale  à  une  des  droites  AB,  BC^ 
DE,  EP,  Gfi,  HË,  et  mené»  les  droites  GL, 
KL.  Puîijque  les  deux  droites  AB,  BC  sont 
égales  aux  deux  droites  KH,  HL,  et  que  l'an- 
gle B  est  égal  à  l'angle  KHL,  la  base  AC  sera 
égale  k  kt  bés^  KL  (prôp:  4«  ï)  î  et  puisque  les 
Wgle*  ABC,  GfiiK  Sôliil  fl\ïs  grands  que  Tan- 
glé  DEF  et  que  Taftiglë  ARC  est  égal  k  Fangîe 
KHL,  l'angle  GHL  sera  plus  yaUd  que  Fan- 
gîe DEF.  De  J)lttsr,  puisque  les  deux  droites 
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GH,  HL  soaî  légales  ^m  deux  droites  D)E,  EF 
et  que  langle  GHL  est  plus  gt-and  que  l'^gle  E> 
la  base  GL  sera  plus  grande  que  la  base  DF 
(  prop.  ^4*  '  )  7  ™9^^  i^s  droites  GK^  KL  sont 
plus  grandes  que  la  droite  GL  (prop.  ao.  i  )  : 
donc ,  à  plus  forte  rai$on^  les  droites  GK.^  KJj 
sont  plus  grandes  que  la  droite  DF  ;  mais  KL 
est  égal  à  ÀG  :  donc  les  droites  ÂC ,  GK  sont 
plus  grandes  que  la  droite  restante  D  F.  Nous 
démontrerons  sembUblemént  que  les  droites. 
AC ,  DF  sont  plus  grandes  que  la  droite  GK> 
et  que  les  droites  GK ,  DF  sont  aussi  plus  grandes 
que  h.  droite  A  G  :  donc  on  peut  construire  uû 
triangle  avec  des  droites  égales  aux  droites  AC  ^ 
DF,  GK  (prop.  aiî.i), 

ÀÙTREMEl^T. 

Soient  donnés  les  trois  ailgles  plans  ÂBC^ 
bEF,  GHK  (%i  179)  dont  deux  de  ces  angles^ 
de  quelque  inanière  qu'on  les  prenne ,  sont  plus 
grands  que  Fangle  restant  ;  que  ces  angles  soient 
compris  par  des  droites  égales  AB,  BC,  DE, 
EF,  GH>  HK.  Menez  les  droites  AC,  DF,  GK  : 
je  dis  qu'on  peut  construire  un  triangle  avec  des 
droites  égales  aux  droites  AC ,  DF,  GK  ;  c'est-^ 
à-diré  que  deux  de  ces  droites ,  de  ^elque  ixwr 
nière  qu'on  les  prenne,  sont  plus  grandes  que 
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la  droite  restante.  Si  les  angles  ABC,  t)Ê.t, 
GHK  sont  égaux,  les  droites  ÂC,  DF,  GK 
seront  égales  eûtt-'eUes  (prop.  4- 1),  et  deuSt 
de  ces  droites  seront  plus  grandes  que  la  droite 
restante.  Au  eontraire ,  si  ces  angles  ABC,  DEF, 
GHK  sont  inégaux  ,  et  si  l'angle  ABC  est  plus 
grand  que  l'un  el  que  l'autre  des  angles  E ,  H ,  la 
droiteACseraplusgrandeqûel'uneetquel'autre 

des  droites  DF,  GK  (prop.  24.  » .)  ;  et  il  eSt  évi- 
dent que  la  droite  AC  avec  l'une  du  avec  l'autre 
des  droitesDF,  GKsera  plus  grandequela  droite 
estante.  Je  dis  que  les  droites  DF,  G  t.  sont 
plus  grandes  que  la  droite  AC.  Sur  la  droite  AB 
et  au  point  B  construisez  l'angle  ABL  égal  à 
l'angle  GHK  (prop.  33.  i)  ;  faites  la  droite  BL 
égale  à  une  des  droites  AB,  BC,  DE,  EF-, 
GH,  HK,  et  menez  AL,  LC.  Puisque  les  deux 
droites  AB,  BL  sont  égales  aux  deux  droites 
GH ,  HK)  chacune  à  chacune ,  et  qu'elles  com- 
prennent des  angles  égaux ,  la  base  AL  sera  égale 
à  la  base  GK  (  prop.  4.  i  )  ;  et  puisque  les  angles 
E,  H  sont  plus  grands  que  l'angle  ABC  et  que 
l'angle  GHK  est  égal  à  l'angle  ABL,  l'angle 
restant  E  serti  plus  grand  que  l'angle  LBC.  De 
plus,  puisque  les  deux  droites  LB,  BC  sont 
égales  aux  deux  droites  DE,  EF,  chacune  à 
chacune,  et  que  l'angle  DEF  est  plus  grand 
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que  Tangle  LBC ,  la  base  DF  sera  plus  grande 
que  la  base  LC  (prop.  24.  i  )•  Mais  on  a  dé- 
montré que  la  droite  GK  est  égale  à  la  droite 
AL  ^  donc  les  droites  DF,  GR  sont  plus  grandes 
que  les  droites  AL ,  LC  ;  mais  les  droites  AL ,  LC 
sont  plus  grandes  que  la  droite  AC  (prop.  ao.  i  )  : 
donc  à  plus  forte  raison  les  droites  DF,  GK 
sont  plus  grandes  que  la  droite  AC  :  donc  deux 
des  droites  A C ,  DF,  GK,  de  quelque  manière 
qu'on  les  prenne ,  sont  plus  grandes  que  la  droite 
restante. 

Donc  on  peut  construire  un  triangle  avec 
trois  droites  égales  aux  droites  AC>  DF,  GK 
(prop.  22.  1)1  ce  qu  il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXII  L 

PROBLÊMC. 

Construire  un  angle  solide  avec  trois  angles  plans 
dont  deux  de  ces  angles  ,  de  quelque  manière 
ou  on  les  prenne,  sont  plus  grands  que  V angle 
restant;  il  faut  que  ces  trois  angles  soient  plus 
petits  que  quatre  angles  droits. 

Soient  donnés  les  trois  angles  plans  ABC, 
DEF,  GHK  (fig.  180)  dont  deux  de  ces  angles , 
de  quelque  manière  qu'on  les  prenne ,  soient  plus 
grands  que  l'angle  restant  \  que  ces  trois  aogles 
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«oient  pliis  petits  que  quatre  angles  "droits  :  il 
faut  avec  des  angles  ëgaux  aux  angles  ÀBC^ 
fiDEF,  ùHJL  construire  un  angle  solide* 

Faites  les  droites  AB,  BC^  DE^  EF,  GH, 
HK  égalesi entr'elles  et  menez  ÀC,  DF,  GK. 
On  peut  avec  des  droite*  égales  à  AC ,  DF,  GK 
construire  un  triangle  (prop.  22.  ii).  Gons* 
truise«  le  triangle  LMN  (prop.  32.  î  )  de  ma- 
nière que  LM  soit  égal  à  AC,  MN  égal  à  DF 
etLN  égalaGK.  Décrivez  ensuite  une  circon-» 
férence  de  cercle  LMN  autour  du  triangle  LMN 
(prop.  5^4)  5  prenez  le  ceiatre  de  ce  cercle  qui 
fiera  ou  dans  le  triangle  LMN  ou  sur  un  de  ses 
côtés,  ou  hors  de  ce  triangle. 

Que  le  centre  du  cetcle  sqit  d'abord  dans  le 
triangle ,  et  que  ce  ceiitre  soît  O  ;  menez  L  O , 
Mo,  NO  :  je  dis  qiae  AB  est phiai grand  queLO } 
car  si  cela  n'est  point ,  la  droite  AB  séria  égale  a 
la  droite  LO  ou  plus  petite  que  cette  droite* 
Supposons  d'atord  qu^ellelui  soit  égale  j  Puisque 
AB  est  égal  à  LO  et  que  AB  est  égal  a  BC ,  LO 
sera  égal  à  BC  ;  mais  LO  est  égal  à  OM  :  donc 
les  deux  droites  AB^  BC  sont  égales  aux  deux 
droites  LO,  OM,  chacune  à  chacune;  mais  h 
base  AC  est  supposée  égale  à  la  base  LM  :  donc 
l'angle  ABC  est  égal  à  l'angle  LOM  (prop.  8.  i). 
IV  la  même  raison ,  l'angle  DEF  est  égal  à  l'an^ 


gh  MON  et  l'angle  GHK  égal  iFangle  NOL  : 
donc  les  trois  angles  AB€,DEF,  GHK  sont 
égaux  aux  trois  angles  LOM^  MON ,  NOL  ;  màisi 
hs  trois  angles  LOM ,  MON ,  NOL  sont  égaux  à 
quatre  atigles  droits  :  donc  les  trois  angles  ABC  ^ 
DEF,  GHK  sont  égaux  à  quatre  angles  ;  mais, 
on  les  a  supposes  plus  petits  que  quatre  anglea 
droits  y  ce  qui  est  absurde  :  donc  la  droite  AB 
a^est  pas  égale  à  la  droite  LO  :  je  dis.  de  plus  que 
la  droite  AB  n'est  pas  plus  petite  que  la  droite 
LO.  Car  supposons,  si  cela  «st  possible  y  qu'elle 
soit  plus  petite ,  et  que  la  droite  AB  soit  égale  à 
la  droite  OP  et  la  droite  BC  égale  à  la  droite  OQ  j 
menés  PQ.  Puisque  la  droite  ÂB  est  ^ale  à  la 
droite  BC,  Ik  droite  OP  sera  égale  à  la  droite  OQ  : 
donc  la  droite  restante  PL  sera  égale  à  la  droite 
restante  QM  :  donc  là  droite  L  M  est  parallèle* 
à  la  droite  P<J  (pr<)p,a;.6)':donc  les  triangles 
LMO ,  PQO  sont  équiângles  :  donc  OL  est  à 
LM  comme  OP  est  à  P<?{  prop.  4-  6) ,  et  en 
échangeant  les  places  ded  moyens,  LO  est  àOP 
comme  LM  est  à  PQ  (prop.  i6,  5);  mai«  LO 
est  plus  grand  que  OP  :  donc  LM  est  plus  graïad 
que  PQ;  mais  LM  est  égal  à  AC,  par  con»^ 
truction  :  donc  AC  sera  plus  gr&nd  que  PQ  ;  et 
puisque  les  deux  droites  AB,  BC  sont  égjJes 
au^  deux  droites  PO ,  OQ  et  que  la  base  AC 

3. 
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est  plus  grande  que  la  basePQ  y  T angle  ABC  sera 
plus  grand  que  Tangle  POQ  (prop.  24.  i)-  Nous 
démontrerons  semblablement  que  Faille  DE  F 
est  plus  grand  que  l'angle  MON  et  Tanglé  GHK 
plus  grand  que  l'angle  NGL  :.donc  les  trois 
angles  ABC ,  DEF,  GHK  s|ont  plus  grands  que 
les  angles  LOM,  MON,  NOL;  inaisles  angles. 
ABC/DEF,  GHK  sont  supposés  plus. petits 
que  quatre  angles  droits  :  donc  à  plus  forte 
raison  les  trois  angles  LOM ,  MON ,  NOL  sont 
plus  petits  que  quatre  angles  droits  ;  mais  cesi 
trois  angles  sont  égaux  à  quatre  angles  droits, 
ce  qui  est  absurde  :  donc  la  droite  AB  n'est  paa 
plus  petite  que  la  droite  LO.  On  a  démontré 
qu'elle  ne  lui  est  point  égale  :  donc  la  droite  AB 
est  plus  grande  que  la  droite  LO.  Du  point  O 
élevez  une  perpendtculaîre  OR  sur  le  pl^n  du 
cercle  LMN  (prop;  M.  ii).  Supposons  que. le 
quarré  de  OR  soit  égal  à  l'excès  du  quarr^  de 
AB  sur  le  quarré  de  ÈO  (lem.  suiv.),  et  menons 
les  droites  RL ,  RMy  RN,  Puisque  la  droite  OR 
est  perpendicuikire  sur  le  plan  du  cercle  LMN, 
cette  droite  ser^  perpendiculaire  sur  chacune 
des  droites  Lb,  MO,  NO  (déf.  5.  ii);  et 
puisque  LO  est  égal  à  OM  et  que  là  droite  OR 
est  commune  et  qu'elle  est  perpendiculaire  sur 
ces  deux  droites,  la  bçi&e  LR  sera  égale  àU 


h9Se  RM  (prop.  4-  ^  )•  P^  ^^  même  raison ,  la, 
droite  RN  est  égale  à  l'une  et  à  l'autre  cle;$ 
droites  RL,  RM  :  dooc,  les  trois  droites  RL, 
RM,  RN  sont  égales  entr'elles.  Puisque  le 
quarré  fait  sur  OR  est  égal  à  l'excès  du  quarré 
de  AB  sur  le  quarré  LO ,  le  quarré  de  AB  sera 
égal  aux  quarrés  des  droites  LO ,  OR;  mais  le 
quarré  de.  RL  est  égal  aux  quarrés,  des  droites 
LO,  OR(prop^47'  ï)j  ^^^  Fangle  LOR  e^t 
droit  :  donc  le  quarré  de  la.  droite  AB  est  (pgal 
au  quarré  de  la  droite  RL  ;  donc  la  droite  AB 
est  égale  à  la  droite  RL;-  mais  chacune  des 
droites.BG,  DE,  EF,  GH,  HK  est  égale,  à  la 
droite  AB,  et  chacune  des  droites ,R M,  RN  e^t 
égale  à  la  droite  AL  :  donc  chacun^  des  droites 
AB,  BG ,  DE,  EF,  GH^  HK  est  égale  à  char 
cune  des  droites  RL,,  RM,  RN;  mais  puisque 
les  deux  droites  LR,.  RM  sont  égales  aux  deux 
droites. AB,  BC  et  que  la  base  LM  est  égale  à. 
la  base  A  G.,  l'angle  LRM  sera  égal  à  l'angle 
ABC  (priop.8.  i>.  L'angle  MRN  sera  égal  à 
X'angle  DEF  et  Fa^glfiLRN  é^al  à  l'angle  GHK , 
par  la  même  raison  :  donc  ^vec  les;  trois  angles 
plans:  L  RM ,  M  R  N ,  L  R  N ,  qui  sont  égaux  aux 
trois  angles  donnés,  on  a  construit  un  ang|e 
solide  Rqui  est  compris  sous.les.angles  LRM^. 

m:rn,.lrn. 
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Que  le  centre  du  cercle  ^itpfesenteiiientsuf' 
Unde^  côtés,  savoir,  sur  le  côté  MN  (fig.  i8i  )^ 
et  que  le  centre  de  ce  cercle  soit  le  point  O } 
menez  OL  :  je  dis  de  nouveau  que  AB  est  plus 
grand  que  LO  ;  car  si  cela  tt'est  point,  la  droite 
ÀB  sera  égale  à  la  droite  LO  ou  bien  elle  sera 
plus  petite  que  cette  droite.  Supposons  d'abord 
qu'elle  lui  soit  égale  ;  les  deux  droites  AB ,  BC  j^ 
c'est-rà-fdire  les  deux  droites  DE,  EF,  sont 
égales  aux  deux  droites  MO,  OLj,  c'est^àr-dire 
à  la  droite  MN  ;  mais  la  droite  MN  est  supposée 
égale  à  la  droite  DF  :  donc  les  droites  1)E ,  EF 
"  sont  égales  à  la  droite  DF,  ce  qui  pe  peut  être 
(  prop.  30.  I  )  :  donc  là  droite  AB  n'est  point 
égale  à  la  droite  LO.  On  démontreroit  sem^ 
blablement  qu'elle  n'est  pas  plus  petite  ^  car  de 
cette  supposition  il  s'enâsuivroit  une  plus  grande 
absurdité  :  donc  la  droite  AB  est  plus  grande 
que  la  droite  LO.  Si  Pon  mène  la  droite  RO 
perpendiculaire  sur  le  plan  du  cercle ,  et  si  Voix 
suppose  que  le  quarré  de  OR  soit  égal  à  1  excès 
du  quarré  de  AB  sur  le  qusàrt^  tiO  (lem.suiv.), 
le  problême  $era  résolu, 
'   Que  le  centre  du  cet*cle  soit  enfih  h&f&  du 
triangle  LMN  (fig.  i8!i) ,  et  qufe  le  centre  d^ 
ce  cercle  soit  O  ;  menez  LO ,  MO ,  N  O  :  je  dis^ 
que  la  droite  AB  est  plus  graude  que  la  droite 
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LO;  car  si  cela  n'est  point,  elle  lui  sera  égale 

ou  plus  petite.  Supposons  d'abord  qu'elle  lui 

^oît  égale  j   dans  cette  supposition  les  deut 

droites  AB,  BC  sont  égales  auK  deux  droites 

MO^  OL ,  chacune  à  chacune  ;  mais  la  base  AC 

est  aussi  égale  à  la  base  ML  :  donc  l'angle  ABC 

est  égal  à  l'angle  MOL  (prop.  8.  1).  L'angle 

GHK  est  égal  à  l'angle  LON,  par  la  même 

raison  :  donc  l'angle  total  MON  est  égal  aux 

deux  angles  ABC ,  GHK^  mais  les  angles  ABC , 

GHK  sont  plus  grands  que  l'angle  DE  F  ;  domî 

l'angle  MON  est  plus  grand  que  l'angle  DE  F  5 

et  puisque  les  deux  ilroites'DE ,  ÈF  sont  égale* 

aux  deux  droites  MO^  ON,  et  que  la  base  DF 

est  égale  à  la  base  MN ,  l'angle  MON  sera  égal 

h  l'angle  DE  F  (pt^p.  8.  i)  ;  mais  où  a  démon* 

tré  qu'il  est  plus  grand ,  ce  qui  est  absurde  ; 

donc  la  droitte  AB  n'est  pas  égale  à  la  droite  LO* 

Nous  démontrerons  de  suite  qu'elle^  n'est  pas 

/plus  petite  >  donc  elle  est  nécessairement  plus 

grande.  Si  nous  menods  de  nouveau  la  droite 

OR  perpendiculaire  sur  le  plan  du  cercle ,  et  si 

nous  supposons  éeite  perpendiculaire  égale  à 

une  droite  dont  le  quarré  soit  é^al  à  Texcès  du 

quarré  de  la  droite  AB  sur  le  quarré  de  la  droîte 

LO  (lem.  suiv.) ,  le  problême  sera  résolu.  Je  dis 

è  présent  que  la  droite  AB  n*est  pas  plus  petite 
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que  la  droite  LO.  Supposons,  si* cela  est  possî-^ 
ble ,  qu'elle  soit  plus  petite  ;  faites  OP  égal;à  AB 
et  OQ  égal  à  BC  et  menez. PQ^  Puisque  AB;est 
égal  à  BC,  la  droite  OP  sera  égale  à  la  droite 
OQ  :  donc  la  droite  restante  PL  sera  égale  à  la 
droite  restante  QM  :  donc  la  droite  LM  est  pa-r 
rallèle  à  la  droite  QP  (prop.  2.6):  donc  les  deux 
triangles  LMO,  QOP  sont  équiangles  :  donc 
LO  est  à  LM  comme  OP  est  à PQ  (prop.  4-  6) , 
et  en  échangeant  les  plans  des  moyens ,  LO  est 
à  OP  comme  LM  est  à  PQ;  mais  LO  est  plus 
grand  que  OP  :  donc  LM  est  plus  grand  que  PQ  ; 
niais  LM  est  égal  à  AC  par  construction  :  donc 
AC  sera  plus  grand  que  PQ;  mais  puisque  les 
deux  droites  A  B  ,  B  C  sont  égales  aux  dçux 
droites  PO,  OQ,  chacune  à  ehacune,  et  qwbe  \^ 
base  AC  est  plus. grande  que  la. base  PQ,  l'an- 
gle ABC, sera  plus  gra»d  que  l'angle  POQ 
(  prop.  35.  I  ).  Si  l'on  prend  la  droite  O  V  égale 
à  chacune  diejs  droites  OP ,  OQ,  et  si  Ton  mène 
PV^  nous  démontrerons  semblablement  que 
l'angle  GHR  est  plus  grand  que  Fangle  POV. 
Sur  la  droite  LO  et  au  point  O ,  pris  sur  celte 
droite,  construisez  Tangle  LOS  égal- à  l'angle 
ABC  et  Tangle  LOT  égal  à  l'angle  GHK; 
faites  chacune  des  droites  OS,  OT  égale  à  la. 
droite  PO ,  et  menez  PS,  PT,  ST.  Pubqûe  les. 
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deux  droites  AB,  BC  sont  égales  aux  deux 
droites  PO,  OS,  et  que  l'angle  ABC  est  égal  à 
l'angle  PO S^  la  base  AC ,  c'est-à-dire  la  droite 
LM,  sera  égale  à  la  base  PS  (prop.  4-  ^  )•  La 
droite  LN  sera  égale  à  la  droite  PT,  par  la  même 
raison;  et  puisque  les  deux  droites  ML,  LN 
sont  égales  aux  deux  droites  PS,  PT  et  que 
l'angle  MLN  çst  plus  grand  que  l'angle» SPT, 
la  base  MN  sera  plus  grande  que  la  base  ST 
(prop.  24.  I  )  ;  mais  MN  est  égal  à  DF  :  donc 
DF  sera  plus  grand  que  ST  :  donc  puisque  les 
deux  droites  DE,  EF  sont  égales  aux  deux 
droites  SO,  OT  et  que  la  base  DF  est  plus 
grande  que  la  base  ST,  l'angle  DE  F  sera  plus 
grand  queJSOT  (prop,  25.  i)  ;  mais  l'angle  SOT 
est  égal  aux  angles  ABC ,  GHK  :  donc  l'angle 
DEF  est  plus  grand  que  les  angles  ABC ,  GHK  : 
inâis  il  est  au  contraire  plus  petit;  ce  qui  est, 
ipipossible. 

L    £    M    M    E. 

Nous,  allons  faire  voir  de  quelle  manière  on 
fait  sur  RO  un  quarré  qui  soit  égal  à  l'excè^i 
4u  quarré  de  la  droite  AB  sur  le  quarré  de  la 
droite  LO. 

Soient  les  droites  AB,  LO  (fig.  i85);  que 
^B  soit  la  plus  grande  ,  et  sur  cette  droite  dé- 
crivez 1^  <îewi-c.irconférence  ABC ,  et  appliquez. 
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dans  la  demi-circonférence  ABC  une  droite  AC 

égale  à  la  droite  LO  et  menez  la  droite  BC. 

Puisque  r^angle  AGB  est  compris  dans  le  demi-- 
cercle  ABC^  l'angle  ACB  sera  droit  (prop.  3 1 . 3  )  r 
donc  le  quarré  de  la  droite  AB  est  égal  aux 
quarrés  des  droites  AC,  CB  (prop.  47»  ï)^ 
donc  le  quarré  .de  AB  surpasse  le  quarré  de 
AC  du^arré  de  CB  j  mais  AC  est  égal  à  LO  : 
donc  le  quarré  de  AB  surpasse  le  quarré  de  LO 
du  quarré  de  CB  :  donc  si  nous, faisons  la  droite 
OR  égale  à  la  droite  CB ,  le  quarré  de  la  droite 
AB  surpassera  le  quarré  de  la  droite  LO  du 
quarré  de  la  droite  O  R  ;  ce  que  nous  voulions, 
faire, 

^PROPOSITION    XXIV. 

THEOREME. 

Si  un  solide  est  compris  soiis  des  plans  patallUes  j^, 
les  plans  opposés  sont  des  parallélogrammes 
égaux* 

Que  le  solide  CD HG  (fîg.  î84)  sôit  compris 
sous  les  plans  parallèles  AC^  CF,  AH,  DF, 
FB ,  AE  :  je  dis  que  les  plans  opj^osés  sont  des 
parallélogrammes  égaux. 

Puisque  les  deux  plans  parallèles  BG,  CE 
sont  coupés  par  le  plan  AC,  leurs  communes 
sections  sont  parallèles  (prop.  i6.  t  î  )  :  doue  la 
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droite  AB  est  parallèle  à  la  droite  DC.  De  plus, 
puisque  les  deux  plans  parallèles  BF,  AE  soat 
coupes  sur  le  plan  AC ,  leurs  communes  sections 
sont  parallèles  :  donc  la  droite  AD  est  parallèle 
à  la  droite  BC  ;  mais  on  a  démontré  (jue  la 
droite  AB  est  parallèle  à  la  droite  DC  :  donc  le 
plan  AC  est  u;i  parallélogramme.  Nous  démon- 
trerons semblaUemenJt  que  chacun  desplaus 
DF,  FG ,  GB ,  BF,  AE  est  un  parallélogramme- 
Menez  les  droites  AH,  DF.  Puisque  AB  est 
parallèle  à  DC  et  BH  parallèle  à  C F,  les  deux 
droites  AB,  BH  qui  sç  rencontrent  seront  pa- 
rallèles aux  deux  droites  DC,  CF  qui  se  ren- 
contrent et  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  plan  : 
donc  ces  droites  comprendrOBt  des  angles  égaux 
(  prop*.  10.  1 1  )  :.  donc  l'angle  ABH  est  égal  à 
Fani^le  DCF;  et  puisque  les  deux  droites  AB, 
BH  sont  égales  aux  deux   droites  DC,  CF 
(prop.  54.  i) ,  et  que  l'angle  ABH  est  égal  à 
l'angle  DCF^  la  base  AH  sera  égale  à  la  base 
DF  (prop.»!^  1),  et  le/triangle  ABH  égal  au 
triangle  DCF;  mais  le  parallélogramme  BG  est 
double  du  triangle  ABH  et  le  parallélogramme 
C  E  double  aussi  du  triangle  DCF  (prop.  54- 1)  5 
donc  le  parallélogramme  BG  sera  égal  au  paral*^ 
lélogramme  CE.  Kpus  démontrerons  sembla- 
blement  que  le  parallélogramme  AC  est  égal  au 
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parallélogramme  G  F  et  le  parallélogramme  AE 
égal  au  parallélogramme  BF. 

Donc  si  un  solide  est  compris  sous  des  plans 
parallèles ,  les  plans  opposés  sont  des  parallé- 
logrammes égaux.  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXV. 

THÉORÈME. 

Si  VU  parattélipipède  est  coupé  par  un  plan  pa^ 
raUèle  à  dss  plaiu  opposés,  les  solides  obtenus 
par  cette  section  seront  enir'eux  comme  leurs 
bases. 

Que  le  parallélipipède  ABCD  (fig.  i85)  soit 
coupé  par  un  plan  VE  parallèle  aux  plans  op- 
posés RA,  DH  :  je  dis  que  le  solide  ABF  V  est 
au  solide  EGCD  comme  la  base  AEFX  est  à 
la  base  EHCF- 

Prolongez  de  part  et  d'autre  la  droite  AH  et 
prenez  autant  de  droites  égales  que  vous  vou- 
drez HM,  MN  égales  chacune  à  1» droite  EH; 
prenez  aussi  autant  de  droites  que  vous  voudrez 
AK,  KL  égales  chacune  à  la  droite  AE  et  ache- 
vez les  parallélogrammes  LP,  KX ,  H  Y,  MS^  et 
les  parallélîpipèdes  AQ,  KZ,  DM ,  MT.  Puisque 
les  droites  LK.,  KA,  AE  sont  égales  entr'elles , 
les  parallélogrammes  LP,  KXj'AF  seront  égaux 
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éntr'eux  (prop,  58.  i).  Les  parallélogrammes 
KO,  KB^  AG  som  aussi  égaux  entr'eux,  ainsi  que 
les  parallélogrammes  LZ,  KQ,  AR(pro.  2^.  11), 
car  ces  parallélogrammes  sont  opposés.  Par  la 
même  raison ,  les  parallélogrammes  EC,  HY,' 
M  S  sont  encore  égaux  entr'eux,  ainsi  que  les 
parallélogrammes  HG,  HI,  IN  et  les  parallé- 
logrammes DH,  MA',  NT  :  donc  trois  plans  des 
solides  LQ,  KR,  AV  sont  égaux  à  trois  plans; 
mais  trois  plans  sont  égaux  à  trois  plans  oppo- 
sés :  donc  les  trois  pai^allélipipèdes  L  Q ,  KR, 
AV  seront  égaux  entr'eux  (déf.  10.  îi).  Les 
trois  parallélipipèdes  ED,  DM^  MT  sont  égaux 
entr*eux^  par  la  même  raison  :  donc  la  base  LP 
est  multiple  de  la  base  A  F  autant  de  fois  que 
le  parallélipipède  LV  est  multiple  du  parallé- 
lipipède  AV.  Par  la  même 'raison  la  base  NF 
est  multiple  de  la  base  H  F  autant  de  fois  que 
le  parallélipipède  NV  est  multiple  du  parallé- 
lipipède HV.  Enfin  si  la  base  LF  est  égale  à  la 
base  NF,  le  parallélipipède  LV  sera  égal  au' pa- 
rallélipipède N  V  ;  si  la  base  LF  surpasse  la  base 
NF^  le  parallélipipède  LV  surpassera  le  paral- 
lélipipède N  V,  et  si  la  base  ILF  est  plus  petite 
que  la  base  N  F,  le  parallélipipède.  LV  sera  plus 
petit  que  le  parallélipipède  MV.  On  a  donc 
quatre  cjuantités,  savoir,  les  deux  bases  AF,  F  H 
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et  les  deux  parallélipipédes  AV,  VH,  et  l'on  a 
Jprls  des  équimultiples  de  la  base  A  F  et  du  pa- 
rallélipipéde  AV,  savoir^  la  base  L F  et  le  paral- 
lélipipède  LV  ;  on  a  pris  aussi  des  équimultiples 
de  la  base  H  F  et  du  parallelipipède  H  V,  savoir^ 
la  base  N  F  et  le  parallelipipéde  NV,  Mais  on  a 
démontre  que  si  la  base  L  F  surpasse  la  base! 
iSfF,  le  parallelipipéde  LV  surpassera  le  parai-' 
lélipipéde  N  V;  que  si  la  base  LV  est  égale  à  la 
base  NV,  le  parallelipipéde  LV.  sera  égal  aii 
parallelipipéde  NV,  et  que  si  la  basé  LV  est 
plus  petite  que  la  base  NV,  le  parallelipipéde 
liV  sera  plus  petit  que  le  parallelipipéde  NV  2 
donc  le  parallelipipéde  AV  est  au  parallélipi-^ 
péde  VH  comme  la  base  A  F  est  a  la  base  Fâ 
(déf.  5.  5)  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer, 

PROPOSITION    XXV  L 

PROBLÈME. 

Sut  une  droite  donnée  et  à  un  point  donné  dafiÉ 
cette  droite ,  construire  un  angle  solide  égal  à 
un  angle  solide  donné. 

Soit  AB  (fig.  1 86)  la  droite  donnée ,  A  le  point 
donné  dans  cette  droite^  et  D  Tapgle  solide  donné 
et  compris  sous  les  plans  EDC,EDF^FDC: 
il  faut  »ur  la  droite  donnée  AB  et  au  poiqt  A 
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donné  dans  cette  droite  construire  un  angl^ 
solide  ^al  à  Tangle  solide  donne  D. 

prenez  dans  la  droite  D  F  un  point  quelcon^^ 
que  F,  et  de  ce  point  menez  une  perpendiou- 
kire  FG  sur  le  plan  qui  passe  par  les  droites  ED^ 
DC  (prop.  1 1 . 1  i  )  -,  que  la  perpendiculaire  FG 
rencontre  le  plan  DEC  au  point  G;  menez  là 
droite  DG.  Ensuite  sur  la  droite  AB  et  au  point 
donné  Â  pris  dans  cette  droite  construisez  Kaégl^ 
BAL  égalàraagle  EDC  (ppop.  25.  i  ) ,  et Tan- 
gle  B  A  K  égal  à  l'angle  ËDG  ;  fanes  ensuite  AK[ 
égal  à  DG  (prop.  5.  i);  dû  point  K  menez  KB 
perpendiculaire  sur  lé  plair  qui  passe  par  BAï> 
(prop.  12. 1  i) ,  faites  enfiffla  droite  Kfl  égale 
à  la  droite  G  F  et  menez  la  di'oite  HA  :  je  dis 
que  r^angle  soiide  A^  compris  îsous  les  angliË^À^ 
BAL,  BAH,  HAL, <^t  égal  a Tangle  solide  I)^, 
compris  sous  les  angles  EDC  ;  EDF,  FDC. 

Faites  AB  égal  à  DE  et  menez  lei^  droites- 
HB^  KB,  FE,  GE.  Puisque  la  droite  F  G  est 
perpendiculaire  sur  le  plan  EDC,  cette  droite 
sera  perpendiculaire  sur  toutes  les  droites  qui  la 
rencbnti^nt  et  qui  Sont  dans  ce  plan  (déf  .  3 .  î  i  )  : 
donc  chacun  des  angles  FGD^  FGE  est  droit  ; 
chacun  des  angles  HK A ,  HKB  est  droit ,  par  la 
même  raison  5  et  puisque  les  deux  droites  KA, 
AB  ^ont  égales  aux  deux  droites  G  D ,  DE , 
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cliacune  à  chacune ,  et  que  ces  droites  cote- 
prennent  des  angles  egaui,  la  base  BK.  sera 
égale  à  la  base  EG  (  prop.^4*  ')  î  '^■^  ^  droite 
KH  est  égale  à  la  drmie  GF,  et  les  angles  HKBy 
F  HE  sont  droits  l'un  et  l'autre  :  donc  la  droite 
B[B  est  égale  à  la  droite  FE.  De  plus,  puisque 
kis  deux  droites  A R,  KH  sont  égales  aux  deux 
droites  DG,  GF,  et  que  ces  droites  compren* 
neni  des  angles  droits ,  la  base  AH  sera  égale  à  la 
base  DF  ;  mais  la  droite  AB  est  égale  à  la  droite 
DE  :  donc  les  deux  droites  H  A ,  AB  sont  égales 
aux  deux  droites  FD,  DE  ;  mais  la  base  HB  est 
égale  à  la  base  FE  :  donc  Tatigle  BAH  sera  égal 
à  l'angle  EDF.  L'angle  H  AL  est  égal  à  l'angle 
FDC ,  par  la  (nême  raison  ;  en  effet,  faites  la  droite 
AL  égale  à  la  droite  DC ,  et  menez  les  droites  KL^ 
HL ,  GC ,  FC.  Puisque  l'ai^gle  total  BAL  est 
égal  à  Tangle  total  EDC  et  que  l'angle  BAK  est 
égal  k  l'angle  EDG,  l'angle  restant  KAL  sera 
é^  à  l'angle  restant  GDC  ;  et  pmsque  les  deux 
droites  KA,  AL  sont  égales  aux  deux  droites 
GD,  DGy  et  qu'elles  renferment  des  angles 
égaux ^  la  base  KL  aéra  égale  à  la  base  GC 
(prop.  4*  ï  )  5  «lais  la  droite  KH  est  égale  à  la 
droite  G  F  :  donc  les  deux  droites  LK,  KH  sont 
égales  aux  deux  droites  CG ,  GF  ;  mais  ces  deux 
droites  renferment  des  angles  drmtà  :  donc  la 


D»  E  U  C  L  I  D  E.  SSfg 

base  HL  est  égale  à  ia'base  FC.  De  plus^  puis^ 
qi^e  les  deux  droites  HA,  AL  sont  égales  aux 
deux  droites  FD^  D'C  et  que  la.  base  EL  est 
égale  à  la  base  PC,  l'angle  H  AL  sera  égal  à  , 
l'angle  FDC  (prop.8.  i);  mais  l'angle  BAL  est 
égal  à  l'angle  jEDC  ;  donc ,  sur  une  droite  donnée 
et  à  un  point  pris  dans  cette  droite,  on  a  cons- 
truit un  angle  solide  égal  a  un  angle  solide  donné; 
ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION    X^VIi. 

p  R  G  B  j.  h  m  n.     , 

Sur  une  droite  donnée  décrire  wft  paraittUpipèâe 
ftdsoit  semblahle  à  un  paraliélipipèdé  dàmi 
et  senMàblement  placé  ^uebd^  ' 

Soit  AB  (  fig.  1 87  )  la  droite  donnée  et  DC  lé 
parallélipipède  donné  :  il  faut  décriire  sur  la 
droite  AB  ua  parallélipipède'  qui  soit  Si^mblable 
au  parallélipipède  donné  DC  et  semblablem^nt 
placé  que  lui.  ,  r  î 

Sur  la  droite  AB  et  au  point  A  donné  daq^ 
cette  droite  construisez  un  angle  solide  quJL,fp^t 
compris  sous  les  angles  solides  BAH^  HAJt, 
K.  AB  et  qui  soit  égal  à  l'angle  solide  C  ,  de  ma- 
nière que  l'angle  BAH  soit  égal  à  l'angle  ËCF, 
l'angle  BAR  égal  à  l'angle  ECG  et  l'angle  KAH 
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égal  à  Tangle  G C F,  et. ensuite  feiîtes  en  sorte 
que  EC  soit  à  CG  comme  BA  est  à  AK,  et  que 
GC  «oit  à  Cf  comme  KAl  est  à  AH  (prop»  12.6): 
ÉÇ  sera  à  CF  comme  BA  est  à  AH  (prop^22. 5)  ; 
.terminez  le  parallélogramme  B  H  et  le.  parallé* 

lipipède-AL.    . 

Puisque  EC  çst  à  CG  comme  BA  est  à  AK, 
les  cotés  qui  sont  autour  des  angles  rénaux  ECG, 
B  AK  seront  proportionnels  :  donc  le  paralléloy- 
gramme  GE  sera  semblable  au  parallélogramme 
KB  (  prfop.  4-j6)  .  #l^ar  k  même  raison  ;  lé  paral- 
lélogramme G  F  sera  semblable  au  parallélo- 
gramme KH,  ctle  paràilelogranune  FE  sembla- 
Jbl^ ;aq:,|)ta^allélpgr9q^9|]t<^.  QB  1  ^P^  t^ok  paral- 
'iéU^imoBi^: d]QL^:paraUéUp^>éde  CD  ^nt.  sem- 
blables à  trois  ppp^iUâLQgrammies.duL  par^élipi- 
.  pède  A  L  ;  mais  trop  parallélograninrie^  sont 
"çgàux  et.  seinblables  À  trois  jpàràUélbgrammes 
'iôpposes  (prop.  24*,i,)  ;  donc  le  parallélipipède 
"tetaîCT)>.era  seûibîabfe  au  parallélipipède  total 

Donc:  sur  la  droite  AB,  on  a  construit' un 
'^^all^iîpî^ède  Àïj^qui  eSt  semblable  à  un  pa- 
^ihafiiéf^ip^iàéyonné  Cî>  et  semblahlemènt  placée 
^e  qu'il  faHdit  faire. 
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PROPOSITION    XXVUI. 

THEOREME» 

Si  un  parallélipipède  est  coupé  par  un  plan  selon 
les  diagonales  de  deux  plans  opposés,  le  pa^ 
rallélîpipède  sera  coupé  en  deux  parties  égaler 
par  ce  plan^ 

Que  le  parallélipipède  AB  ( fig.  1 88)  soit  coupé 
par  le  plan  CDEF  selon  les  diagonales  des  deux 
plans  opposés  C F,  DE  :  je  dis  que  le  parallé- 
lipipède AB  sera  coupé  en  deux  parties  égales 
par  le  plan  CDEF. 

Puisque  le  triangle  CGF  est  égal  au  triangle 
CBF  (prop.  34.  i)  et  le  triangle  ADE  égal  au 
triangle  DEH^  de  plus,  puisque  le  parallélo- 
gramme G  A  est  égal  au  paraltélogranune  BE 
(prop.  34.  Il),  car  c^s  deux  parallélogrammes 
sont  opposés ,  et  puisque  le  parallélogcanmie 
GE  est  aussi  égal  au  parallélogramme  CH,  le 
prisme  compris  sous  les  deux  triangles  CGF, 
ADE  et  sous  les  trois  parallélogrammes  GE, 
AC ,  CE ,  sera  égal  au  prisme  compris  sous  les 
deux  triangles  CFB,  DEH^  et  les  trois  parallé- 
logrammes CH,  BE,  CE,  car  ils  sont  compris 
sous  des  plans  égaux  en  nombre  et  en  grandeur 
(déf.  10.  Il):  donc  le  parallélipipède  total  AB 
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est  coupé  en  deux  parties  égales  par  le  plan 
C  DE  F  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXIX. 

THiOR^BIS. 

Les  parallélipipèdes  qid  ont  la  même  base  et  ta 
même  hauteur,  et  dont  les  droites  insistentes 
sont  placées  dans  les  mêmes  droites,  sont  égaux 
entr'eux. 

Que  les  parallélipipèdes  CM,  CN  (fig.  189) 
ûent  la  même  base  ÂB  et  la  même  hauteur ,  et 
que  les  droites  insistentes  AF,  AG ,  LM,  LN , 
C  D,  CE^  BH ,  BK  soient  dans  les  mêmes  droites 
FN ,  DK  :  je  dis  que  le  parallélipipède  CM  est 
^al  au  parallélipipède  CN. 

Car  puisque  chacune  des  figures  CH,  CK  est 
un  {Parallélogramme,  la  droite  CB  sera  égale  à 
chacune  des  droites  DH,  EK  (prop.  34.  1)  : 
donc  la  droite  DH  sera  égale  à  la  droite  EK. 
Retranchez  la  partie  commune  E  H ,  la  droite 
restante  DE  sera  égale  à  la  droite  restante  HK  : 
donc  le  triangle  DEC  est  égal  au  triangle  HE.B 
([prop.  8.  i),  et  le  parallélogrammef  DG  égal  au 
parallélogramme  HN  (prop.  56.  i).  Par  la  même 
raison  le  triangle  AFG  est  égal  au  triangle  LMN. 
Mais  le  parallélogramme  C  F  est  égal  au  pai^allé- 
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logramme  BM  et  le  parallélogramme  CG  égal 
au  parallélogramme  BN  (prop.  34.  ^^)  >  ^^ 
ces  parallélogrammes  sont  opposés .  :  donc  le 
prisme  contenu  sous  les  deux  triangles  ÀFG, 
DEC  et  sons  le&  trois  parallélogrammes  A D  ^ 
DG,  GC  est  égal  au  prisme  eontenu  sous  les 
deux  triangles  LMW,  HBK  et  sous  les  trois 
parallélogrammesBM,  NH,  BN  (deX  lo.  ri)  : 
donc  si  nous  ajoutons  à  chacun  ^e  ces  prismes 
le  solide  dont  une  des  bases  e^t  le  parallélo- 
gramme ÂB  et  dont  l'autre  hai^e^  est  le  parallé- 
logramme GEHM,  le  parallélipipede  total  CM 
sera  égal  au  parallélipipede  total  CN« 

Donc  les  parallélipipèdes  qui  ont  la  mémf^ 
baste  et  la  même  hauteur ,  et  dont  les  droites  in- 
sistentes  sont  placées  dsms  les  mêmes  droites , 
^nt  égaux  entr'eux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXX. 

rs  H  £  a-  n  È  m  )?. 

Ié€S  parallélipipèdes  qui  ont  la  même  base,  et  la 
même  hauteur,  et  dont  les  droites  insistentes 
ne  sont  point  placées  dans  les  mêm^s  droites, 
sont  Agaux  entr'eux^ 

Soient  CM,  GN  (fig.  xgo)  des  parallélipipede^ 
qui  oKit.  la  même  hase  AE  et  la  même  hauteur , 

4 
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et  dont  les  droites  insistentes  A  F,  AG;  LMT, 
I/N ,  CD ,  CE ,  BH y  BK  ne  sont  point  placées 
dans  les  mêmes  droites  :  je  dis  que  le  parallé- 
Kpipède  CM  est  égal  au  parallélipipéde  CN. 

Prolongez  les  droites  NK,  DH  et  les  droites 
GE ,  FM ,  et  que  ces  droites  se  rencontrent  aux 
points  P,  R,  Q,  O.  Menez  AO,  LP^  CQ, 
BR.  Le  parallélipipéde  CM,  dont  la  base  est  le 
parallélogramme  ACBL  opposé  au  parallélo- 
gramme.FDHM^  sera  égal  au  parallélipipéde 
CP  dont  la  base  est  le  parallélogramme  ACBL 
opposé  au  parallélogramme  OQRP  (pr.  29.  i  i), 
car  ces  deux  parallélogrammes  ont  la  même  base 
et  la  même  hauteur ,  et  leurs  droites  insistentes 

AF,  AO,  LM,  LP,  CD,  CQ,  BH,  BR  sont 
dans  les'mêmes  droites  FP^  DR;  mais  le  parai* 
lélipipède  CP  dont  la  base  est  le  parallélo- 
gramme ACBL  opposé  au  parjillélogramme 
OQRP  est  égal  au  parallélipipéde  CN  dont  la 
base  est  le  parallélogramme  ACBL  opposé  au 
parallélogramme  GEKN  (prop.  29.  11);  car 
ces  é^xxx  parallélipipédes  ont  la  même  base  et 
la  même  hauteitr  ,  et  leurs  droites  insistentes 

AG,  AO,CE,  CQ.LN,  LP,BK.  BR  sont  dans 
les  mêmes  droites  GQ,  NR  :  donc  le  paralléli- 
pîpede  CM  est  égal  au  parallélipipéde  ON. 

^Donc  les  parslléiipipédes  qui  ont  la  même 


\' 
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base  et  la  même  hauteur ,  et  dont  les  droites 
insîstentes  ne  sont  point  placées  dans  les  mêmes 
droites ,  sont  égaux  entr'eux  ;  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

PROPOSITION    XXXI. 

Les  parallélipipèdes  qm  ont  des  bases  égales  et  la 
même  hauteur  j  sont  égaux  entr'eux^ 

Que  les  parallélipîpèdes  AE,  CF(fig.  igi) 
aient  des  bases  égales  AB ,  C  D  et  la  même  hau« 
leur  :  je  dis  que  le  parallélipipède  AE  est  égal 
au  parallélipipède  CF, 

D'abord  que  les  droites  insîstentes  HK,  BE^ 
JlG,  LM,  PQ,  DF,  CO,  RS  soient  perpen- 
diculaires sur  les  bases  A B,  CD,  et  que  l'angle 
ALB  ne  soit  pas  égal  à  Tangle  CRD.  Con- 
duisez la  droite  RT  dans  la  direction  de  la  droite 
CR,  et  faites  sur  la  droite  RT  et  au  point  R 
pris  dans  cetie  droite  l'angle  TR  V  égal  à  Fan^ 
gle  ALB  (proîp.  25*  i) ,  faites  là  droite  RT  égale 
à  la  droite  AL  et  la  droite  RV  égale  à  la  droite 
LB;  par  le  point  V  conduisez  la  droite  Y  V  pa- 
rallèle àla  droite  RT,  achevez  la  base  RY  et  le 
parallélipipède  ZV.  Puisque  les  deux  droites 
TR,  RV  sont  égales  aux  deux  droites  ÂL,  LB 
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et  qu'elles  comprennent  des  angles  eganx ,  I& 
parallélogramme  RY  sera  égal  et  semblable  stvt 
parallélogramme  HL.  De  plus ,  pniscpie  RT  est 
égal  à  AL  et  RS  égal  à  LM  et  que  ces  droite^ 
comprennent  des  angles  égaux ,  le  parallélo^ 
gramme  RZ  sera  égal  et  semblable  au  paral- 
lélogramme A  M.  Le  parallélogramme  SV  sera 
égal  et  semblable  au  parallélogramme  LE ,  par 
la  même  raison  :  donc  trois  parallélogrammes 
du  parallélipipède  AE  seront  égaux  et  sem— 
blables  à  trois  parallélogrammes  du  parallélipi- 
péde  ZV  :  donc  puisque  trois  parallélogrammes, 
sont  égaux  et  semblables  à  trois  parallélogram- 
mes opposés  (prop.  2^.' Il)  y  le  paralléËpi^ 
pède  total  AE  sera  égal  au  paralléfipipède  total 
ZV.  Prolopgez  DR,  Y  V,  et  que  ces  droites  se 
rencontrent  au i point  A';  par  le  point  T  con- 
duisez la  droite  TT  parallèle  à  la  droite  DA', 
et  prolongez  TT',  PD  jusqu'à  ce  qu'elles  se 
rencontrent  au  point  B',  et  complétez  les  parai— 
lélipipèdes  A'Z,  RI.  Le  parallélipipédeZA'  qiû 
a  pour  base  le  parallélogramme  RZ  opposé  au- 
parallélogramme  A'Q'  est  égal  au  parallélipi^ 
pède  ZV  qui  à  pour  base  le  parallélogranune 
RZ  opposé  au  parallélogramme  VX,  attendu 
que  ces  deux  parallélipipèdes  ont  la  même  base 
RZ  et  la  même  hauteur ,  et  que  les  droites  la- 
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sbtentcsRA',  RV^TT',  TY,  SS',  SN,  ZQ',  ZX 
lont  placées  dans  Iqs  mêmes  droites  A^ Y,  S'X  ;  ^ 
mais  le  psorallëlipipède  ZV  est  égal  au  parallé-* 
lipipède  AE  :  donc  le  parallélipipède  AE  est 
ëgal  au  parallélipipède  ZA\  Mais  le  parallélo*- 
gi^amme  RVYT  est  égal  au  parallélogramme 
A'T(prop.55.  i),  car  ces  deux  parallélogram-' 
mes  ont  la  même  base  RT  et  sont  compris  entre 
les  mêmes  parallèles  RT,  A' Y,  et  le  parallélo- 
gramme R  V  Y  T  est  égal  au  parallélogramme  C  D 
parce  que  le  parallélogramme  CD  est  égal  au 
parallélogramme  AB  :  donc  le  parallélogramme 
A'  T  sera  égal  au  parallélogramme  G  D  ;  mais  DT 
est  un  autre  parallélogramme  :  donc  la  base  CD 
est  à  la  base  DT  comme  la  base  A'T  est  à  la  base 
DT  (prop.  7.5);  et  puisque  le  parallélipipède 
CI  est  coupé  par  le  plan  RF  parallèle  aux  plans 
opposés ,  la  base  CD  sera  à  la  base  DT  comme 
le  parallélipipède  CF  est  au  parallélipipède  RI 
(prop.  25. 1 1).  Par  la  même  raison ,  puisque  le 
p2a*allélipipède  A'I  est  coupé  par  le  plan  RZ 
parallèle  aux  plans  opposés ,  la  base  A'T  sera  à 
la  base  DT  comme  le  parallélipipède  A  Z  est 
au  parallélipipède  RI;  mais  la  base  CD  est  à  la 
base  DT  comme  la  base  A'T  est  à  la  base  TD  : 
donc  le  parallélipipède  CF  est  au  parallélipi- 
pède RI  comme  le  parallélipipède  A'  Z  est  au 
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parallélipipède  RÎ  (prop.  i5.5)  :  donc  puisqui^ 
chacun  des  parallélîpipèdes  CF,  A'Z  a  la  même 
raison  avec  le  parallélipipède  RI,  le  paralléli- 
pipède CF  sera  égal  au  parallélipipède  A'Z 
(prop,  9.  5)  ;  mais  on  a  démonti'é  que  le  pa- 
rallélipipède A'Z  est  égal  au  parallélipipède  AE  : 
donc  le  parallélipipède  AE  c&t  égal  au  parallé- 
lipipède CF. 

Supposons  à  présent  qufc  les  droites  insis- 
tentes  AG,  HK,  BE,  LM,  CO,  PQ,  DF, 
RS  (fig.  192)  ne  soient  point  perpendiculaires 
sur  les  bases  AB ,  C  D  :  je  (fis  encore  que  le  pa* 
rallélipipède  AE  sera  égal  au  partfllélipipède  CF. 

Des  points  K ,  E ,  G ,  M ,  Q ,  F,  O  ,  S  con- 
duisez sur  les  plans  LN,  A'D  les  perpendicu- 
laires KN ,  ET,  GV,  MX ,  QY ,  FZ ,  OA^  M  qui 
rencontrent  ces  plans  aux  points  N,  T,  V,  X, 
Y,  Z,  A',  I  (prop.  1 1 .  ï  i) ,  et  menez  les  droites 
NT,VXiiyV,TX,YZ,YA',A'I,ZI.  Lepa- 
rallélipipède  KX  sera  égal  au  parallélipipède  QI 
( prop.  5i .  Il),  parce  que  les  pàrallélipipèdes 
KX,  QI  ont  des  bases  égales  KM,  QS,  et  la 
même  hauteur ,  et  que  leurs  droites  insistentes 
sont  perpendiculaires  sur  leurs  bases.  Mais  lé 
paraDélipipède  KX  est  égal  au  parallélipipède 
AE  (prop.  3o.  il),  et  le  parallélipipède  QI 
égal  au  parallélipipède  CF,  puisqu'ils  ont*  là 
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Tnéme  bstse  et  la  même  hauteur,  et<[ue  leurs 
droites  insistentes  ne  sont  pas  dans  les  mêmes 
droites  :  donc  le  parallélipipédç  AE  est  égal 
au  parallélîpipède  CF. 

DoAc  les  parallélipipèdes  qui  ont  des  bases 
égales  et  la  même  hauteur ,  sont  égaux  entr'eux  ; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

PROPOSITION    XXX  II. 

TaÉORÊME,  >. 

JLes  parallélipipèdes  qui  01U  la  même  hauteur  sont 
entr^eux  comme  leurs  bases. 

Soient  AB,  CD  (fig,  1 9^)  deux  parallélipipèdes 
qui  aient  la  même  hauteur  :  je  dis  que  ces  pa- 
^sdlélipipédeS'Sont  entr'eux  cràmie  leurs  bases, 
c'est-à-dire  que  le  parallélipipédè  AB  est  au 
parallélipipède  CD  comme  la  base  A E  est  à  la 
baseCF, 

Ap[diquez  sur  FG  un  parallélogramme  FH  qui 
soit  égal  ^u  parallélogramme  AE  (prop.  45- 1) , 
et  sur  la  base  F  H  construisez  le  parajlélipipède 
GK  dont  la  hauteur  spit  la  même  que  celle  du 
parallélipipède  C  D*  Le  parallélipipède  AB  sera 
égal  au  parallélipipède  GK  (prop.  Si .  n),  car 
ces  parallélipipèdes  ont  des  bases  égales  AE, 
F  H  et  la  même  hai^teur.  Puisque  le  .paralléli- 
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plpède  CR  est  coupé  par  un  plan  DG  parallèle 
aux  plans  opposés^  le  parallélîpîpède  HD  sera 
au  parallélipipéde  DC  comme  la  base  H  F  est 
à  la  base  C  F  ( prop.  25.  1 1  ^  ;  mais  la  base  FH 
est  égale  à  la  base  A  E  et  le  parallélipipéde  GK 
égal  au  parallélipipéde  AB  :  donc  le  parallélipi- 
péde AB  est  au  parallélipipéde  CD  comme  la 
base  A  E  est  à  la  base  CF. 

Donc  les  parallélipipèdes  qui  ont  la  même 
bauteur  sont  entr^eux  comme  leurs  bases  ;  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION   XXXIII. 

THÉORÈME. 

Les  parallélipipèdes  semblables  sont  erUr'euX  en 
raison  triplée  de  leurs  cotés  homologues. 

Soient  AB,  CD  (fig.  194)  deux  parallélipi-> 
pèdes  semblables  et  que  le  côté  AE  soit  Fbo- 
mologue  du  côté  CF  :  je  dis  que  les  parallélipi- 
pèdes AB,  CD  sont  entr'eux  en  raison  triplée 
des  côtés  AE,  CF. 

Menez  les  droites  EK,  EL,  EM  dans  la 
direction  des  droites  AE,  CE,  HE  ;  faites  EK 
égal  à  CF,  EL  égal  à  FN  et  EM  égal  à  FR; 
achevez  le  parallélogramme  KL  et  le  parallé- 
lipipéde KP.  Les  deux  droites  EK,  EL  sont 
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égales  aux  deux  droites  C  F ,  F  N  ;  Tangle  KEL 
est  égal  à  l'angle  CFN ,  parce  que  l'angle  AEG 
est  égal  à  CFN,  à  cause  de  la  similitude  des 
parallélipipèdes  AB,  CD  :  donc  le  parallélo- 
gramme KL  sera  égal  et  semblable  au  parallé^ 
logramme  CN.  Par  la  même  raison,  le  paral-^ 
lélogramme  KM  est  égal  et  semblable  au  paral- 
lélogramme CR,  et  le  parallélogramme  PE  égal 
et  semblable  au  paràUélogramme  DF  :  donc  trois 
parallélogramùÈies  du  parallélipipéde  KP  sont 
égaux  et  semblables  :à  trois  parallélogrammes 
du  paralléUpipède  CD  :  donc  puisque  trois  pa- 
rallélogrammes sont  égaux  et  semblables  à  trois 
parallélogrammes  opposés  (  prop.  2/^.  11),  le 
parallélipipéde  totaT  KP  sera  égal  et  semblable 
au  parallélipipéde  tc^  CD  (déf*  10.  i  f).  Ache- 
vez le  parallélogramme  GK  y  et  sur  lies  bases' 
GK ,  KL  construise»  deux  parallélipipèdes  EO, 
LQ  qui  aient  la  même  hauteur  que  le  parallé- 
lipipéde AB.  Puisqu'à  cause  de  la  similitude 
des  parallélipipèdes  AB ,  C  D  le  côté^A  E  est  au 
côté  CF  comme  le  coté  E  G  est  au  côté  FN, 
comme  le  côté  E  H  est  au  côté  F  R ,  et  puisque 
FC  est  égal  à  EK,  l,e  côté  FN  est  égal  à  EL, 
et  que  FR  est  égal  au  côté  EM ,  AE  sera  au; 
côté  E  K  comme  le  côté  G  E  est  au  côté  E  L  et 
comme  le  côté  HE  est  au  côté  EM.  MflU  AE 
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est  à  E  K  comme  le  parallélogramme  A  G  est  au 
parallélogramme  G  K  (  prop.  i .  6  )  ,  et  G  E  est  à 
EL  comme  le  parallélogramme  GK  est  au  pa- 
rallélogramme 5.L,  et,  de  plus^  HE  est  à  EM 
comme  le  parallélogramme  QE  est  au  parallé- 
logramme KM  :  donc  le  parallélogramme  A  G 
e$t  au  parallélogramme  GK.  comme  le  parallé- 
logramme G  K  est  au  parallélogramme  KL  et 
comme  le  parallélogramme  QE  est  au.  parallé- 
logramnie  KM.  Mais  AG  est  à  GK  comme  le 
parallélipij^êde  AB  est  au  parallélipipède  EO 
(prop.  52. 1 1) ,  et  GK  est  à  KL  comme  le  pa- 
rallélipipède OË  est  au  parallélipipède  QL,  et 
de  plus  QE  est  à  KM  comme  le  parallélipipède 
I QL  est  au  parallélipipède  KP  :  donc  le  paral- 
lélipipède AB  est  au  parallélipipède^EO  comme 
1^  .parallélipipède  EO  est  au  parallélipipède  QL 
et  comme  le  jpàrallétipipède  QL  est  au  parallé- 
lipipède KP  ;  mais  si  Ton  a  quatre  quantités  de 
sui^e  qui  soient  proportionnelles ,  la  première  et 
la  quatrième  seront  entr'elles  en  raison  triplée 
de  la  première. et  de  la  seconde  (déf.  ii.  5)  : 
donc  les  parallélîpipèdes  AB ,  KP  sont  entr'eux 
eji  raison  triplée  des  parallélépipèdes  AB ,  EO  ; 
mais  AB  est  Â  EO  comme  le  parallélogramme  AG 
est  au  parallélogramme  GK  et  comme  la  droite. 
AE  esta la'droite  EK  (prop.  i.  6)  :  donc  les 
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parâUelipipèdeâ  Afe ,  KP  sont  en  ràiison  triplée 
(dés  droites  AE*,  ËK.  Mais  le  pàràllëlipipèdé  KI^ 
est  égal  au  pàràllëlipipèdé  G I)  et  là  droite  ÈK 
égale  à  la  drbite  C  F  :  donc  les  pafkllélipipèdeâ 
AB ,  CD  ^ont en  f àfsoii  triplée  des  côtés  hbmô- 
iogaes  AE  i  C  F  ;  te  qui  falloit  démontrer  ; 


COROLLAIRE. 

;  Il  suit  manifestement  de  làj  que  si  quatre 
diroites  sont  propDrtipnnelle$  )  la  pTèttiière  sera 
à  la  quatrième  conimë  le  parallélipipèdé  toûsr^ 
truit  ^ur  la  première  est  au  parallélipipèdé  seioa- 
bbble  et  semblableng^ent  construit  $ur  la  seconde, 
puisque  la  première  et  la  quatrième  droite. sont 
bn  raison  triplée  de  la  première  et  de  la  seconde:  ' 

iPRÔt^bSlTlON   XXiiv: 

T  n  û  6  n  t  in  t. 

tj€S  bases  des  parallélipipèdes  égaux  sont  pro^ 
portiôhnelles  ùux  hauteuxs;  et  les  paraUélipi-^ 
pèdes  dont  les  bases  sont  récîproifuemeni  pro^ 
portiênnèlles  €ùix  haûteittssont'égaux  entr'eux; 

Qttéles  pafalleliï)îpèdes  AB,  CD  (%!  ïg^)  ' 
soient  égàtil  i  jè  dis  que  lèùrS  hsiséd  sbnt'reèî- 
jfrôquéteent  pf  opdrtiontiellèsf  S  leurs  Hauteurs  j 
i?è«t^à^ire  ^c  la  hmé  EH  est  à  la  base  N(^ 

i 
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comme  la  hauteur  du  parallélipipède  CD  est  à 

la  hauteur  du  parallëlipipéde  AB. 

Supposons  d'ahord  que  les  droites  insistentes 
AG,  EF,  LB,  HK,  CM,  NO,  PD,  QP  soient 
perpendiculaires  ^ur  les  bases  :  je  dis  que  la 
base  EH  est  à  la  base  N  Q  comme  C  M  est  à  AG* 
Si  la  base  EH  est  égale  à  la  base  NQ  et  le  pa- 
rallélipipède  AB  égal  au  parallélipipède  CD,  la 
hauteur  CM  sera  égale  à  la  hauteur  A  G  ;  car  si 
les  bases  EH ,  NQ' étant  égales ,  les  hauteurs 
AG^  CM  n'étoiênt  pas  égales,  le  parallélipi- 
pède A  fi  ne  serok  point  égal  au  parallélipipède 
CD  (prop.  3i.  Il);  mais  ces  deux  paralléUpi' 
pèdes  sont  supposés  égaux  :  donc  les  hauteurs 
CM ,  AG  ne  sont  pas  inégales  :  donc  elles  sont 
égales  :  donc  la  base  EH  est  à  la  base  NQ 
comme  CM  est  à'AG,  d^où  il  suit  évidemment 
que  les  bases  des  parall^élipipèdes  AB ,  C  D  sont 
réciproquement  proportionnelles  à  leurs  hau-^ 
tetirs. 

Supposons  à  présent  que  la  base  EH  ne  soit 
pas  égale  à  ta  base  NQ  et  que  la  base  EH  soit  la 
plus  grande;  puisque  le  parallélipipède  AB  est 
égal  au  parallélipipède  CD^  la  hauteur  CM 
sera  plus  grande  que  la  hauteur  A  G  ^  car  si;  cela 
n'étoit  point ,  les  paraUélipipèdes  Afii  ^  C  D  ne 
seroient  pas  égaux  (prop.  3i.  i,i) ;  mais  îjb.sont 
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supposés  égaux.  Faites  CT  (fig.  196)  égal  à 
A  G  et  sur  la  base  NQ  construisez  uû  paràllé- 
Hpipède  XC  dont  la  hauteur  soit  Cl^.  Puisque 
le  parallélipipède  AB  est  égal  au  parallélipipèdé 
CD  et  que  XC  est  un  autre  parallélipipède  avec 
lequel  les  deux  parallélipipédes  égaux  AB ,  C  D 
ont  la  même  raison  (prop.  7-5),  le  paralléli- 
pipède AB  ser^  au  parallélipipède  C%.  comme 
le  parallélipipède  C  D  est  au  parallélipipède 
CX;  mais  le  parallélipipède  AB  est  au  paralléli- 
pipède ex  comme  la  base  EH  est  à  la  base  NQ 
(prop.  5i.  1 1) ,  car  les  parallélipipédes  AB,  CX 
sont  égaux  en  hauteur,  et  le  parallélipipède  CD 
est  au  parallélipipède  CX  comme  la  base  MQ 
est  à  la  base  QT  (prôp,  25. 1 1  ) ,  et  comme  le 
coté  MC  est  au  côté  CT  (prop.  1.6):  donc  la 
base  EH  est  à  la  base  NQ  comme  le  côté  MC 
est  au  côté  CT  ;  înais  CT  est  égal  a  AG  :  donc 
la  base  EH  est  à  la  base  Tf  Q  comme  lé  côte  MC 
est  au  côté  AG:  donc  les  bdsefe  des  parallélipi- 
pédes ÀB^  CD  sont  réciprdqûeiiient  propor- 
tionnelle^ aux  hauteurs. 

Supposons  ensuite  que  les  bases  des  paral- 
lélipipédes AB,  CD  ioient  réciproquement  pro- 
portionnelles aiix  hauteurs ,  c'^st-à-dire  que  la 
base  EH  Soit  à  la  base  1ÏQ  cômiïiè  là  hàiifeùr 
du  parallélipipède  CD  est  à  là  hauteur  du  pa- 
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ralléUpipéde  AB  :  je  dis  que  les  parallélipipede^ 
ÀB,  CD  sont  égaux  entr'euxé 

Que  les  droites  insistentes  soient  encore  pér-» 
|)endiculaires  sur  fes  bases.  Si  la  base  EH  est 
égale  à  la  base  N  Q  et  si  la  base  EH  est  à  la  base 
NQ  comme  la  hauteur  du  parallélipipède  CD 
est  à  la  hauteur  du  parallélipipède  AB ,  la  hau- 
teur du  parallélipipède  CD  sera  égale  à  la  hau- 
teur du  parallélipipède  A B.  Mais  les  paralléK- 
pipèdes  qui  ont  des  bases  égales  et  la  même 
hauteur  scmt  égaux  entr'eux  (prop.  &i.  ii  )  : 
donc  le  parallélipipède  AB  sera  égal  au  paraI-> 
lélipipède  CD. 

Mais  supposons  que  la  base  EH  ne  soit  point 
égale  à  la  base  N  Q  et  que  E  H  soit  la  plus  grande 
base;  la  hauteur  du.parall^Hpipè|de  CD  sera  plus 
grande  que  la  hauteur  du  parallélipipède.  AB, 
c'est-à^ire  qwe  CM  sera  plu3  grai^d  que  AGj 
jfaites  CT  égal  à  AÇ-,  achevez  également  le  pa-' 
rallélipipède  CX.  Puisque  la  base  EH  est  à  la 
base  N  Q  comme  le  côté  CM  est  au  coté  A  G  et 
que  Àd  est  égal  à  CT^  la  base  EH  sera  à  là 
base  NQ  comme  le  côté  MC  est  ati  côté  CT-^ 
Mais  la  base  EH  est  à  la. base  NQ  cc»tnme  le 
parallélipipède  AB  est  au  parallélipipède  CX 
(prop.  3a.  1 1) ,  car  les  parallélipipèdes  AB,  CX. 
sont  égaux  en  hauteur  f  mais  le  côté  MC  est  aa 
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éàtê  CT  (prop.  1 .6) ,  coinihè  la  base  MQ  est 
à  la  basie  ÇT  ëi  c<!imilië  le  paraïlellpipedé  CD 
est  aw parallëlîpi)f)èdé  CX  (prop.  45. 1 1) ,  donc, 
lé  parallelîpîpède  AB  est  au  parallélipipède  CX 
comme  ïe'jmfàllelipipèHë  CD  est  au  paraîtâipî* 
pèdeC'X'ï  donc  Pùtf'élf  Piiiitt^'dés  pàrallelipî- 
pèdes  kB,  CD  oïif^IS'iiiiênië^râteçn  avec  ïe  pa-* 
raiëTTfrtpêdé'^S;^^  îè^l^àrâliélipii^èdè  AB* 

sera ' ff^^V^tf >^aVaMîpî|iêdé  CÔ  (prôp.  9! '5 )  V 
éë  qii'»Tà»6irt^  '  '  :  '-'''     '    7'  '  ^  '^ 

"^'Stij^^ôsohfe'iiiiîiiîitetiant  c^ûéi  les  dVbîtes  însîs^ 
tèritéà  FÉ/Bt-GAv^H^  ON,  DP,  MC,  PQ' 
^flg.'ig^)  né  ^biëut point  perpendîcuîâires  sur 
ys  base*  des  pâfalléKpipèdes.  Des  points  f,  G, 
B,'S.J'C]I,*  M^  p^,  R  conduisez  sur  }e§  plains  ^es 
kàses  EH5,  KQ  des  perpendiculaires  qui  ren- 
contrent'éfes^râûs  aux  poibts  S,;'^,  y^'^'j  Y, 
Z,  B',  A',  et  achevez  les  paràÀelipipèdes. FX,; 
O A'  (prop.  1 1 V  1 1  )  :  je  dis  que  les  bases  dés 
paràlWlipipèdes'  ëgaux  AB,  CD  sont  recipro-^ 
qàéméhfr  proportionnelles  aux  hauteurs ,  c*ést- 
à^ire  que  la  base  EH  'est  à  la  basé  NQ  comme 
fe' hauteur  du  parallélipipède  CD  est  à  la  hau-^ 
téUp'dti  piaraïïiflipîpède  AB.  Mais  le  paralléli- 
pipède AB'  est  égal  au  parallélipipède  CD;  le 
paraîlëlipipèdé  B  T  est  égal  '  au  paralïélîpipède 
AB(^p;  5o.  I  i) ,  car  îb  ont  la  même  base  F  K 
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çt  la  même  fafiuteu|',y  et  leurç  4^*9^^^^  m^sieiites 
lue  sont  point  placées  dans  le$  mêmes  droites  ; 
et  le^  ps^allélipipède  DC  ^t  cgal  aussi  au  parais 
lélipipède  DZ,  car  ces  doux  paralléfipipèdea 
ont  }at  mêine  base  OR  et.  )a  même. Jbiauteur ,  et 
leurs  droites  insist^tes^nesqnt.pçint.daicis  les 
niémes  drpitçs  ;:}ipnc  Iç  p9falle|ipipèdç  B,T;est 
4gal  au  paraUelipip^d^  V(l^  l^ais  nous  yeii^iiss  de 
Ych  que  lesbase^  de$.par^Uâipi]])è4e^egl|ux  dont 
les  hauteurs  sont  perpf^nçficulaîres.s^.ies  base^ 
sont  réciproquement  proportionnelles  aux  hau- 
teurs :  donc  la  base  F  K  est  à  la  basçOE  çonune 
là  hauteur  du  parallélipipède  J])^  est  àj^.hau^. 
teur,du  parallêlipipède  BT.  *Bfais  la  base  FK 
est  égale  à  la  base  EH  (prop.  2^*  ^  ^)j  ?|)^  l^^^f^ 
OR  égale  à  la  base  NQ  :  donc  la  base  EH  est 
à  la  base  ^Q  comme  la  hauteur  du  pai>allélipi« 
pè^aDZ  est  à  la  hauteur  du  parallêlipipède  BT. 
Mais  les  baufeVirs  des  paralléUpijpêdes  DZ,  BT 
sont  les  mêmes  que  celles  des  parallélipipèdes 
DÇ^  BA  :  doue  la  base  EH  est  à  Içi.base  NQ 
comme  la.  hauteur  du  parallêlipipède  DC  esii 
la  hauteur  du  parallêlipipède  BA  :  dope  )es.bfl$€|S^ 
des  parallélipipèdes  AB^^GD  sont  rêciiproqde^ 
mçnt  proportionnelles  à  leurs  l^autçuf^.  . 

Supposons  enfin  que  les  bas^s  des.p^fill4y{^ 
pç4es  ÀB;i  CD  ççi^nt  rêcipro<|uemen(  pTj^pfiirr 
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tîoimélles  aux  hauteurs,  c'est-à-dire' que  la  ]>ase 
EH  soit  à  la  base  NQ  comme  la  hauteur  du 
parallélipipède  CD  est  à  la  hauteur  du  parai* 
lélipipède  AB  :  je  dis  que  le  parallélipipède  AB 
est  égal  au  paraBébpipéde  CD. 

Faites  la  même  construction.  Puisque  la  base 
EH  est  à  la  base  NQ  comme  la  hauteur  du  pa- 
rallélipipède CD  est  à  la  hauteur  du  paralléli-» 
pipède  AB,  que  la  base  EH  est  égalé  à  la  base 
F  K  et  1^  basa  NQ  égak  à  la  base  OR^  la  base  FK 
sera  à  la  base  OR  conm^e  la  hauteur  du  paral- 
lélipipède CD  est  à  la  haàtéiip  du  parallélipi- 
pède AB.  Mais  les  hauteurs  des  parallélipipèdes 
AB,  CD  sont  les  mêmes  que  celles  des  paral- 
lélipipèdes B)C,  DZ  :  donc  la  base  FK  est  à  la 
base  OR  comme  la  hauteur  du  parallélipipède 
DZ  est  à  la  hauteur  du  parallélipipède  BT: 
donc  les  bases  des  parallélipipèdes  B  G,  DZ  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  hauteurs. 
Mais  nous  ayons  démontré  que  les  parallélipi- 
pèdes qui  ont  leurs  hauteurs  perpendiculaires 
sur  les  bases  et  qui  ont  leurs  bases  récipro- 
quement proportionnelles  aux  hauteurs  sont 
égaux  entr'eux  :  donc  le  parallélipipède  BT 
est  égal  au  pM-aDélipipède  DZ.  Mais  le  paral- 
lélipipède BA  est  égal  au  parallélipipède  BT 
(prop.  3b.  Il  ),  car  ces  deux  parallel^ipèdes 
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ont  la  même  base  F  K  et  la  même  hauteur ,,  ^t 
Ie^rs  droites  insisteute3  ne\  sout  po^ot  daii$  les 
mêmes  droites  ;  et  outre  cela  le  parallelîpipède 
PZ  est  égal  au  parallëUpipèdç  JDC ,  puisse  ces 
deux  parallélipipèdes. out  la  même  base  OR  et. 
la  même  hauteur ,  et  que  leurs  droites  in^steutes, 
ne  sos^t  pas  dans  If^s,  niêjqaes  droi^e^  :  don^  1^ 
paraUêlipipède  AB  est  égal  au  par^élipipèdç 
Ç  D  9  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XXXV. 

'  T  »:B  O  ft'i  M.B.  * 

Si  des  sommets  de  deux  angles  égdux  çn  mèrf^ 
au-^ssus  de  leurs  plans  des  droites  qui  fassent 
avec  leurs  côtés  des  angles  égaux  chacun  a, 
chacuTf,;  si  dans  ces  droites  on  prend  des  points^ 
quelconques  y  si  dç  ces  points  on  mène  des  pcr^. 
pendiculaires  sur  les  plans  des  angles  donnés,, 
et  si  des  points  où  ces  perpendiculaires  reneqn'^^ 
trent  ces  plans  on  mené  des  droites  aux  sommets 
des  angles  donnés, ,  les  angles  compris  par  ces 
droites  et  par  celles  quon  a  d'aborà  menées  des 
sommets  des  angles  au-dessus  de,  leurs  plans 
seront  égaux  entr'eux. 

Soient  les  deux  angles  çgaux  BAC,  EDF 
j(  fig.  198  )  ;  des  points  A ,  D  mei^z  au-dqssiu^ 
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fjes  plans  dé  ces  angles  les  droites  AG ,  DM  qui 
fassent  avec  les  côtés  de  ces  mçmes  angles  des 
angles  égaux  chacun  à  chacun ,  savoir  >  l'angle. 
GAB  égal  à  rangfe'MDE  et  Fangle  GAC  égal 
à  l'angle  MDF  ;  prenez  Sur  leà  droites  AG ,  DM. 
des  points  quelconques  G ,  M  ;  des  points  G ,  M 
menez  sur  les  plans  BAC,  ED F  lés  perpendir 
cuLairea  GL ,  MN  qui  rencontrent  ces  plans  a^x 
points L,  N ,  et  menez  les  droites  L A ,  N D  :  je 
dis  que  l'angle  G  AL  est  égal  à  l'angle  MDN. 
Faites  la  droite  AH  égale  à  la  droite  DM,  et 
par  le  point  H  menez  la  droite  HK  paraUéle  à 
la  droite  G  L.  Puisque  la  droite  GL  est  perpen- 
çiiculaire  sur  le  plan  BAC ,  la  droite  HK  sera  aussi 
perpendiculaire  sur  le  plan  BAC  (  prop.  8.  1 1)  ; 
des  points  K. y  N  conduisez  sur  AB  j  AC,  1)F, 
DE  les  perpendiculaires  KB,  KC^  NF,  NE  et 
menez  HC ,  CB ,  MF,  FE.  Puisque  le  quarré  de 
la  droite  HA  est  égal  aux  quarrés  des, droites 
HK,  KA  et  que  les  quarrés  de8*droites/KG, 
CA  sont  égaux  au  quarré  de  la  droite  KA 
(prop.  47** ')  9 1®  quarré  de  la  droite  HA  sera 
égal  aux  quarrés  des  droites  HK ,  KC ,  CA.  Mais 
le  quarré  de  la  droite  HC  est  ég^  aux.  quarré^ 
des  droites  HK,JKC  :  donc  le  ()uaiTé  de  la 
droite  HA  sera  égal  aux  quarrés  des  droites 
BC,  CA..  :  donc  l'angle  HCA  est  droit.^  Vm^ 
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gle  D FM  est  droit ,  par  la  même  raison  :  Sotte 
FaAgle  ACH  est  ^gal  à  l'angle  DP  M.  Maïs 
r angle  HAC  est  ^gal  à  l'angle  MDF:iâoiie 
les  deux  triangles  MDF^  HAC  ont  deux  angles 
egaiix  à  deux  angles ,  cliacon  à  cBacun^  et  nn 
coté  égal  à  un  êôté ,  c'est-à-Klire  les  cotés  son- 
tendus  par' des  angles  égaux ,  savoir,  le  côté 
AH  qui  est  égal  au  côté  DM  par  construc- 
tion :  donc  ces  deux  triangles  ont  les 'autres 
côtés  égaux  aux  antres  côtés  y  chacun  à  dbacuB 
(prop.  56.  I  )  :  donc  AC  est  égal  à  DF.  Nous 
démontrerons  semblablement  que  A6  est  égal 
à  DE%  Menea  les  cuites  HÇ,  ME.  Puisque  le 
qnarré  de  la  droite  AH  est  êgtl  aux  qnarrés  des 
droites  AK)  KH  et  que  les  quarrés  des  droites 
A  B  ^  B  &  sont  égaux  M  qu'arré  de  la  droite  A  K  > 
tes  quarrés  des  droites  AB/BR^  EtH  seront 
égaux  au,qaarré  de  la  droite  AH.  Mais  le  quamf 
de  la»  droite  B  H  est  égal  aux  qpiârrés  &e&  droite 
fi£^  KH,  car  l'angleHKB  est  étcit  à  cause  que  Iji 
c&roUe'H  K  est  pet-pendioukire  sar  le  plan  BAC  c 
donc  le  cpiarré  de  la  droitf&  AH  est  ^al  aux 
quarrés  des  droites  AB ,  Bâ  :  donc  l'si^g^  ABU 
e^n  dtiÀU  L^anglè  DEM  esit  droit  /p«r  ^  même 
rSASion  ;  nsids  ji^angte  BAH:est  ^al  à  }'an^e>ËDM, 
par  supposition ,  et  Ja  droite  AH  est^^^  à  la 
droite  DM  :  donc  la  droite  AB  est'  égale  ^'  la 
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droite  DE  ;  donc  puisque  AC  est  égal  à  DF  ^ 
ÀB  égal  à  PE^  les  deuil  droitèa  CA,  AB  sont 
égales  aux  deux  droites  FD,  DE;  mais  Fanglé 
CAB  est  égal  à  l'angle  F  DE  :  donc  la  base  B^G 
çst  égale  à  la  base  EF  (prop.  4.  i) ,  1^  triangle 
4g9l  au  triangle  et  les  autres  angles  égaux  aux 
autres  angles  :  doncj'angle  ACB  est  égal  à  Fann 
^  DFE;  mais  Tangle  droit  AGKièst  égal  à 
l'angle  droit  DFN^  par  ccmstructibn  :  donc 
Takigle  restant  $GK  est  égal  à  l-angle  restant 
ËFNé  Par  la  même  raison  Fang^e  CBJ^est  égal, 
è  lUngle  FEN  :  donc  les  dfiox  triangles  CBK, 
F  EN  ont  deux  angles  é^ux  à  deux  angles, 
dbacun  à  chacun ^  et  un  coté  ég^il  à  un  côté, 
c'est-à-dire  les  cotés  qui  sont  adjacen  s  à  des  angles 
égaux ,  savoir,  le  côté  BC  qui  est  égal  au  côté  EF  : 
donc  ces  deux  triangles  auront  les  autres  côtés 
égaux  aux  autres  côtés  (prop.  26.  i  )  ?  donc  le 
côté  GK  est  égal  au  côté  FN  ;  mais  AC  est  égal  à' 
DF  :  donc  les  deux  droites  AC,  CK  sont  égales 
aux  deux  droites 'D F,  FW  et  ces  droites  com^i 
prennëîit  dès  angles  droits  :  donc  la  base  AR  est 
égale  à  la  base  DN  (prop.  4-  ï)  5  ^^  puisque  la 
droite  AH  est  égalé  à  la  droite  D3Vf ,  le  quatre  de 
AH  sera  égal  au  quarré  de  DM  ;  mais  les  quarrés 
des  droites  A  K ,  KH  sont  égaux  au  quarré  de  la 
droite  AH  (prop.  47-  ï)  ,  car  l'angle  AK,H  est 
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droit  et  les  quarrés  des  droites  DN,  NM  sont 
ëgaux  au  quarré  de  la  droite  DM ,  parce  c[ue 
l'aQgle  DNM  est  droit  î  donc  les  quarrés- d^â 
droites  ÂK,  KH  sont  égaux  aux  quarrés  des 
droites  DN^  NM;  mais  le  quarré  de  AK  est 
'égal  au  qiiarré  de  DN  :  donc  le  quarré  de  K|l 
est  égal  au  quarré  de  N  M':  donc- la  droitis  HK 
est  égal  k  la  droHe  M  N:  'donc  puisque  les  deux 
droites  HA,  AK  soBt^égales  aux  deux  droites 
MD,  DN,  chacune  a  chacune V  etqu^oird  d^ 
montré  que  la  base  H  K  est  égale  à  la  base  N  M; 
langleHAKserâ  égala  l'angle  MDN  (prop.8.  ï)i 
ce  qu'il  falloit  démontrer  ^    ••  ^  ^ 
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Il  suit  manifestement  de  là  qpe  si  deux  angles; 
sont  égaux  à  deux  angles  et  que  si  des  aonimeta 
de  ces  angle$  et  au-dessus  de  leurs  plans  on  mène 
des  droites  qui  fassent  avec.le3  côt^Srdes  angles^ 
dcmnés  des  angles  égaux  chacun  à  chacu];i,  le^ 
perpendiculaires  menées  de  ces  droites,  ^ur  le& 
plans  des  premiers  angles  sont  égales  entr'elles,^ 
^i  les  points  d'où  elles  partent  sont  égalemex)^ 
éloignés  de^  soipmçts  de  cp^  angleç^         ; 
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Si  trois  droites  sont  proportionnelles ,  le  paraU 
lélipipède  construit  ayec  ces  trois  droites  est 
égal  aii  paraÙélipipède  construit  avec  la  droite 
moyenne;  il  faut  que  ce  dernier  parallélipi" 
pède,  qui  sera  éguilatéral,  soit  équiangle  avec 
le  premier  parallélipipède* 

Soient  trcMs  droites  proportionnelles  A ,  B ,  C 
(fig.  19g) ,  de  manière  que  A  soit  à  B  comme  fi 
esl  à  C  :  je. dis  que  le  parallélipipéde  construit 
avec  les  trois  droites  A,  B ,  C  est  égal  au  paral-^^ 
lélipipède  construit  avec  la  droite  B  j  il  faut  que 
C5e  dernier  paraUélipipède ,  qui  seraéquilàtéraly 
Mit  équiangle  avec  le  premier  paralléfipipède. 

Soit  l'angle  solide  E  compris  ^ous  les  trois 
angles  plans  DEG ,  6EF,  FED  ;  faites  chacuner 
dés  droites. DE,  GE,  EF  égales  à  la  droite  B, 
et  achevez  le  pàrallélipipèdé  E  E.  Faites  énsuitef 
liM  ^al  à  A ,  sur  la  droite  LM  et  au  point  L 
donstruisez  un  angle  solide  qui  étant  compris 
sous  les  plans  NLQ,  OLM^  MLN  soit  égal  à 
Tangle  solide  E  (prop.  26.  i  i)  ;  Taites* LO  égal  à 
B ,  et  LN  égal  à  C.  Puisque  A  est  à  B  comme  B 
Ésl  àC ;  que  A  est  égal  à  LM ,  que  B  est  égal  à 
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chacune  des  droites  LO ,  EF,  EG ,  ED  et  que  C 
est  égal  à  LN ,  la  droite  LM  sera  à  la  droite  EF 
comme  la  droite  DE  est  à  la  droite  LN  :  donc 
les  côtes  placés  autour  des  angles  égaux  MLN, 
DEFsont  réciproquement  proportionnels  :  donc 
le  parallélogramme  M  N  est  égal  au  parallélo** 
gramme  DF  (prop.  14. 6)  ;  et  puisque  les  deux 
angles  DE  F,  NLM  sont  égaux ,  que  les  droites 
LO ,  EG  qui  sont  égales  entr'elles  et  qui  sont 
menées  au-dessus  des  plans  des  angles  égaux 
DEF^  NLM  font  avec  leurs  côtés  des  angles 
égaux  9  cbàcun  à  chacun  ^  les  perpendiculaires 
menées  des  points  G,  O  sur  les  plans  DEF, 
NLM  seront  égales  entr'elles  (coroL  35.  11): 
donc  les  parallélipipedes  LH ,  EK  ont  la  même 
hauteur.  Mais  les  parallélipipedes  qui  ont  des 
basçs  égales  et  la  mêaie  hauteur  sont  égaux  entre 
eux  (prop.  3i.  1 1)  :  donc  le  parallélipipède  HL 
^st  égal  au  parallélipipède  E  K.  Mais  le  parallé^ 
lipipéde  HL  a  été  construit  avec  les  trois  droites 
A,  B  )  G ,  et  le  parallélipipède  E  K  a  été  cons- 
truit avec  la  droite  B  :  donc  le  parallélipipède 
construit  avec  les  trois  droites  A ,  B ,  C  est  égal 
au  parallélipipède  construit  avec  la  droite  B  y 
lequel  est  éqtdlâtéral  et  équiangle  avec  le  pre- 
mier pardUélipq>éde. 

Donc  si  trois  droites  sont  proportionnelles ,  le 
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parallalipipède  construit  avec  ces  trois  droites 
est  égal  au  parallélipipède  cotistruit  avec  la 
droite  moyenne  j  et  ce  dernier  parallélipipède 
est  équilatéral  et  équiangle  avec  le  prexmer 
parallélipipède  ;  ce  qu'il  fàUoit  démontrer* 

PROPOSITION    XXXVI L 

T  H  E  O  R  À  M  £. 

Si  quatre  droites  sont  proportionnelles,  les  parole 
lélipipèdes  semblables  et  semblablement  cons-- 
traits  sur  ces  droites  sont  proportionj^els ,  et  si 
des  parcdlélipipèdes  semblables  et  semblable^ 
ment  construits  sur  quatre  droites  sont  propor» 
tionnels ,  ces  droites  seront  aussi  proportion^ 
nettes  entr' elles. 

.  Soient  quatre  droites  proportionnelles  AB, 
CD,  EF,  GH  (fig.  ^00) y  de  manière  que  AB 
soit  à  C  D  conoone  E  F  est  à  6  H  ;  construisez 
sur  les  quatre  droites  AB,  CD,  EF,  GH  les 
parallélipipèdes  semblables  et  semblablement 
posés  K.A,LC,  ME,  NG:  je  dis  que  KAest 
à  LC  comme  ME  est  à  NG. 

Puisque  le  parallélipipède  K  A  est  semblable 
au  parallélipipède  LC ,  les  parallélipipèdes  RA, 
LC  seront  entr'eux  en  raison  triplée  des  cotés 
AB,  CD  (prop,  35. 11).  Par  la  même  raison , 
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les  paraDélîpipèdes  ME^  NG  seront  eûtr'eux 
en  raison  triplée  des  côtés  EF^  G  H.  Mais;  par 
hypothèse,  AB  est  à  C D  comme  EF  est  à  GH; 
donc  AK  est  à  LG  comme  ME  est  à  WG. 

Si  le  parallélipipède  AK  est  au  parallélipi- 
pède  LC  comme  le  parallélipipède  ME  est  au 
parallélipipède  N  G  :  je  dis  que  la  droite  ÀB  est 
à  la  droite  CD  comme  la  droite  E F  est  à  là 
droite  G  H. 

Puisque  les  parallélipipèdës  AK,  LC  sont 
entr'eux  en  raison  triplée  des  côtés  A  B ,  C  t) , 
et  que  les  parallélipipèdës  ME,  N&  sont  aussi 
en  raison  triplée  des  côtés  E  F,  G  H,  et  à  causé 
que  AK  est  à  LC  comme  ME  est  à  NG,  la 
droite  AÈ^erà  à  la  droite  CD  comme  la  droite 
E  F  est  à  la  droite  G  H. 

Donc  si  quatre  droites  sont  proportionnelles; 
les  parallélipipèdës  semblables  et  semblable-"^ 
ment  construite  sur  ces  quatre  droites  seront 
proportionnels  ;  et  si  quatre  parallélipipèdës 
construits  sur  quatre  droites  sont  j^rôportion- 
nels  ^  ces  quatre  droites  seront  ailssi  propor-' 
tionneUes  ;  ce  qu'il  fidloit  démontrer; 
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PROPOSITION    XXXVIII. 

THÉORÈME. 

Si  un  plan  est  perpendiculaire  sur  un  autre  plan, 
et  si  d^un  point  pris  dans  un  de  ces  plans  on 
conduit  une  perpendiculaire  sur  l'autre  plan  , 
cettç  perpendiculaire  tombera  sur  la  section 
commune  des  plans^ 

Que  le  plan  CD  (fîg.  âoi  )  soit  perpendicu- 
laire sxxt  le  plan  AB ,  que  leur  commiuie  section 
soit  AD,  et  que  dans  le  plan  CD  soit  pris  un 
point  quelconque  E  :  je  dis  que  la  perpendicu- 
laire menée  du  point  E  sur  le  plan  ÀB  tombe 
sur  la  droite  AD. 

Que  cette  perpendiculaire  tombe ,  si  cela  est 
possible ,  hors  de  la  conmiune  section  des  plans  ; 
qu'elle  ait ,  par  exemple ,  la  position  E  F  et 
qu'elle  rencontre  le  plan  AB  au  point  F  ;  du 
point JF  et  dans  le  plan  AB  conduisez  la  droite 
FG  perpendiculaire  sur  DA  (prop.  lO.  i) ,  cette 
droite  sera  certainement  perpendiculaire  sur  le 
plan  CD  (déf.  4. 1 1).  Menez  EGT. 

Puisque  la  droite  F  G  est  perpendiculaire  sur 
le  plan  CD  et  qu'eMe  rencontre  la  droite  EG 
qui  est  dans  le  plan  CD  jj'angle  FGF  sera  droit 
(def.  5. 1 1).  Mais  la  droite  EF  est  perpendicu- 

Aa 
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laîre  sur  le  plan  AB  :  donc  Taugle  EFG  est  droit  : 
donc  le  triangle  EFG  a  deux  angles  droits ,  ce 
qui  est  absurde  (prop.  17.  i)  :  donc  la  perpen- 
diculaire menée  du  point  E  sur  le  plan  AB  ne 
tombe  pas  hors  de  la  droite  DÀ  :  donc  elle 
tombe  sur  la  droite  DA. 

Donc  si  un  plan  est  perpendiculaire  sur  un 
autre  pla.n ,  et  si  d'un  point  pris  dans  un  de  ces 
plans  on  mène  une  droite  perpendiculaire  sur 
l'autre  plan ,  cette  droite  sera  pierpendiculaîre 
sur  la  commune  section  des  plans  ;  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

PROPOSITION    XXXIX, 

THÉORÈME. 

Si  dans  un  paraUélipipède  on  coupe  en  deux 
parties  égales  les  côtés  des  plans  opposés  y  et  si 
par  leurs  sections  on  mène  des  plans ,  la  çom" 
mune  section  de  ces  plans  et  le  diamètre  du 
.  paratUlipipède  se  couperont  mutuellement  en 
deux  parties  égales. 

Que  dans  le  paraUélipipède  A  F  (fîg.  302) 
lès  côtés  des  plans  opposés  CF,  AH  soient 
coupés  en  deux  parties  égales  aux  points  K,  L, 
MjN,0,Q,P,R,et  par  les  sections  de* ces 
côtés  soient  conduits  les  plans  KN,  OR;  que 
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la  commune  section  de  ces  plans  soit  VS,  et  que 
le  diamètre  du  parallélipipède  soit  DG  :  je  dis 
que  les  droites  V  S ,  D  G  se  coupent  en  deux 
parties  égales,  c'est-à-dire  que  VT  est  égal  à 
TSetDTégaUTG. 

Menez  DV,  VE,  BS,  SG.  Puisque  DO  est 
parallèle  à  PÉ,  les  angles  alternes  DOV,  VPE 
sont  égaux  entr'eux  (prop.  3g.  i  )  ;  et  puisque  DO 
est  égal  à  PE ,  0  V  égal  à  VP  et  que  ces  droites 
comprennent  dés  angles  égaux,  la  base  DV  sera 
égale  à  la  base  VE,  Iç  triangle  DOV  égal  au 
triangle  VPE ,  et  les  autres  angles  égaux  aux 
autres  angles  :  donc  l'angle  OVD  est  égal  à 
l'angle  P  VE  :  donc  la  ligne  D  VE  est  une  ligne 
droite  (prop.  i4«  i)*  Par  la  même  raison,  la 
ligne  BSG  est  aussi  une  ligne  droite^  et  la  droite 
BS  est  égale  à  la  droite  S  G.  Puisque  la  droite 
CA  est  égale  et  parallèle  à  DB  et  que  la  droite 
C  A  est  aussi  égale  et  parallèle  à  la  droite  E  G , 
la  droite  DB  sera  égale  et  parallèle  à  la  droite  EG 
(pr.  5o.  i)  ;  mais  ces  droites  sont  jointes  par  les 
droites  DE ,  BG  ;  donc  la  droite  DE  est  parallèle 
à  la  droite  BG  (prop.  33*  1)  ;  mais  on  a  pris  dans 
chacune  de  ces  droites  des  points  quelconques 
D,  V,  G,  S  et  on  a  mené  les  droites  DG,  VS  :  donc 
ces  di'oites  sont  dans  un  seul  plaù  (prop.  7. 1 1)  : 
^ouc  puisque  la  droite  DE  est  parallèle  a  la  droite 
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BG,  les  angles  EDT,  BGT  sont  égaux,  car  Us 
sont  alternes  (prop.  29.  i);  mais  l'angle  DTV 
est  égal  à  l'angle  GTS  (prop.  i5.  i)  :  donc  les 
deux  triangles  DTV,  GTS  ont  deux  angles  égaux 
à  deux  angles ,  un  côté  égal  à  un  côté ,  ces  côtés 
soutendant  des  angles  égaux,  c'est-à-dire  que 
le  côté  DV  est  égal  au  côté  G  S,  car  ces  côtés 
sont  les  moitiés  des  dioites  DE ,  BG  :  donc  ces 
deux  triangles  auront  les  autres  côtés  égaux  aux 
autres  côtés  (prop.  26.  i)  :  donc  DT  est  égal 
àTGetVTégalàTS. 

Donc  si  dans  un  parallélipipède  on  coupe  en 
deux  parties  égales  les  côtés  des  plans  opposés, 
et  si  payeurs  sections  on  înène  des  plans  ^  la 
commime  section  de  ces  plans  et  le  diamètre  du 
parallélipipède  se  couperont  mutuellement  en 
deux  parties  égales  ;  ce  qu'il  faUoit  démontrer, 

^       P  R  0  P  O  S  I  T  I  O  N    X  L. 

THEOREME. 

Si  deux  prismes  sont  égaux  en  hauteur.,  si  Vun 
d'eux  a  ppur  base  un  parallélogramme  et  f  autre 
un  triangle,  et  si  le  parallélogramme  est  double 
du  triangle  y  ces  prismes  seront  égaux. 

Soient  ABCDEF,  GHKLMN  (fig.  2o5) 
des  prismes  égaux  en  hauteur ,  que  Tun  d'eux 


ait  pour  base  le  parallélogramme  A  F  et  l'autre 
le  triangle  GHK,  et  que  le  parallélogramme 
A  F  soit  double  du  triangle  GHK  :  je  dis  que  le 
prismç  ABCDEF  est  égal  au  prisme  GHKLMN. 

Achevez  les  parallélipipèdes  AO,  GP.  Puis- 
-que  le  parallélogramme  A  F  est  double  du  trian- 
gle GHK  et  le  parallélogramme  HK  double  aussi 
du  triangle  GHK,  le  parallélogramme  A  F  sera 
égal  au  parallélogramme  HK.  Mais  les  parallé- 
lipipèdes qui  ont  des  bases  égales  et  la  même 
liautetir  sont  égaux'  entr  eux  (prop.  3ï.  11): 
donc  les  parallélipipèdes  AO ,  GP  sont  ^aux  ^ 
mais  Iç  prisme  ABCDEF  est  la  moitié  du  pa- 
rallélipipède  AO  et  le  prisme  GHKLMNJa 
moitié  du  parallélipipède  GP'  :  donc  le  prisme 
ABCDEF  est  égal  au  prîsmé  GHKLMN. 

Donc  si  deux  prismes  bnt  la  même  hauteur, 
si  Tun  d'eux  a  pour  basé  ùri  parallélogramme 
et  l'autre  un  triangle  ,  et  si  le  parallélogramme 
est  double  du  triangle ,  ces*  deux  prismes  sont 
égaux  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 


FIN   DIT    ONZIEMK  LIVRE. 
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LIVRE  XII. 

■■'■*■■  ■»■■■! ■,..■■■■■■■ ■■    ■     ■■  ■ ,1 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THEOREME. 

Les  polygones  semblables  inscrits  dans  des  cet» 
clés  sont  entr^eujc  comme  les  quarrés  des  dior 
mètres  • 

SoiEPTT  les  cercles  ABCDE,  FGHKL 
(fîg.  204 )  dans  lesquels  sont  décrits  les  poly- 
gones semblables  ABCDE,  FGHKL;  que  les 
diamètres  de  ces  cei^cles  soienj^BM,  GN  :  je 
dis  que  le  polygone  AÇCDE  est  au  polygone 
F  G  H  KL  comjne  le  quarré/de  B  M  est  au  quarré 

deGN.  \ 

Menez  BE,  AM,  GL,  FN.  Puisque  le  po- 
lygone ABCDE  est  semblable  au  polygone 
FGHKL,  que  Tangue  BAE  est  égal  à  l'angle 
GFL  (déf.  I.  6)  et  que  BA  est  à  AE  comme 
GF  est  à  FL,  les  deux  triangles  BAE,  GFL 
ont  un  angle  égal  à  un  angle ,  savoir ,  Tangle 
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BAE  égal  à  Tangle  GFL  et  les;  côtés  placés 
autour  de  ces  angles  sont  proportionnels  entre 
eux  :  donc  les  deux  triangles  ABE,  FGL  sont 
équiangles  (prop.6. 6)  :  donc  l'angle  AEB  est 
égal  à  l'angle  FLG ,  maisTangle  AËB  est  égal 
à  Tangle  A  MB  (prop.  2i .  3)  ,  car  ils  sont  ap- 
puyés sur  le  même  arc  et  l'angle  FLG  est  aussi 
égal  à  r^igle  F  NG  :  d<Mic  l'angle  AMB  est  égal 
à  l'angle  FN  G  j  mais  l'angle  droit  B  A  M  est  égal 
à  Fangle  droit  GFN  ;  donc  Tangle  restant  est. 
égal  à  l'angle  restant  :  donc  les  deux  triangles 
ABM,  FGN  sont  équiangles  :  donc  BM  eM  à 
ON  comme  BA  est  à  GF  (prop.  4*^)'  ^^^  ^^ 
quarrés  des  droites  BM,  GN  scjnt  en  raison 
doublée  des  droites  BM,  GN  (prop.  :îo.  6),' 
^t  les  polygones  ABCDE,  FGHRL  sont  en 
raison,  doublée  des  côtés  BA,  G  F  :  donc  le 
polygone  ABCDE  est  au  polygone  FGHKL 
comme  le  quarré  de  BM  est  au  quarré  de  GN. 
Donc  les  polygones  semblables  inscrits  dans* 
des  cercles  sont  entr'eux  comme  les  quarrés  de& 
diamètres  -,  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    IL 

T  H  É  O  K  i  M  E. 

Lei  cercles  sont  eiitr'eux  commefHes  quarrés 
de  leurs  diamètres. 

Soient  les  cercles  ABCD,  EFGH  (fig.  2o5) 
et  que  leurs  diamètres  soient  BD,  FH  :  je  dis 
que  le  cercle  ABCD  est  au  cercle  EFGH 
comme  le  quarré  de  BD  est  au  quarré  de  F  H. 

Si  cela  n'est  point ,  le  quarré  du  diamètre  BI> 
sera  au  quarré  du  diamètre  F  H  comme  le  cer- 
cle ABCD  est  à  une  surface  plus  grande  ou  à 
une  surfece  plus  petite  que  le  cercle  EFGH» 
Supposons  d'abord  que  cette  surface  soit  plus 
petite  et  qu'elle  soit  S.  Dans  le  cercle  EFGH 
décrivez  le  quarré  EFGH;  le  quarré  décrit 
dai^s  ce  cercle  est  plus  grand  que  la  moitié  du 
cercle  EFGH,  parce  que  si  par  les  points  E^ 
F,  Çr ,  H  nous  menons  des  tangentes  à  ce  cer- 
cle, \e  quarré  EFGH  sera  la  moitié  du  quarré 
circonscrit  (  prop .  47  •  '  i  '  >  P^'Op-  i  •  5  )  :  mais  un 
cercle  est  plus  petit  que  le  quarré  circonscrit  : 
donc  le  quârré  EFGH  est  plus  gi*and  que  la 
moitié  du  cercle  EFGH.  Partagez  les  arcs  EF^ 
FG ,  GH ,  HE  en  deux  parties  égales  aux  points 
K,  L,  M,  N,  et  menez  les  droites  EK^KF^ 
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FL,LG,  GM,  MH,  HN,  Àf.  Chacun  dès 
triangles  ÉKF,  PLG,  GMH  ,  HNE  est  plus 
grand  que  la  moitié  du  se{g[ment  dans  lequel  il 
est  placé  ;  parce  que  si  par  les  points  K ,  L , 
M,  N  nous  menons  des  tangentes  au  cercle-, 
et  si  sur  les  droites  EF,  FG,  GH,  HE  et 
entre  ces  tangentes  nous  construisons  des  pa- 
rallélogrammes,  chacun  des  triangles  EKF, 
FLG,GMH,  HNE  sera  la  moitié  du  paral- 
lélogramme dans  lequel  il  est  placé  (pr.  5j.  i  ). 
Mais  chaque  segment  est  plus  petit  qu'un 
parallélogramme  :  donc  chacun  des  triangles 
EKF,  FLG,  GMH,  HNE  est  plus  grand 
que  la  moitié  du  segment  dans  lequel  il  est 
placé.  Si  nous  partageons  ensuite  les  arcs  res^ 
tans  en  délit  parties  égales ,  et  si  nous  joignons 
leurs  extrémités  par  des  droites ,  et  si  nous  con-^ 
tinuonâ  toujours  de  faire  la  même  chose ,  il  nous 
restera  certains  :segmens  de  cercles  dont  la 
somme  sera  moindre  que  Texcès  dai  cercle 
E  F  G  H  sur  l'espace  S  ;  car  nous  avonS\  démon- 
tré dans  le  premier  théorème  du  dixième  Livre 
que  deux  quântité$  inégales  étant  données ,  si 
l'ou  retranche  de  la  plus  grande  quantité  une 
partie  plus  grande  que  la  moitié  de  cette  quan- 
tité ,  si  on  retranche  ensuite  de  ce  qui  reste  une 
partie  plus  grande  que  la  moitié  de  ce  reste ,  et 
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si  l'on  continue  toujours  de  faire  la  même  chose, 
il  reste  enfin  une  certaine  quantité  qui  est  moin»- 
dre  que  la  plus  petite  des  quantités  données. 
Supposons  qu'on  ait  pour  reste  les  segmens  du 
cercle  EFGH  placés  sur  les  cordes  EK,  KF, 
FL,  LG,  GM,  MH,  HN ,  NE,  et  que  ces 
segmens  soient  moindres  que  l'excès  du  cercle 
EFGH  sur  l'espace  S,  il  est  évident  que  le  po- 
lygone ERFLGMHN  sera  plus  gi-and  que  l'es- 
pace S.  Décrivez  dans  le  cercle  ABCD  un  po- 
lygone AOBPCQDR  semblable  au  polygone 
EKFLGMHN  5  le  quarré de BDsera  au  quarré 
deFH  comme  le  polygone  AOBPCQDR 
est  au  polygone  EKFLGMHN  (prop.  i- 12); 
mais  par  supposition  le  quarré  de  BD  est  au 
quarré  de  F  H  comme  le  cercle  ABCD  est  à 
l'espace  S  :  donc  le  cercle  ABCD  est  a  l'espace  S 
comme  le  polygone  AOBPCQDR  est  au  poly- 
gone EKFLGMHN,  et  en  échangeant  les 
plans  dfis  moyens ,  le  cercle  ABC  D  est  au  po- 
lygone qui  lui  est  inscrit  comme  l'espace  S  est 
au  polygone  EKFLGMHN;  mais  le  cercle 
ABCD  est  plus  grand  que  le  polygone  qui  lui  est 
inscnit  :  donc  l'espace  S  est  plus  grand  que  le  po- 
lygone  EKFLGMHN  ;  mais ,  par  supposition , 
il  est  au  contraire  plus  petit ,  ce  qui  est  imposa- 
ble :  donc  le  quarré  de  BD  n'est  point  au  quarré 
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de  F  H  comme  le  cercle  ABC  D  est  à  un  €;space 
quelconque  plus  petit  que  le  cercle  FFGH.  Nous 
démontrerons  semblablement  que  le  quarré  de 
F  H  n'est  point  au  quarré  de  BD  comme  le  cer- 
cle EFGH  est  à  un  espace  quelconque  plus 
petit  que  le  cercle  ABCD..  Je  dis  ensuite  que 
le  quarré  de  B  D  n'est  point  au  quarré  de  F  H 
comme  le  cercle  ABCD  est  à  un  espace  quel- 
conque plus  grand  que  le  cercle  EFGH;  car  si 
cela  est  possible ,  supposons  que  le  quarré  de 
BD  soit  au  quarré  de  F  H  comme  le  cercle 
ABCD  est  à  un  espace  plus  grand ,  et  suppo- 
sons que  S  soit  cet  espace.  En  mettant  les  anté- 
cédens  k  la  place  des  conséquens  et  les  consé- 
quens  à  la  place  des  antécédens ,  le  quarré  de  FH 
sera  au  quarré  de  BD  comme  l'espace  S  est  au 
cercle  ABCD;  mais  on  démontrera  plus  bas  que 
l'espace  S  est  au  cercle  AB  C  D.  comme  le  cercle 
EFGH  est  à  un  espace  quelconque  plus  petit 
que  le  cercle  ABCD  :  donc  le  quarpé.de  F  H 
est  au  quarré  deBD  comme  le  ce^'cle  E  F  G  H 
est  à  un  espace  plus  petit  que  le  cercle  A  B  C  D ,, 
ce  qui  a  été  démontré  impo6a3)le  : .  donc  le 
quarré  de  BD  n'est  pas  au  quarré  de  FH  com^le 
le  cercle  ABCD  est  à  un  espace  quelconque 
plus  grand  que  le  cercle  ÉFGH.  Mais  on  a 
démontré  que  le  quarré  de  BD  n'est  point  au 
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quarré  de  F  H  comme  le  cercle  ABCD  est  à 

un  espace  quelcontpie  plus  petit  que  le  cercle 

EFGH  :  donc  le  quarré  de  BD  est  au  quarré 

de  F  H  comme  le  cercle  ABCD  est  au  cercle 

EFGH. 

Donc  les  cercles  sont  entr'eux  comme  les 
quarrés  des  diamètres  ;  ce  qu'il  falloit  démon- 
trer. 

li    E    M    M    £• 

Si  Téspace  S  est  plus  grand  que  le  cercle 
EFGH  (fig.  206)  :  je  dis  que  Fespace  S  est 
au  cercle  ABCD  comme  le  cercle  EFGH  est 
à  un  espace  quelconque  plus  petit  que  le  cer- 
cle ABCD. 

Car  supposons  que  l'espace  S  soit  au  cercle 
ABCD  comane  le  cercle  FFGH  est  à  un  espace 
T  :  je  dis  que  l'espace  T  est  plus  petit  que  le 
cercle  ABCD;  car  puisque  l'espace  S  est  au 
cercle  ABCD  comme  le  cercle  EFGH  est  à 
l'espace  T,  en  échangeant  les  plans  des  moyens, 
Fèspace  S  sera  au  cercle  EFGH  comme  le  cer- 
cle ABCD  est  à  l'espace  T  ( prop.  16. 6),  Mais 
par  supposition  l'espace  S  est  plus  grand  que  le 
cercle  EFGH  :  donc  le  cercle  ABCD  est  plus 
grand  que  l'espace  T  ;  et  par  conséquent  l'espace 
S  est  au  cercle  ABCD  comme  le  cercle  EFGH 
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est/ à  un  espace  quelconque  plus  petit  que  le 
cercle  ABCD. 

PROPOSITION    II  î. 

THEOREME. 

Toute  pyramide  trifitngulaire  (i)  peiU  se  dwiser 
en  deux  pyramides  triangulaires  égales  et  sem^ 
blables  entr'elles  et  semblables  à  la  pyramide 
totale,  et  en  deux  prismes  égaux  qui  sont  plus 
grands  que  la  moitié  de  la  pyramide  entière. 

Soit  une  pyramide  dont  la  base  soit  le  trian- 
gle ABC  (fig.  :207 )  et  dont  le  sommet  soit  le 
point  D  :  je  dis  que  la  pyramide  AB CD  peut  se 
diviser  en  deux  pyramides  triangulaires  égales 
et  semblables  entr' elles  et  semblables  à  la  py- 
ramide totale ,  et  en  deux  prismes  égaux  qui 
sont  plus  grands  que  la  moitié  de  la  pyramide 
totale. 

Partagez  les  côtés  AB,  BC,  CA,  AD,  DB, 
DC  en  deux  parties  égales  aux  points  E,  F,  ^ 
G,  H,  K,L,  et  menez  les  droites  EH,  EG,  GH, 
HK,  KL,  LH,  EK,  KF,  FG.  Puisque  AE 
est  égal  à  EB  et  AH  égal  à  HD,  la  droite  EH 
sera  parallèle  à  la  droite  DB  (prop.  2.6).  La 

(1)  Une  pyramide  triangulaire  est  celle  dont  la  base 
est  un  triangle. 
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droite  HK  est  parallèle  à  la  droite  AB,  par  la 
même  raison  :  donc  la  figure  HE6K  est  un 
parallélogramme  :  donc  ,H  K  est  égal  à  E  B 
(pw^  54f.  i)«  Mais  EB  est  égal  à  AE  :  donc 
AE  sera  éga)  à  HK.  Mais  AH  est  égal  à  HD: 
donc  les  deux  cb^îtes  AE^  AH  sont  égales  aux 
deux  droites  KH,  HD^  chacun^  à  chacune; 
mais  l'angle  EAH  est  éfgi  à  Fangle  KHD 
(  prop.  :2g.  I  )  :  donc  la  base  B8  est  égale  à  la 
base  KD  (prop.  4*  ^  )  •  ^^^<^  ï®  Iriangle  AEH 
est  .égal  et  semblable  au  triangle  HJ^D*  Par  la 
même  raison  ,  le   triangle  AHG  est  4^  et 
semblable  au  triangle  HLD.  Puisque  les  dl|^ 
droites  EH,  H  G  qui  se  touchent  sont  paraît 
lèles  aux  deux  droites  KD ,  DL  qui  se  touchent 
et  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  plan ,  ces  droites 
comprendront  des  angles  égaux  (prop.  10. 1 1)  : 
donc  Tangle  EHG  est  égal  à  l'angle  KDL.  De 
plus ,  puisque  les  deux  droites  EH ,  HG  sont 
égales  aux  deux  droites  KD,  DL,  chacune  à 
chacune  ,  et  que  l'angle  EHG  est  égal  à  l'angle 
KDL,  la  base  EG  sera  égale  à  la  base  KL  : 
donc  le  triangle  EHG  est  égal  et  semblable  au 
triangle  KDL.  Par  la  même  raison,  le  triangle 
AEG  est  égal  et  semblable  au  triangle  H  KL: 
donc  la  pyramide  dont  la  base  est  .le,  triangle 
AEG  et  dont  le  sommet  est  le  point  H  est  égale 
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et  seâiblable  à  la  pyramide  dont  la  base  est  le 
triangle  H  KL  et  ^ont  le  sommet  est  le  point  D. 
Puisque  la  droite  HK  est  parallèle  à  un  des 
cotés  du  triangle  ADB ,  savoir ^  au  côté  AB,  le 
triangle  ADB  sera  équiangle  avec  le  triangle 
DHK  (prop.  29.  i)  :  donc  ces  deux  triangles 
auront  leurs  côtés  propoiiliûjQnels  (pï*op.  4-  6)  j 
et  seront  par  conséquent  semblables.  Par  la 
même  raison ,  le  triangle  DB  C  est  semblable  au 
triangle  DKL  et  le  triangle  ADC  est  semblable 
aussi  au  triangle  DHL.  Mais  puisque  les  deux 
droites  B A ,  AG  qui  se  touchent  sont  parallèles 
aux  deux  droites  KH,  HL  qui  se  touchent  et 
qui  ne  sont  pas  dans  le  même  plan ,  ces  droites 
comprendront  des  angles  égaux  (prop.  10. 1 1)  ; 
donc  Fangle  BAC  est  égal  à  Tangle  KHL.  Mais 
BA  est  à  AC  comme  RH  est  à  HL  :  donc  le 
triangle  ABC  est  Semblable  au  triangle  H  KL 
(prop.  6.  6),  et  par  conséquent  la  pyramide 
dont  la  base  est  le  triangle  ABC  et  dont  le 
sommet  est  le  point  D  est  semblable  à  la  pyra- 
mide dont  la  base  est  le  triangle  H  KL  et  dont 
le  sommet  est  le  point  D.  Mais  nous  avons  dé- 
montré que  la  pyramide  dont  la  base  est 'le 
triangle  H  KL  et  dont  le  sommet  est  le  point  D 
est  semblable  à  là  pyramide  dont  la  base  est  le 
triangle  AEG  et  dont  le  sommet  est  le  point  H: 
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donc  la  pyramide  dont  la  base  est  le  triangle 
ABC  et  dont  le  sommet  est  le  point  D  est  sem- 
blable à  la  pyramide  dont  la  base  est  le  triangle 
AEG  et  dont  le  sommet  est  le  point  H  :  donc 
Tune  et  l'autre  des  pyramides  AEGH^  HKLD 
sont  semblables  à  la  pyramide  totale  A6CD. 
Puisque  BF  est  égal  à  F  G,  le  parallélogranune 
EBFG  sera  double  du  triangle  GFC  (pr.  41 .  i)  : 
ïxxals  deux  prismes  de  même  hauteur  dont 
Fun  a  pour  base  un  parallélogramme  et  dont 
l'autre  a  pour  base  un  triangle  sont  égaux  entre 
eux  lorsque  le  parallélogramme  est  double  du 
triangle  (prop.  40.  11):  donc  le  prisme  com- 
pris sous  les  deux  triangles  B KF,  E HG  et  sous 
les  trois  parallélogrammes  EBFG,  EBKH,. 
KHGF  est  égal  au  prisme  qui  est  compris  sous 
les  deux  triangles  GFC ,  Q KL  et  les  trois  pa- 
rallélogrammes KIÇ' CL,  LCGH,  HRFG.  Mais 
il  est  évident  que  chacun  de  ces  prismes  et  celui 
dont  la  base  est  le  parallélogramme  EBFG  op- 
posé à  la  droite  HK  et  celui  dont  la  base  est  le 
triangle  GFC  opposé  au  triangle  KL  H  est  plus 
grand  que  chacune  ^es  pyramides  dont  les  bases 
sont  AEG,  H  KL  et  les  sommets  les  points  H, 
D  ;  puisque  si  nous  menons  les  droites  EF,  EK, 
le  prisme  dont  la  base  est  le  parallélogramme 
EBFG  opposé  à  la  droite  HK  est  plus  grand 
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qtïe  la  pyramide  qui  a  pour  base  le  triangle 
EBF  et  pour  sommet  le  point  K.  Mais  la 
pyramide  qui  a  pour  base  le  triangle  EBF  et 
pour  sommet  le  point  K  est  égale  à  la  pyramide 
qui  a  pour  base  le  triangle  ÂEX^r  et  pour  sommet 
le  point  H  (déf.  lO.  1 1  )  ,  car  elles  sont  com- 
prises sous  des  plans  égaux  et  semblables  :  donc 
le  prisme  qui  a  pour  base  le  parallélogramme 
EBF  G  opposé  à  la  droite  HK  est  pl^us  ^g^ç^d 
que  la  pyramide  qui^a  ppur  base  le  tria^ngle  AEG 
et  pour  sommet  le  pcûnt  H.  Mais  le  prîsçjiç.  qui 
a  pour  base  le  parallélogr^œime^EQJ^.Q.ppppsé 
à  la  droite  HK  est  égal  au  pjçi^me  qi:ui.a  pour 
base  le  triangle  G  F  C  opposé  au  triangle^Jl.S^  JL  ; 
et  la  pyramide  qui  a|iQur  baseJb  jtduugfg^f^s^J&G 
et  pour  sommet  le  point  H  est  égale  à  la  pyra- 
mide» qui,  a  pour  base  le  triangle  H  KL  et  pour 
sommet  1^  point  D  :  donc  les  dei9x  prises  |don( 
nqjff  ycçons  de  parler  sont  plus^grands^'qi||  le^ 
dei:^  pyrs^des  qjii  oi^t  ppur^asçg  jlès^lrian- 
gle^jAEG^  H Kt^ et  pour  son^netsJçj5  pç^i^ig 
H ,  D,  :  4ftnç  la  pyrwiide  totale  qui  a.p^tir  ba^ç 
j^^tça^liç  4;gC^Btpo»i; commet  le  po^m  P.  a  été 
àxvjn^  en  deyx  pyramfdçf  .^îangidaires  égale? 
etpçpfl^tiks  e^y•'g^es,ç^^^  py- 

faiuMe  «rtêift  ««  ;§nc4>^-  pï'wme^^^JPSi^^ 
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sont  plus  grands  que  ]a  moitié  de  la  pyramide 

totale  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    IV. 


A.:' 


THEOREME. 


Si  deux  pyramides  triangulaires  de  même  hauteur 

sont  divisées  tune  et  Vautre  en  deux  pjramides 

égales  èntr'elles  et  semblables  à  la  pyramide 

'Wiàle  et*  en  deux  prismes  égaux  ,  si  ces  nour- 

celles  pyramides  sbnt  dix^isées  de  la  même  ma^ 

'  mère  et  ainsi  de  suite  j  la  hase  de  Vune  de  ces 
pyramides  sera  à  la  base  de  Vautre  pyramide 
cefmme'êoUs'^és  prismes  de  l'une  de  ces  pyror- 
mide^  sont  à  un  mêm^  nombre-  de  prismes  con^ 

'  ^m^^^vM  VaJutre  pyramide.  ? 

"  Soieiit  deux  pyramîaés  triangulaires  de  inéme 
hauteur  qui  aient |)our  bases  les  triatnglés  ABC , 
DEF  (ng.  2o8)*^et  pour  sommets  les  points 
ti\  fiVcfùé  chacune  de  ^es  pyramides  soit  9i?î^ 
see' en^^^eux  pyramides'  égalés  ehtr'elles  et 
SemSKkBïés-'àux'  pyraiiiideÀ  tdtàlés  et  eif^déûi 
prîsniè'^^^aii^  /"^  ^e  ces  nouvelles  |]rirVâniidei 
,  soîeti^^  Mm'èi  de  fa^'iiiéhië^^iiâ[lé4re»^tit  aînsi 
de  suite":^'jfe  <l!ii^<iiî8Na  bàSè  ABC  sei«4'4a 
base  Ï>E F *tîôiîiikig^ti>uà''îës  prismes^  cf^m^bns 
d^ns^Tà  ^  ârhiide  A9€fi^s&tn  à%  tùêiné  ûè^htè 
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de  pfîsmes  contenus  dans  la  pjramidç  DEIfH* 
Puisque  BO  est  ég4  à  QC  et  AL  ég^l  à 
LC^  la  droite  AB  sera  parallèle  à  la  droite  Oh 
(prop.  3.6J ,  et  le  triangle  ABC  sera  semblable 
au  triangle  LOC  (prop.4«6).  Le  triwgk  DEF 
sera  semblable  au  triangle  KXF ,  par  la  mém^ 
raison;  et  puisque  la  droite  BG  est  double  de 
la  droite  GO  et  la  droite  EF  double  aussi  de 
la  droite  F  X,  la  droite  BÇ  ser^  à  la  droite  CO 
comme  la  droite  E  F  est  à/ la  droite  FX.  Mids^ 
les  figures  rectilignes  semblables  et  seinHable- 
ment  posées  ABC ,  LO<î  onjt  ét<é  44f?^?i\^^.  sur: 
les  droites  BC,  GO,  et  le$j^figijreis;rçc;tilignes 
semblables  et  semblabl^miiËii^t  ;  posées  DE  F,, 
RXF  ont  été  décrites. sur  l^q^rfiitqs  EF,  FX^ 
donc  le  triwglç  AJijÇ:  ^t  aif.  jtri^i^gle.LOC 
comme  le  triangle  DEFr  eptj  w 'triapgle  RXF 
(vprop.  32.6) ,  et  en  échapgeiipi^  l^afpUj^  de;s 
nioyen$,  le  triangle  >A;BG  eet  au  trî^^g^e.DEJjÇl 
comme  le  triangle  LOC^st  ^u,  triangle ,BX F. 
Mais  OQ  démontrera  plus  ;'bjar  que  k  u*î/apg|e. 
3LtOC'0*t"aft  triangle  ^XI^  comme  lie  prisme, 
qui  a  paurbasç  1^.  triante  |^  Q  C  «çppsé  à  P  MiN 
est.au  prîsiiiue  qui  a  pour  bîise  je  ttiai^le  RXF; 
opposé  à  STV  :  doaxî  le  lijiangle  ABC  est  au 
triangle  DEF  commq  le  prisme  qui  a  ppiur  base 
U  triwgle  LOC  pppç^é  à  PMN  est  au  prisme 
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qui  a  pour  base  le  triangle  RXF  opposé  à  ST  V  ; 
et  puisque  les  deux  prismes  qui  sont  dans  la 
pyramide  ABC  G  sont  égaux  entr'eux  et  que  les 
deux  prismes  qui  sont  dans  la  pyramide  DEFH 
sont  aussi  égaux  entr'eux ,  le  prisme  qui  a  pour 
base  le  parallélogramme  KLOB  .opposé  à  la 
droite  MP  sera  au  prisme  qui  a  pour  base  le 
triangle  LOC  opposé  à  PMM  comme  le  prisme 
qui  a  pour  base  le  parallélogramme  EQRX 
opposé  à  la  droite  ST  est  au  prisme  qui  a  pour 
base  le  triangle  RXF  opposé  à  ST V  :  donc , 
en  ajoutant  les  conséquens   aux  antécédens 
(prop:  1 5 . 5) ,  ïés  prismes  KBOLMP^  LOCMNP 
sont  au  prisme  LOC  MNP  comme  les  prismes 
QEXRST^  RXFSTV  sont  au  prisme  RXFSTV, 
et  enfin  enécbatigeant  les  places  des  moyens, 
les  prismes  KB'OLPM ,  LOCPMN  sont  aux 
prisnrêsQEXRST,  RXFSTV  comme  le 
pi-isnie'kOCMNP  est  au  prisme  RXFSTV. 
Mais  on  a  démontré  que  le  prisme  LOCMNP 
esfraù  prisme  RXPSTV  comme  la  base  LOC 
est  à  la  base  RXF  eft  comme  la  base  ABC  est 
à  la  base  DEF:  dodc  )é  triàngje  ABC  est  au 
triangle  DEF  comme  ]eis  deux  prismes  qui  sont 
dans  la  pyramide  A  RC  6  sont  aux  deux  prismes 
qui  sont  dahs  la  pyramide  DEFH.  1^  nous  par- 
tageons de  la  même  mamère  les  nouvellea  pyra- 
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mides^  savoir  les  pyramides  PMNG,  STVH,  la 
base  PMN  sera  à  la  base  SX  V  comme  les  deux 
prismes  de  la  pyramide  PMN  G  sont  aux  deux 
prismes  de  la  pyramide  STVH.  Mais  la  base 
•PMN  est  à  la  base  STV  comme  la  base  ABC 
est  à  la  base»  DE  F  :  donc  la  base  ABC  est  à  la 
base  DE  F  conmxeles  deux  prismes  de  la  pyra- 
^de  ABC  G  sont  aux  deux  prismes  de  la  py- 
ramide DEFH,  comme  les  deux  prismes  de  la 
pyr^ide  PMN  G  sont  aux  deux  prismes  de  la 
pyramide  STVH  et  comme  les  quatre  prismes 
sont  aux  quatre  prismes.  On  démontrera  la 
même  chose  pour  tous  tes  autres  prismes  qu'on 
obtiendra  par  la  division  des  pyramides  A  KL  O 
et  DQRS,  et  en  général  dé  toutes  les  pyra- 
mides égales  en  nombre  ;  ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

Nous  démontrerons  de  la  manière  suivante 
que  le  triangle  LOC  est  au  triangle  RXF 
comme  le  prisme  qui  a  pour  base  le  triangle 
LOC  opposé  à  P  M  N ,  est  le  prisme  qui  a  pour 
base  le  triangle  RXF  opposé  à  STV, 

Dans  les  mêmes  figures  imaginez  des  perpj^n^ 
diculaires  menées  des  points  G ,.  H  sur  les  plans 
des  triangles  ABC ,  DE  F.  Ces  perpendiculaires 
seront  égales  entr' elles  ^  parce  qu'on  a  supposé 
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ces  pyramides  égales  en  hauteur.  Puisque  la 
droite  GC  et  la  perpendiculaire  menée  du  point 
G  sont  coupées  par  les  plans  parallèles  ABC  ^ 
PMN,  ces  deux  droites  seront  coupées  pro- 
portionnellement ( prop.  II.  II).  Or  la  droite 
GC  est  coupée  en  deux  parties  égales  au  point 
N  par  le  plan  PMN  :  donc  la  perpendiculaire 
menée  du  point  G  sur  le  plan  ABC  est  cou- 
pée en  deux  parties  égales  par  le  plan  PMN. 
Par  la  même  raison ,  la  perpendiculaire  menée 
du  point  H  sur  le  plan  DE  F  est  coupée  en 
deux  parties  égales  par  le  plan  S  TV.  Mais  les- 
perpendiculaires  menées  des  points  G ,  H  sur 
les  plans  ABC,  DE  F  sont  égales  entr  elles: 
donc  les  perpendiculaires  menées  des  triangles 
PMN,  STV  sur  les  triangles  ABC ,  DEF  sont 
égales  entr'elles  :  donc  les  prismes  qui  ont  pour 
bases  les  triangles  LOC ,  RXF  opposés  à  PMN, 
STV  sont  égaux  en  hauteur  :  donc  les  parallé- 
iipipédes  qui  sont  décrits  sur  les  prismes  égaux 
en  hauteur  dont  nous  venons  de  parler  sont 
entr  eux  comme  leurs  bases ,  et  il  en  sera  de 
même  de  leurs  morçié*,  c'est-à-dire  que  les 
basQs  LOC ,  RXF  seront  entr'elles  cemme  les 
prismes  dont  nous  ayons  parlé  ;  ce  qu'il  falloit 
démontrei*. 
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PROPOSITION    V. 

Les  pyramides  triangulaire^  qui  ont  la  même 
hauteur  sont  entr' elles  comme  leurs  bases,     , 

Que  les  pyramides  dont  les  bases  sont  les 
triangles  ABC,  DE  F  (fig.  20S)  et  dont  les 
sommets  sont  les  points  G,  H  aient  là  même 
hauteur  :  je  dis  que  la  base  ABC  est  à  la  base 
DE  F  c(Mmme  la  pyramide  ABC  G  est  à  la  pyra* 
mideDEFH.  ' 

Car  si  cela  n'est  point ,  la  base  ABC  sera  à  la 
base  DEF  comme  la  pyramide  ABCG  est  à  un 
solide  plus  petit  que  la  pyramide  DE  F  fl  ou  a 
un  solide  plus  grand.  Supposons  d'abord  que  la 
base  ABC  soit  à  la  base  DEF  comme  la  pyra- 
mide ABC  D H  est  à  un  soHde  plus  petit  et  que 
ce  solide  soit  Y.  Divisez  la  pyramide  DE  F  H 
en  deux  pyramides  égales  entr'elles  et  sembla*- 
bles  à  la  pyramide  totale ,  et  qn«  deux  prisme^ 
égaux  ;  les  deux  prismes  seront  plus  jg^rands  que 
la  moitié  de  la  pyramide  totale  (ipirop.  5. 12). 
Que  les  nouvelles  pyramides  .obtenues  pai' 
cette  division  soient  partagées  de  la 'même  ma- 
nière jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  de  la  pyra- 
mide DEF  H  certaines  pyramides  qui  soient 
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plus  petites  que  l'excès  de  la  pyramide  DEFH 
sur  le  solide  Y.  Qu'on  cherche  ces  pyramides, 
et  qu'elles  soient  par  exemple  DQRS,  STVH, 
les  prismes  restans  de  la  pyramide  DEFH  seront 
plus  grands  que  le  solide  Y.  Partagez  semhla- 
blement  la  pyramide  ABC  G  en  autant  de  par- 
ties que  la  pyramide  DEFH.  La  base  ABC 
sera  à  la  base  DE  F  comme  les  prismes  de  la 
pyramide  ABC  G  sont  aux  prismes  de  la  pyra- 
mide DEFH  (prop.4. 12);  mais  par  suppo- 
sition la  base  ABC  est  k  la  base  DE  F  conmae 
la  pyranude  ABC  G  est  au  solide  Y:  donc  la 
pyramide  ABC  G  est  au  solide  Y  comme  les 
prismes  de  la  pyramide  ABCG  sont  aux  prismes 
delà  pyramide  DEFH,  et  en  échangeant  les 
placos  des  moyens ,  la  pyramide  ABCG ,est  aux 
prismes  qu'elle  renferme  comme  le  solide  Y  est 
aux  prismes  de  la  pyramide  DEFH.  Mais  la 
pyramide  ABCG  est  plus  grande  que  les  prismes 
qu'elle  renferme  :  donc  le  solide  Y  est  plus 
grand  que  les  prismes  que  renferme  la  pyra- 
mide DEFH;  mais,  au  contraire,  il  est  plus 
petit;  ce  cpû  ne  peut  être  :  donc  la  base  ABC 
n'est  point  à  la  base  DE  F  comme  la  pyramide 
oàBCG  est  à  un  solide  quelconque  plus  petit  que 
la  pyramide  DEFH.  Nous  démontreroils  sen> 
blablementique  la  base  DEF  n'est  point  à  la  base 
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.ABC  comme  «la  pyramide  DEFH  est  à  un 
solide  quelconque  plus  petit  que  la  pyramide 
ABC  G.  Je  dis  enfin  que  la  base  ABC  n'est 
point  à  la  base  DE  F  comme  la  pyramide  ABC  H 
est  à  un  solide  plus  grand  que  la  pyramide 
DEFH;  car  supposons,  si  cela  est  possible, 
que  la  base  ABC  soit  à  la  base  DEF comme  la 
pyramide  ABC  G  est  à  un  solide  quelconque 
plus  grand  que  la  pyramide  DEFH  et  que  ce 
solide  soit  Y.  En  mettant  les  antécédens  à  la 
place  des  consëquens  et  les  conséquens  à  la 
place  des  antécédens,  la  base  DEF  sera  à  la 
base  ABC  comme  le  solide  Y  est  à  la  pyramide 
ABCG.  Mais  le  solide  Y  est  à  la  pyramide  ABCG 
comme  la  pyramide  DEFH  est  à  un  solide 
quelconque  plus  petit  que  la  pyramide  ABCG, 
ainsi  que  cela  a  été  démontré  :  donc  la  basa 
DEF  est  à  la  base  ABC  comme  la  pyramide 
DE  F  G  est  à  un  solide  quelconque  plus  petit 
que  la  pyramide  ABCG,  ce  qui  est  absurde  : 
donc  la  base  ABC  n'est  point  à  la  base  DEF 
comme  la  pyramide  ABCG  est  à  un  solide  quel- 
conque plus  grand  que  la  pyramide  DEFH. 
Mais  on  a  démontré  que  la  base  ABC  n'est  point 
à  la  l>ase  DEF  comme  la  pyramide  ABCG  est 
à  un  solide  quelconque. plus  petit  que  la  pyra- 
mide DEFH  :  donc  la  base  ABC  est  à  la  base 
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DEF  comme  la  pyramide  ÂBCG  est  à  la  py- 
ramide DEFH. 

Donc  les  pyramides  triangulaires  qui  ont 
la  même  hauteur  sont  entr'elles  comme  leurs 
bases;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    VI. 

THEORÈMB. 

Les  pyramides  qui  ont  la  même  hauteur  et  qui 
ont  des  polygones  pour  bases  sont  entr^elles 
comme  leurs  hases. 

Que  les  pyramides  dont  les  bases  sont  les 
polygones  ABCDE,  FGHKL  (fig.  209)  et 
dont  les  sommets  sont  les  points  M ,  N  aient  la 
même  hauteur  :  je  dis  que  la  base  ABCDE  est  à 
la  base  FGHKL  cpmme  la  pyramide  ABCDEM 
est  à  la  pyramide  FGHKLN. 

Partagez  la  base  ABCDE  en  triangles  et  que 
ces  triangles  soient  ABC^  ACD,  ADE  ;  par- 
tagez aussi  la  base  FGHKL  en  triangles  et  que 
ces  triangles  soient  FGH,  FHK,  FKL,  et  sup- 
posons que  chacun  de  ces  triangles  soit  la  base 
d'une  pyramide  qui  ait  la  même  hauteur  que 
les  deux  pyramides  qu'on  avoit  d'abord.  Puisque 
le  triangle  ABC  est  au  triangle  A  CD  comme 
la  pyramide  ABC  M  est  à  la  pyramide  ACDM 
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(prop«5.  i^)j  si  l'on  ajoute  les  conséqueni^ 
aux  antëcëdens,  le  quadrilatère  Â6CD  sera  au 
triangle  ACD  comme  la  pyramide  ÂBCDM  est 
à  la  pyramide  ABC  M  (prop.  18.  5);  mais  le 
triangle  ACD  est  au  triangle  A  DE  comme  la 
pyramide  ACDM  est  à  la  pyramide  ADEM: 
donc  la  base  ABCD  sera  à  la  base  ADE  comme 
la  pyramide  ABCDM  est  à  la  pyramide  ADEM 
(prop.  :22. 5)  :  donc  en  ajoutant  les  conséquens 
aux  antécëdens y  la  base  AB C  DE  sera  à  la  base 
ADE  comme  la  pyramide  ABCDEM  est  à  la 
pyramide  ADEM,  Par  la  même  raison ,  la  base 
FGHKL  est  à  la  base  F  KL  comme  la  pyra-* 
mide  FGHKLN  est  à  la  pyramide  FKLN;  et 
puisque  ces  deux  pyramides  triangulaires  ont  la 
même  hauteur ,  la  base  ADE  sera  à  îa  base  F  KL 
comme  la  pyramide  ADEM  est  à  la  pyrami^fs 
FKLN  :  donc  puisque  la  base  ABC  DE  est  à 
la  base  ADE  comme  la  pyramide  A6CEM  est 
à  la  pyramide  ADEM ,  et  que  la  base  ADE  est 
à  la  base  F  KL  comme  la  pyramide  ADEM  est 
à  la  pyramide  F  KL  N ,  la  base  AB  C  D  E  sera  à  la 
base  F  KL  conune  la  pyramide  ABCDEM  est 
à  la  pyramide  FKLN  (prop.  22.  5)  ;  mais  la 
base  F  KL  est  à  la  base  FGHKL  comme  la  py- 
ramide FKLN  est  à  la  pyramide  FGHKLN  : 
donc  la  base  ABC  DE  est  à  la  base  FGHKL 
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comme  la  pyl*amide  ABC  DEM  est  à  la  pyra- 
mide FGHKLM. 

Donc  les  pyramides  qui  ont  la  même  hao^ 
leur  et  dont  les  bases  sont  des  polygones  sont 
éntr'elles  comme  leurs  bases  ;  ce  qu'il  falloir 
démontrer. 

PROPOSITION    VIL 

THEORiME. 

Tout  prisme  triangulaire  peut  se  diviser  en  trois 
pyramides  triangulaires  égales  éntr'elles. 

Soit  un  prisme  dont  la  base  soit  le  triangle 
ABC  opposé  au  ^iangle  DEF  (fig.  aïo)  :  je 
dis  que  le  prisme  ABC  DEF  peut  être  partagé 
en  trois  pyramides  triangulaires  égales  entre 
elles. 

Menez  les  droites  BD,  E£!,  CD.  Puisque 
la  figure  ABED  est  un  parallélogramme  dont 
BD  est  la  diagonale ,  le  triangle  ABD  sera  égal 
au  triangle  EDB  (prop.  54- 1  )  :  donc  la  pyra- 
mide qui  a  pour  base  le  triangle  ABD  et  pour 
sommet  le  point  C  est  égale  à  la  pyramide  qui 
a  pour  base  le  triangle  E  DB  et  pour  sommet  le 
point  C  (prop.  5.  la)  ;  mais  la  pyramide  qui  a 
pour  base  le  triangle  EDB  et  pour  sommet  le 
point  C  est  égale  à  la  pyramide  qui  a  pour  base 
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le  triangle  EBC  et  pour  sommet  le  point  D, 
car  elles  sont  comprises  ^ans  les  mêmes  plans.t 
donc  la  pyramide  qui  a  pour  base  le  triangle 
ABD  et  pour  sommet  le  point  C  est  égale  à  la 
pyramide  qui  a  pour  base  le  triangle  EBC  et 
pour  sommet  le  point  D.  De  plus ,  puisque  la 
figure  FC  BE  est  un  parallélogranune  qui  a  pour 
diagonale  la  droite  CE,  le  triangle  ECF  est  égal 
au  triangle  CBE  (prop.  34.  i  )  :  (Jonc  la  pyra- 
mide qui  a  pour  base  le  triangle  BEC  et  pour 
sommet  le  point  D  est  égale  à  la  pyramide  qui 
a  pour  base  le  triangle  ECF  et  pour  sommet 
le  poimD(prop.  5. 1 1).  Mais  on  adémontré  que 
la  pyramide  qui  a  pour  base  le  triangle  B  C  E  et 
pour  sommet  le  point  D  est  égale  à  la  pyra- 
mide qui  a  pour  base  le  triangle  ABD  et  pour 
sommet  le  point  C  :  donc  la  pyramide  qui  a  pour 
base  le  triangle  C  EF  et  pour  sommet  le  point  D 
est  égale  à  la  pyramide  qui  a  pour  base  le  trian- 
gle ABD  et  pour  sommet  le  point  C  :  donc  le 
prisme  ABC  DE  F  a  été  partagé  en  trois  pyra- 
mides triangulaires  égales  entr'elles.  La  pyra- 
mide qui  a  pour  base  le  triangle  ABD  et  pour 
sommet  le  point  C  est  égale  à  la  pyramide  qui 
a  pour  base  le  triangle  CAB  et  pour  sommet 
le  point  D,  car  ces  pyramides  sont  comprises 
sous  les  mêmes  plans ,  mais  on  a  démontré  que 
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la  pyramide  qui  a  poar  base  le  triangle  A6D  et 
pour  sommet  le  point  C  est  la  troisième  partie 
du  prisme  qui  a  pour  basç  le  triangle  ABC  op* 
posé  au  triangle  DEF  :  donc  la  pyramide  qui  a 
pour  base  le  triangle  ABC  et  pour  sommet  le 
point  D  est  la  troisième  partie  d'un  prisme  qui 
a  la  même  base  ,  savoir ,  le  triangle  ABC  opposé 
au  triangle  DEF;  ce  qu'il  jEalloit  démontrer. 

COROLLAIRE.  ^ 

I 

Il  suit  manifestement  de  là  que  toute  pyra-* 
mide  est  la  troisième  partie  d'un  prisme  qui  a 
la  même  base  et  la  même  hauteur  ;  car  une  des 
bases  du  prisme  étant  une  figure  rectiligne  quel- 
conque ,  la  base  opposée  sera  une  figure  égale 
et  semblable ,  et  ce  prisme  pourra  être  divisé  en 
prismes  qui  auront  des  bases  triangulaires  et 
dont  les  bases  opposées  seront  des  triangles. 

PROPOSITION   VIII. 

THÉO  R  i  MT. 

Les  pyramides  semblables  qui  ont  des  bases  triant 
gulaires  isoMeutr'élles  er^raison  triplée  de  leurs 
.    cités  homologues. 

Soient  deux  pyramides  semblables  et  sem«* 
blablement  placées  qui  aient  pour  bases  les 
triangles  ABC ,  DEF  (fig.  2 1 1)  et  pour  sommets 
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les  pomtsG^  H  :  je  dis  que  les  pyramides  ABCG, 
DEFHsont  entr'elles  en  raison  triplée  des  côtés 
BC,EF. 

Achevez  les  parallélipipèdes  BGML,  EHQP. 
Puisque  la  pyramide  ABCG  est  semblable  à  la 
pyramide  DEFH^  l'angle  ABC  sera  égal  à  l'an- 
gle DEF  (déf.  9.  1 1) ,  l'angle  GBC  égal  à  l'an- 
gle HEF,  l'angle  ABG  égal  à  l'angle  DEH  et 
AB  $era  à  DE  comme  BÇ  est  à  EF  et  comme 
IQG  ^t  à  EH  :  donc,  puisque  AB  est  à  DE 
comme  BC  est  à  EF  et  que  les  côtés  placés 
autour,  d'angles  égaux  sont  proportionnels ,  le 
parallélogramnie  BM  sera  semblable  au  paral- 
lélograqime  EQ.  Par  la  même  raison ,  le  paral- 
lélogramme BN  sera  semblable  au  parallélo- 
gramme ER  et  le  parallélogramme  BK  sembla- 
ble au  parallélogramme  EO  :  donc  les  trois  pa- 
r^l^logrammes.  B M ,  KB ,  BN  sont  semblables 
^^^.tfoi$  parallélognaïQmes  EQ^  £0  ^  ER  ;  mais 
]gs  trp^.  parallélojgrammes  MB,  BK,  BN  sont 
égai^x  et  semblables  aux  trob  parallélogrammes 
opp93^s  et  les  trois  parallélogrammes  EQ,  EO, 
JSi^  rSpnt  aussi  égaux  et  semblables  aux  trois 
ptfjay^lftg^auvncs  opposés  (prop.  a4'  ^  ï)  •  ^^^^ 
left parallélipipèdes  BGML,  EHQP  sont  çom- 
pr^  4^^  <i^^  plans  semblables  et  égaux  en  nom- 
^^^x.^i49.9^Jç  par^lélipipéde  BGML  «st  sem- 
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Mable  au  parallélipipède  EHQP  (dëf.  9.  1 1). 
Mais  les  parallélîpipèdes  semblables  sont  entre 
eux  en  raison  triplée  de  leurs  côtés  homologues 
(pr.  35. 1 1)  :  donc  les  parallélipipèdes BGMH, 
EHQP  sont  entr'cux  en  raison  triplée  des 
côtés  homologues  BC,  EF;  mais  le  paralléli- 
pipède B  G  ML  est  au  parallélipipède  EHQP 
comme  la  pyramide  ABC  G  est  à  la  pyramide 
DEFO  (prop.  i5.5)>  car  une  pyramide  est  la 
sixième  partie  d'un  parallélipipède ,  puisqu'un 
prisme  triangulaire  qui  est  la  moitié  d'un  paral- 
lélipipède est  triple  d'une  pjrramide  :  donc  les 
pyramides  ABC  G,  DE  F  H  sont  entr'elles  en 
raison  triplée  des  côtés  BC ,  EF  ;  ce  qu'il  fallcHt 
démontrer. 

COROLLAIRE. 

De  là  il  suit  évidemment  que  les  pyramides 
semblables  qui  ont  des  polygones  pour  bases 
sont  entr'elles  en  raison  triplée  de  leurs  côtés 
homologues  ;  car  ces  pyramides  peuvent  être 
, divisées  en  pyramides  triangulaires,  puisque  les 
polygones  semblables  (^ùi  sont  les  bases  de  ce# 
pyramides  peuvent  être  divisée  en  tin^Éhléds^ 
nombre  de  triangles  semblables  entr'eùx  et  pro-^ 
portionuels  à  ces  polygones  :  donc.une'dés^Jjyra-i 
mides  triangulaires  coçt^nnédans  la'pir'kmèré 
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I  ,  ,  y 

pyramide  est  aune  autre  des  pyramides  triangu- 
laires contenue  dansla  seconde  pyramide  comme 
la  somme  de  toutes  les  pyramides  triangulaires 
contenues  dans  la  première  pyramide  est  à  la 
somme  de  toutes  les  pyramides  triangulaires 
contenues  dans  l'autre  pyramide ,  c'est-à-dire 
comme  une  des  pyramides  qui  a  pour  base  uu 
polygone  est  à  l'autre  pyramide  qui  a  aussi  pour 
base  un  polygone.  Mais  les  pyramides  triangu- 
laires semblables  sont  entr'elles  en  raison  tri- 
plée deJeurs  côtés  homologues  :  donc  les  pyra- 
mides semblables  qui  ont  pour  bases  des  poly- 
gones sont  entr'elles  eu  raison  triplée  de  leura 
côtés  homologues. 

PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

Les  hases  des  pyfaràides  égales  qui  ont  des  hases 
triangulaires  sont  réoiprotfuentent  proportionr 
nelles  aux  hauteurs  de  ces  pyramides  ;  et  les 
pyramides  triangulaires  qui  ont  des  h^es  réci^ 
proquement  proportionnelles  à  leurs  hauteurs 
sont  égides  éntf'éllés. 

Soient  deux  pyramideiS  égales  qui  aient  les 
bases  triangulaires  ABC ,  DEF  (fig.  2 12)  et  dom 
les  sommets  soi^ent  les  points  G;  H:  :  je  dis  que 

Ce 
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les  bases  des  pyramides  ABCG,  DEFH  sôût  réci« 

proquement  proportionnelles  aux  hauteurs  de 

ces  pyramides  y  c'est-à-dire  que  la  base  ABC  est 

à  la  base  DE  F  comme  la  hauteur  de  la  pyra«- 

mide  DEFH  est  à  la  hauteur  de  la  pyramide 

ABCG. 

Achevez  les  parallélipipèdes  B6ML  y  EHQP. 
Puisque  la  pyramide  ABCG  est  égale  à  la  py- 
ramide DEFH,  que  le  parallélipipéde  BGML 
est  sextuple  de  la  pyramide  ABCG  et  que  le 
parallélipipéde  EHQP  est  aussi  sextuple  de  la 
pyramide  DEFH,  le  parallélipipéde  BGML 
sera  égal  au  parallélipipéde  EHQP  (pr.  i5.5)« 
Mais  les  bases  des  parallélipipèdes  égaux  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  hauteurs 
de  ces  parallélipipèdes  (prop.  54- 1 1  )  :  donc  la 
base  B  M  est  à  la  base  EQ  comme  la  hauteur  du 
parallélipipéde  EHQP  est  à  la  hauteur  du  pa- 
rallélipipéde BGML.  Mais  la  base  B  M  est  à  la 
base  EQ  comme  le  triangle  A^BC  est  au  triangle 
DE  F  t  donc  le  triangle  ABC  est  au  triangle  DEF 
comme  la  hauteur  du  parallélipipéde  EHQP 
est  à  la  hauteur  du  parallélipipéde  BGML.  Mais 
la  hauteur  du  parallélipipéde  EHQP  est  la 
même  que  la  hauteur  de  la  pyramide  DEFH, 
et  la  hauteur  du  psu-allélipipéde  BGML  est  la 
même  que  la  hauteur  de  la  pyramide  ABCG  : 
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donc  la  base  ABC  est  à  la  base  DE  F  ccmime 
la^  hauteur  de  la  pyramide  DEFH  est  à  la  hauteur 
de  la  pyranlide  ABC  G  :  donc  les  bases  des  py- 
ramides ABCG,  DEFH  sont  réciproquement 
proportionnelles  à  leurs  hautem^s. 

Si  les  bases  des  pyramides  ABCG,  DEFH 
sont  réciproquement  proportionnelles  à  leurs 
hauteurs^  c'est-à-dire  que  si  la  base  ABC  est  à 
la  base  DEF  comme  la  hauteur  de  la  pyramide 
DEFH  est  à  la  hauteur  de  la  pyramide  ABCG  : 
)e  dis  que  la  pyramide  ABCG  sera  égale  à  la 
pyramide  DEFH. 

Faites  la  même  construction.  Ptdsque  la  base 
ABC  est  à  la  base  DEF  comme  la  hauteur  de 
la  pyramide  DEFH  est  à  la  hauteur  de  la  py- 
ramide ABCG  et  que  la  base  ABC  est  à  la  base 
DEF  comme  le  parallélogramme  BM  est  au 
parallélogramme  EQ^  le  parallélogramme  BM 
sera  au  parallélogramme  EQ  comme  la  hauteur 
de  la  pyramide  DEFH  est  à  la  hauteur  de  la 
pyramide  ABCG.  Mais  la  hauteur  de  la  pyra- 
mide DEFH  est  la  même  que  la  hauteur  du 
parallélipipède  EHQP,  et  la  hauteur  de  la  py- 
ramide ABCG  est  la  même  qiue  la  hauteur  du 
parallélipipède  BGML  :  donc  la  base  BM  est 
à  la  base  EQ  comme  la  hauteur  du  parallélipi«- 
pèd«  EHQP  est  à  la  hauteur  du  parallélipipède 
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BGML;  mais  les  parallélipipèdes  qui  ont  leurs 
bases  réciproquement  proportionnelles  à  leurs 
hauteurs  sont  égaux  entr'eux  (pr.  54*  1 1)  :  donc 
le  parallélipipède  BGML  est  égal  au  parallé-* 
lipipède  EHQP.  Mais  la  pyramide  ABCG  est 
la  sixième  partie  du  parallélipîpède  BGML  et 
la  pyramide  DEFH  est  aussi  la  sixième  partie 
du  parallélipipède  EHQP  :  donc  la  pyramide 
ABCG  est  égale  à  la  pyramide  DEFH. 

Donc  les  bases  des  pyramides  égales  qui  ont 
des  bases  triangulaires  sont  réciproquement 
proportionnelles  aux  hauteurs  de  ces  pyra- 
mides ;  et  les  pyramides  triangulaires  qui  ont 
des  bases  réciproqu^nent  proportionnelles  à 
leurs  hauteurs  sont  égales  entr'eUes;  ce  qu'il 
faUoit  démontrer. 

PROPOSITION    X. 

T  H  i  O  R  ifc  M  E. 

Un  cône  est  la  troUièrrke  partie  d'un  cylindre  qui 
a  la  même  bas  fi  fit  une  hauteur  égide. 

Qu'un  cône  ait  la  ihéme  base  qu'un  cylindre , 
savoir,  le  cercle  ABCD  (fig.  ai5)  et  une  hau- 
teur égale  :  je  dis  que  ce  cône  est  la  troisième 
prtie  de  ce  cylindre. 

Car  si  le  cylindre  n'est  pas  le  triple  du  cône ,  il 
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sera  plus  grand  que  le  triple  ou  plus  petit  ;  sup- 
posons d'abord  qu'il  soit  plus  grand  que  le  tri- 
ple. Décrivez  dans  le  cercle  ABCD  le  quarré 
ABCD  ;  le  quarré  ABCD  sera  plus  grand  que  la 
moite  du  cercle  ABCD.  Sur  le  quarré  ABCD 
élevez  un  prisme  qui  ait  la  même  hauteur  que 
le  cylindre  ;  ce  prisme  sera  plus  grand  que  la 
tnoitié  du  cylindre  ;  parce  que  si  l'on  circons- 
crit un  quarré  au  cercle  ABCD,  le  quarré  ins- 
crit sera  la  moitié  (}n  quarré  circonscrit  ;  mais 
les  parallélipipèdes ,  c'est- à -dire  les  prismes 
élevés  sur  ces  bases  ont  la  même  hauteur  : 
donc  ces  prismes  sont  entr'eux  comme  leurs 
bases  :  donc  lé  prisme  élevé  sur  le  quarré  ABCD 
est  la  moitié  du  prisme  élevé  sur  le  quarré  cir- 
conscrit au  cercle  ABC  D  ;  mais  le  cylindre  est 
plus  petit  que  le  prisme  élevé  sur  le  quarré  cir- 
conscrit au  cercle  ABCD  :  donc  le  prisme  élevé 
sur  le  quarré  ABCD ,  qui  a  une  hauteur  égale  à 
celle  du  cylindre ,  est  plus  grand  que  la  moitié 
du  cylindre.  Partager  les  arcs  AB,  BC^  CD,  DA 
en  deux  parties  égales  aux  points  E ,  F,  G ,  H, 
et  menez  les  droite^  AE ,  E  B ,  È  F  ^  F  C ,  C  G , 
GD,  DH,  HA;  chacun  des  triangles  AEB, 
BFC ,  CGD ,  DHA  sera  plus  grand  que  le  demi- 
segment  du  cercle  où  il  est  placé ,  comme  nous 
l'avons  démontré  plus  haut  (  prop.  2.  12  )  ;  sm* 
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chacun  de  ces  triangles  élevons  des  prismes  qui 
aient  une, hauteur  égale  à  ceUe  du  cylindre;- 
chacun  de  ces  prismes  sera  plus  grand  que  la 
moitié  du  segment  respectif  du  cylindre ,  parce 
que  si  par  les  points  E ,  F ,  G ,  H  on  mène  des 
parallèles  aux  droites  AB,  BC,  CD,  DA,  et  si 
<ur  les  droites  AB ,  B  C ,  C  D ,  D A  et  si  entre  ces 
parallèles  on  construit  des  parallélogrammes  sur 
lesquels  on  élève  des  parallélipipèdes  qui  aieni; 
la  même  hauteur  que  le  cylindre  ,  les  prisnaes 
qui  auront  pour  hases  les  triangles  AEB^BFC, 
ÇGP,  DHA  seront  les  moitiés  de  chacun  de 
ces  paralléUpipèdes.  Mais  les  segmens  du  cylin^ 
dre  sont  plus  petits  , que  cess  parallélipipèdes  r 
donc  les  prisiiies  qui  ont  pour  hases  les  triangles 
AEB,  BFC,  CGD,  DHA  sont  plus  grands  que  les 
moitiés  des  segmens  respectifs  du  cylindre.  Par^^ 
tageons  Içs  ^rcs  restant  en  deux  parties  égales^ 
joignons  leurs  extrémités  par  d^  droites ,  sur 
chacun  de  ces  triangles  élevons  des  prismes  qui 
aient  la  même  hauteur  que  le  cylindre,  et  con-^. 
tinuons  de  faire  la  même  chose  jusqu'à  ce  qu'il 
reste  certains  segmens  du  cylindre  qui  soient, 
plus  petits  que  l'excès  du  cylindre  sur  le  triple 
du  cône  (prop.  i.  lo).  Supposons  que  les  seg« 
mens  restant  du  cylindre  soient  A E,  EB,  BF, 
rC,  CG,  GD,  DH,  HA;  il  est  évident  que  le 
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prisme  restant  qui  a  pour  baôe  le  polygone 
AEBFCGDH  et  qui  a  la  même  hauteur  que  le 
cylindre  sera  plus  grand  que  le  triple  du  cône  ; 
mais  le  prisme  qui  a  pour  base  le  polygone 
AEBF.CGDH  et  qui  a  la  même  hauteur  que 
le  cylindre,  est  triple  de  la  pyramide  qui  a  pour 
base  le  polygone  AEBFGGDH  et  qui  a  le 
même  sommet  que  le;  cô^e  (  prop.»  7;- ra)'^ 
donc  la  pyramide  qui-  a  pour  base  le»  polygone 
AEBFCGDH  et  qui  a  le  mêhie  sommet  que 
le  cône.est  plus  grande  que  le  cône  qui  a  pour 
base  le  cercle  ABCD;  mais  ^11  conti^àire  la  yj^ 
ramide  est  plus  petite,  car  le  cône  compreiddit 
pyranôde  ;  ce  qui  est  impossible  :  donc  le  cylin* 
dre  n'est  pas  plus  grand  que  le  triple  dju  cfône. 

Je  dis  à  présent  que  le  cylindre  "ï/îest  pas  plus- 
petit  que  le  triple  du  cône';  car  s'il  pouvoit  firri- 
Ter  que  le  cylindre  fût  moindre  que  le  triple 
du' cône ,  le  cône  seroit  plus  grand  que  la  troi- 
sième partie  du  cylindre.  Dans  le  cercle  ABtÔ 
décrivons  le  quané  ABCD;  «le  quarré  ABCD 
sera  plus  grand  que  la  moitié  du  cercle  ABCD. 
Sur  le  quarré  ABCD  élevez  une  pyramide  qui 
ait  le  même  sommet  que  le  QÔne,  cette  pyra^ 
nûde  sera  plus  grande  que  la  moitié  du  cône; 
parce  cpie  si  nous  circonscrivons  un  quarré  au 
eerde  ABCD,  le  quarré  ABCD  sera  la  moitié 
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du  quarré  circonscrit  à  ce  cercle ,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  ;  et  si  sur  ces  quarrés  nous 
élevons  des  parallélipipèdes ,  c'est-à-dire  des 
prismes  y  celui  qui  sera  élevé  sur  le  quarré  ins-< 
crit  dans  le  cercle  sera  la  moitié  du  prisme  élevé 
sur  le  quarré  circonscrit,  car  ces  parallélipipèdes 
$ont  entr'eux  comme leurS hases (prdp.  ^2. 1 1); 
.  mais,  leurs  troisièmes  parties  sont  aussi  entre 
elles  comme  leurs  bases  :  donc  la  pyramide 
qui  a  pour  base  le  quarré  ABCD  est  la  moitié 
de  la  pyramide  qui  a  ,pour  base  le  quarré  cir- 
ccH3i3crit  au  cercle.  Mois  la  pyramide  élevée 
3ur  le  quarré  circonscrit  au  cercle*  est  plus 
grande  que  le  cône ,  car  elle  le  comprend  : 
donc  la  pyramide  qui  a  pour  base  le  quarré 
ABCD  et  qui  a  le  même  sommet  que  le  côno 
est  plus  grand  que  la  moitié  du  cône..  Par- 
tagez les.  arcs  Aft ,  BC ,  CD,  DA  en  deux  par- 
ties égales  aux  points  E ,  F,  G ,  H ,  et  menez  les 
droites  AE,  EB,  BF,  FC,  CG,  GD,  DH,  HA. 
Chacun  des  triangles  AEB,  BFC,  CGD,  DHA 
sera  plus  grand  que  la  moitié  du  segment  res- 
pectif du  cercle  ABCD  ;  sur  chacun  des  trian- 
gles AEB,  BFC,  CHD,  DHA  élevez  des  py- 
ramides qui  aient  le  même  sommet  que  le  cônes 
chacune  de  ces  pyramides  sera  plus  grande  que 
la  moitié  du  segment  respectif  du  cône.  Par- 
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tageoûsles  arcs  restatts  en  deux  parties  égales, 
et  joignons  leurs  extrémités  par  des  droites  j  sur 
chacun  de  ces  triangles  élevons  une  pyramides 
<iui  ait  le  même  sommet  que  le  cône  et  conti- 
nuons de  faire  la  même  chose }  il  restera  enfin 
certaines  portions  de  cône  qui  seront  moindres 
que  l'excès  du  cône  sur  la  troisième  partie  du 
cylindre  (prop.  i.  lô).  Qu'on  ait  ces  portions 
restantes  du  cône  et  qu'elles  soient  celles  qui 
ont  pour  hases  les  segmens  A  E  ,  E  B  ,  B  F , 
FC,  CG,  GD,  DH,  HA.  La  pyramide  res- 
tante  qui  a  pour  hase  le  polygone  AEBFCGDJi 
et  qui  a  le  même  sommet  que  le  cône  est  .plus 
grande  que  la  troisième  partie  du  cylindre  .^ 
Mais  la  pyramide  qui  a  pour  hase  le  polygone 
AEBFGGDH  et  qui  a  le  même  sommet  que 
le  cône ,  est  la  troisième  psa*tie  du  prisme  qui 
a  pour  hase  le  polygone  AEBFCGDH  et  qui 
a  la  même  hauteur  que  le  cylindre  (pr.  7. 12)  : 
donc  le  prisme  qui  a  pour  base  le  polygone 
AEBFCGDH  et  qui  a  la  même  hauteur  que  le 
cylindre  est  plus  grand  que  le  cylindre  qui  a 
pour  hase  le  cercle  ABC  D  ;  mais  le  prisme  est 
au  contraire  plus  petit  que  le  cylindre  ,  car  le 
cylindre  comprend  ce  prisme  ;  ce  qui  est  impos- 
sible :  donc  le  cylindre  n'est  pas  plus  peut  que 
le  triple  du  cône  5  mais  on  a  démontré  qu'il 
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n'éM;  pas  plus  grand  que  le  triple  :  donc  le  cy^ 
lindre  est  le  triple  du  oône  et  par  coBsé<pient 
Je  cône  est  la  troisième  partie  du  cylindre. 

Donc  un  cône  est  la  troisième  partie  d'un 
cyUndre  qui  a  la  même  base  et  une  hauteur 
#gale  ^  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XL 

THÉORÈME. 

Les  cônes  et  les  cyUndrcs  qui  ont  la  mime  hauteur  , 
.  sont  entt'eux  comme  leurs  bases.      . 

Que  les  cônes  et  les  cylindres  dont  les  bases 
sont  les  cercles  ABCI>,  EFGH  (fig.  ai4)* 
dont  les  axes  sont  les  droites  KL ,  M N ,  et  dont 
les  diamètres  des  bases  sont  les  droites  ÀC,  E6 
aient  la  même  hauteur  :  je  dis  que  le  cercle 
ABCD  sera  au  cercle  EFGH  comme  le  cône^ 
AL  est  au  cône  EN. 

Car  si  cela  n'est  point ,  le  cercle  ÀBCD  sera 
au  cercle  EFGH  comme  le  cône  AL  sera  à  un 
solide  quelconque  plus  petit  ou  plus  grand  que 
le  cône  EN.  Que  le  cercle  ABCD  soit  d'abord 
au  cercle  EFGH  comme  le  cône  AL  est  au 
solide  plus  petit  que  le  cône  EN  5  que  ce  solide- 
soit  G ,  et  que  l'excès  du  cône  EN  sur  le  solido 
ô  soit  égal  au  solide  Z  ^ Je  côneEN  sera  égal  aux 
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solides  O,  Z.  Dans  le  cercle  EFGH  décrivons  le 
quarré  EFGH  ;  ce  quarré  sera  plus  grand  que  la 
moitié  de  ce  cercles  Sur  le  quarré  EFGH  élevona 
une  pyramide  qui  ait  la  même  hauteur  que  le 
cône.  Cette  pyramide  sera  plus  grande  que  la 
moitié  du  cône  ;  car  si  nous  décrivons  un  quarré 
autour  du  cercle  EFGH,  et  si  sur  ce  quarré  nous 
élevons  une  pyi*amide  qui  ait  la  même  hauteur 
que  le  cône ,  la  pyramide  inscrite  sera  la  moitié 
de  la  pyramide  circonscrite ,  parce  que  ces  py- 
ramides sont  comme  leurs  hases  (prop.6.  la};* 
mais  le  cône  est  plus  petit  que  la  pyramide  cir- 
conscrite :  donc  la  pyramide  qui  a  pour  hase  le 
quarré  EFGH  et  qui  a  le  môme  sommet  que  le 
cône  est  plus  grande  que  la  moitié  au  cône.  Par-» 
tageous  les  arcs  EF,  FG,  GH,  HE  en  deux  parties 
égales  aux  points  P ,  Q ,  R ,  S ,  et  menons  les 
droites  HP,  PE,  EQ,  QF.FH,  RG,  GS,  SH^ 
chacun  des  triangles  H  P  E ,  E  Q  F^  F  R  G ,  G  S  H 
sera  plus  grand  que  la  moitié  dû  segment  respec- 
tif du  cercle.  Sur  chacun  des  triangles  HPE, 
EQF,  FRG,  GSEI  élevons  une  pyramide  qui  ait 
la  même  hauteur  que  le  cône  ;  chacune  de  ces 
pyramides  sera  plus  grande  que  la  moitié  du  seg-» 
ment  respectif  du  cône.  Si  donc  nous  partageons 
en  deux  parties  égales  les  arcs  restans  et  si  nous^ 
JQÎgpoqs  le9  extrémités  de  ces  arcs  par  dea 
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droites,  et  si  sur  chacun  des  triangles  nous 
élevons  des  pyranudes  qui  aient  la  même  hau« 
teur  que  le  cône  y  et  si  nous  continuons  de  faire 
la  même  chose ,  il  restera  enfin  certains  seg- 
mens  du  cône  qui  seront  plus  petits  que  le 
solide  Z  (pr,  1 .  lo).  Supposons  que  l'on  ait  ces 
segmens  et  que  ces  segmens  soient  ceux  qui  ont 
pour'bases  les  segmens  circulaires  HP,  PE,  EQ , 
QF,  FR,  RG,  GS,  SH.  La  pyramide  restante 
qui  a  pour  base  le  polygohe  HP  E  Q  F  RG  S  et  qui 
a  la  même  hauteur  que  le  cône  sera  plus  grande 
que  le  solide  O.  Dans  le  cercle  ABCD  décrivons 
un  polygone  DTAVBXC  Y  qui  soit  semblable 
au  polygone  HPEQFRGSet  semblablement 
placé ,  et  sur  le  polygone  DTAVBXC  Y  élevons 
une  pyramide  qui  ait  la  même  hauteur  que  le 
cône  AL.  Puisque  le  quarré  de  AC  est  au  quarré 
de  EG  comme  le  polygone  DTAVBXC  Y  est  au 
polygone  HPEQFRGS  (pr .  no.  6 ,  pr.  i .  1 2) ,  et 
que  le  quarré  de  AC  est  au  quarré  de  EG  comme 
le  cercle  ABCD  est  au  cercle  EFGH  (pr.  2 . 1 2) , 
le  cercle  ABCD  sera  au  cercle  EFGH  conmoie 
le  polygone  DTAVBXC  Y  est  au  polygone 
HPEQFRGS  (ptop.  11.  5).  Maïs  par  suppo- 
sition le  cercle  ABCD  est  au  cercle  EFGH 
comme  le  cône  AL  est  au  solide  O,  et  le  poly- 
gone DTAVBXCY  est  au  polygone  HPEQFRGS 
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comme  la  pyramide  qui  a  pour  base  le  polygone 
DTAVBXC Y  et  pour  sommet  le  point  L  est  à  la 
pyramide  qui  a  pour  base  le  polygone  HPEQFGS 
et  pour  sommet  le  point  N  (prop.  6. 12  )  :  donc 
le  cône  AL  est  au  solide  O  comme  la  pyramide 
qui  a  pour  base  le  polygone  DTAVBXC  Y  et 
pour  sommet  le  point  L  est  à  la  pyramide  qui 
a  pour  base  le  polygone  HPEQFRGS  et  pour 
sommet  le  point  N  :  donc  en  échangeant  les 
plans  des  moyens,  le  cône  AL  est  à  la  pyra- 
mide qui  lui  est  inscrite  comme  le  solide  O 
est  à  la  pyramide  inscrite  dans  le  cône  EN. 
Mais  le  cône  AL  est  plus  grand  que  la  pyra- 
nûde  qui  lui  est  inscrite  :  donc  le  solide  O  est 
plus  grand  que  la  pyramide  qui  est  inscrite  dans 
le  cône  EN  ;  mais  le  soUde  O  est  au  contraire 
plus  petit  que  la  pyramide  inscrite  dans  le  cône 
EN,  ce  qui  est  une  absurdité  :  donc  le  cercle 
ABCD  n'est  point  au  cercle  EFGH  comme  le 
cône  AL  est  à  un  solide  quelconque  plus  petit 
que  le  cône  EN.  On  démontrera  semblable- 
ment  que  le  cercle  EFGH  n'est  point  au  cer- 
cle ABCD  comme  le  cône  EN  est  à  un  solide 
quelconque  plus  petit  que  le  cône  AL. 

Je  dis  à  présent  que  le  cercle  ABCD  n'est  point 
au  cercle  EFGH  comme  le  cône  AL  est  à  un 
solide  quelconque  plus  grand  que  le  cône  EN. 
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Supposons  que  cela  soit  possible  et  que  le  cei*- 
cle  A  B  C  D  soit  au  cercle  E  F  G  JH  comme  Icf 
cône  AL  est  à  un  solide  plus  grand  que  le  cône 
EN  et  que  ce  solide  soit  O.  Mettons  les  con^ 
sequens  à  la  place  des  amëcedens  et  les  antécé- 
dens  à  la  place  des  consequens,  le  cercle  EFGH 
sera  au  cercle  ABC  D  comme  le  solide  O  est  au 
cône  AL*  Mais  le  solide  O  est  au  cône  AL 
comme  le  cône  EN  est  à  un  solide  quelcon- 
que plus  petit  que  le  cône  AL  ;  donc  le  cercle 
E^GH  est  au  cercle  ABCD  comme  le  cône 
EN  est  à  un  solide  plus  petit  que  le  cône  AL  $ 
ce  que. nous  avons  démontré  impossible  :  donc 
le  cercle  ABCD  n'est  point  au  cercle  EFGH 
conùne  le  cône  AL  est  ïnn  solide  quelconque 
plus  grand  que  le  cône  EN.  Mais  on  a  démon- 
tré que  le  cercle  ABCD  n'est  point  au  cercle 
EFGH  comme  le  cône  AL  est  à  un  solide  plu» 
petit  que  le  cône  EN  :  donc  le  cercle  ABCD 
est  au  cercle  EFGJQ  comme  le  cône  AL  est 
au  cône  EN.  Mais  un  cône  est  à  un  cône  comme 
^un  cylindre  est  à  un  cylindre ,  car  un  cylindre 
est  le  triple  d'un  cône  (prop.  lo.  12)  ;  donc 
les  cercles  ABCD,  EFGH  sont  entr'euz  comme 
les  cylindres  qui  ont  ces  cercles  pour  bajses  et 
qui  ont  des  hauteurs  égales  à  cellesdes  cônes.-. 
Donc  les  cônes  et  les  cylindres  qui  ont  la 
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même  hauteur  sont  entr'eux  comme  leurs  bases  ; 
co  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XI  L 

THl^OnèME. 

Les  canes  et  cylindres  semblables  sont  entr^eux 
-en  raison  triplée  des  diamètres  de  leurs  bases, 

Que  les  cônes  et  les  cylindres  qui  ont  pour 
tases  les  cercles  ABC  D,  EFGH  (fig.aiS), 
pour  diamètres  de  leurs  bases  les  droites  BD, 
F  H  et  pour  axes  les  droites  KL,  MN  soient  ^ 
semblables  entr'eux  :  je  dis  que  le  cône  qui  a 
pour  base  le  cercle  ABCD  et  pour  sommet  le 
point  L  y  est  au  cône  qui  a  pour  base  le  cercle 
EFGH  et  pom*  sonmiet  le  point  N  en  raison 
triplée  de  BDàFH. 

Car  si  le  cône  ABCDL  n'est  point  au  cône 
EFGHN  en  raison  triplée  du  diamètre  BD  au 
diamètre  FH,  le  cône  ABCDL  sera  à  un  solide 
quelconque  plus  grand  ou  plus  petit  que  lé 
4:ône  EFGHN  en  raison  triplée  du  diamètre 
BD  au  diamètre  F  H.  Supposons  d'abord  que 
le  cône  ABCDL  soit  à  un  solide  O  plus  petit  que 
le  cône  EFGHN  en  raison  triplée  du  diamètre 
AD  au  diamètre  FH;  dans  le  cercle  EFGH 
décriTons  le  quarré  EFGH^  le  quarré  EFGH 
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sera  plus  petit  que  la  moitié  du  cercle  EFGH. 
Ensuite  sur  le  quarré  EFGH  élevez  une  pyra<- 
mide  qui  ait  la  même  hauteur  que  le  come  ; 
cette  pyramide  sera  plus  grande  que  la  moitié 
du  cône.  Partagez  les  arcs  EF,  FG,  GH,  HE 
en  deux  parties  égales  aux  points  P,  Q,  R,  S, 
et  menez  les  droites  EP,  PF,  FQ,  QG,  GR, 
RH,  HS,  SE5  chacun  des  triangles  EPF, 
FQG,  GRH ,  HSE  sera  plus  grand  que  la 
moitié  du  segment  respectif  du  cercle  EFGH. 
Sur  chacun  de  ces  triangles  élevez  des  pyra- 
mides qui  aient  le  même  sommet  que  le  cône  ; 
chacune  de  ces  pyramides  sera  plus  grande  que 
la  moitié  du  segment  respectif  du  cône.  Si  nous 
partageons  les  arcs  restans  en  deux  parties 
égales ,  si  nous  joignons  les  extrémités  de  ces 
arcs  par  des  droites  et  si  nous  élevons  sor  cha* 
cun  de  ces  triangles  des  pyramides  qui  aient  le 
même  sommet  que  le  cône  et  si  nous  coûti- 
nuons  de  faire  la  même  chose,  il  restera  etifiu 
certains  segmens  de  cône  qui  seront  plus  peâts 
que  l'excès  du  cône  EFGHN  sur  le  solide  O 
(prop.  I.  10).  Supposons  que  Ton  ait  ces  seg- 
mens y  que  ces  segmens  soient  ceux  qui  sont 
élevés  sur  les  segmens  circulairrsEP,  PF,  FQj 
QG,  GR,  RH,  HS,  SE,  la  pyramide  restante 
qui  a  pour  base  le  polygone  EPFQGRHS  et 
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pour  sommet  le  point  N  sera  plus  grande  que 
le  solide  O  ;  dans  fe  cercle  ABCD  décrivez  un 
polygone  ATBVCXDY  qui  soit  semblable  au 
polygone  EPFQiGRHS  et  semblablement  placé: 
Sur  le  polygone  ATBVCXDY  élevez  une  py- 
ramide qui  ait  le  même  sommet  que  le  cône  ; 
que  LBT  soit  un  des  triangles  qui  compren- 
nent la  pyramide  dont  la  base  est  le  polygone 
ATBVCXDY  et  dont  le  sommet  est  le  point  L , 
que  NFPsoit  un  des  triangles  qui  compren- 
nent la  pyramide  dont  la  base  est  lef  polygone 
EPFQGRHS  et  dont  le  sommet  est  le  point 
N,  et  enfin  menez  lès  droites  KT,  MP.  Puis- 
que le  cône  ABCDL  erst  semblable  "au  cône 
E  F  G  H  N ,  là  droite  B  D  sera  à  la  droite  F  H 
comme  l'axe  KL  est  à  l'aie  MN  (déf.  24.  it^); 
mais  BD  est  à  FH  comme  BK  esta  FM  .-donc 
BE  est  à  FM  comme  KL  est  à  MN  :  donc  en 
échangeant  les  plans  des  moyens  ,B  K  sera  à  KL 
cotnme  FM  est  à  MN.  Mais  les  angles  BKL, 
FMN  sont  égaux  parce  qu'ils  sont  droits ,  et  tes 
angles  égaux  sont  compris  par  des  èôtés  propor- 
tionnels :  donc  le  triangle  BKL  est  semblable  au 
triangle  FMN  (prop.6i6^).  De  plus,  puisque 
la  droite  B  K  est  à  la  droite  KT  comme  la  droite 
F  M  est  à  la  droite  MP  et  que  ces  droites  corn*  ^ 
prennent  les^  angles  égaux  BKT,  FMP^  car  la 
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portion  des  quatre  angles  droits  placés  au  cen- 
tre H  que  comprend  l'angle  BKT  est  la  même 
portion  des  quatre  angles  droits  placés  au  cen- 
tre M  que  comprend  l'angle  FMP  i  donc  puis- 
que les  côtés  qui  comprennent  les  angles  égaux 
BKC^  FMP- sont  proportionnels^  le  triangle 
BKT  est  semblable  au  triangle  FMP  (  prop  .6.6). 
Pe  plus,  puisqu'on  a  démontré  que  6 K  est  à 
KL  comme  F  M.  est  à  MN ,  et  à  cause  que  BK 
est  égal  à  KT  et  FM  égal  à  MP,  la  droite  KT 
çera  à  la  droite  KL  comme  P  M  est  à  MiV.  Mab 
les  côtés  qui  cpmprçnnent  les  angles  droits 
ÏÏlL,  PMN  sont  proportionnels  :  donc  le 
trianglç.  LRT  est  semblable  au  triangle  NMP. 
Mais  à  cau3e.de  la /similitude  des  triangles 
B1Ç.L,  FMN  la  droite  LB  est  à  la. droite  BK 
comme  )a  droite  JN F  est  à  la  droite  FM,  et 
à  cause, de,  la  similitude  des  triangles  BK^", 
FMP  la . droite  KB  est  à  la  droite  BT  comme 
la  droite  M  f!;est  à  la  droite  F  P.:  donc  la  droite 
LQ  est  à  jia  droite  BT  comme  la  droite  K  F  est  à 
la  drpite  FP  (prop.aa. 5).  De  plus,  à  cause 
de  la  sin^titudç  dl^  trianglçs.LTK,  NPM  la 
droite  LX  est  à  la  4^çi\^  X.K  comme  la  droite 
N  P.  é^t  à  la  droite  P  M ,  et  à  cause  de  la  simi«- 
litude  des  ^frwngles  KBT,  PMF  la  droite  KT 
eH  h  h  droite  TB  comme  la  droite  MP  est  à  la 


i>'E  U  €  L  1  I>JB.  ,4t9 

droite  PF  rdonc  la  droite  liT^separàr  feu  droite 
T  B  qpnm;^  la  droite  N  P  est  à  la  droite  P  F .  M^is 
on  a  déinontré  qi^ TB  e3t  à  BL  comme  PE,  e^t 
à  F Nv:  dow  TL  est  à  JLB  wmme  P  ]5î  ç«  à  îif.F  : 
donc  lef  cotés  des  tr^an^^s  LTB ,  N  j^F^  ^oni 
proportionnels  :  doncles  tt^s^nglo^  LtÇ,  ]SPF 
^onf  équ^aingl^s  et  pju;  ^o^quem  semblables 
-etitr'ei^e^  (fniop.  5^  6}  :^  dqçjp  ]^  pyrjWnid^  gui  a 
pour  base  ie  triangle  B^£sT  ^  pour  somip^t  Je 
pjpîpt  J^,f^t  sembl^le  à  ^rpypamid^fflpi  a  j)^oijli^ 

Ja^afte.  fe^^rilân^  F  M.I/  ?^WHff;  jHVBP^^  ^^  SP}{^S^ 
(déf.  9«  1 1  )  ;  car  ^ces  deux  pyraipides  sont  çoni- 

prises  spjls  des  pl^n^  ,soipj^f^^)es^et  égaux  eu 
xiomb^Q  ;  m^  liÇB-pjjiçsniiid^s^emblaibles.qju  opt 
desba^e§j^r'iaiigu}aîjr^srspnt,e^tf*'eill^  en  rai^u 
tiîpK^îdtiiews  ^ôjLç?  l»oîiï<^logu^s(prop.  8. 1 2): 
^dpnc^i^s  pyra^d^s  ^ETLj,  F JV[PN,spnt.ç^tre 
selles it»  raison  triplée  des  droites  ^]^,[FM.  Si 
nou^  .9E>enops idq^  4rpit«B  .des  ppiçi^  A  >^  Y,  D , 
X,  C>  y:^poi^t  5i,et  des  points  E,  S,  3,:R> 
Crj^  QlfiUtpëwt  M  j  et  si  sur.^  triangles  que  ces 
dfoîfe^r  fojm&l)ù^ec  l^  ^^\és  des  polygpnes 
însciai3v|pojrt/élwX)n>  dfeS:  pyr^B^^es^iqjni  aiçnt 
les  mêmes^feçttûnèts  q^e  Ip^^pfie^yjnous  dénwin- 
treroni^.  semblabkjmeiit  <jâe  x^af|UiÇ. pyramide 
du  pûIygQBf  ATBYiGiXiiPy,  ^t^  ehaquç,pyra* 
imdeidiurpoly^Qflie  KPÇQGIi^^en  jraison  triplée 
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du  côt^  BKaù  côté  homologue  FM ,  c^e8t4t-<lire 
du  diamètre  B  D  au  diamètre  F  H.  Mais  un  seul 
des  antécédeos  est  à  un  seul  des  conséqueus 
côhimèTtous  les  antécédens  sont  à  tous  lés  con* 
iequens  (prôp,  1 2 . 5)  i'donc  la  pyramide  BKTL 
est  à  là  pyramide  FMPN  comme  la  pyramide 
totale  qui  a  pour  biwe'lè  pfolygone  ATBVCXDY 
let  pbtu^  sommet  le  p6int  L  eit  àla  pyramide  totale 
îJui'U'^bur'  base  ié  pdîlygdne  EPF^GRHS  et 
'poxxr  sôntixrbt  lép&îiit^N  rdohc-la  pyramide^  (|ui  a 
^ûi^basie  le  pbly^ite  AT^B  VXDYetpou^«biiteiet 
ïepôint  L  est  â'fô  foj^ramide  qui  a  pour  base  le 
polygone  EPPQGrKHS  en  raison  triplée  du  dia- 
mètre BD  au  dîaihètre^Pff.  Mais  on  a  suppose 
tjde  le  cône  qui  a  pour  base  ïe  cerclé  «A^BCD 
et  pour  sommet 'lé  *jpoiiit-  L'fe^'t  au  siofHdé  Ô.en 
raison  trîi)léé  de  BD  à  F  H  :  iîokii!  le  côlâe'^qtli 
a'pour*  basé*  le  ëei^cle  ABCD  et  pour  sommet 
lè'poîntl-i  est*  É(ti  solide' O  comme  la  pyramide 
qui  a^ofur  basé^  lé  polygone  ATfiVGXDY  et 
pour  sommet  lé'  plètnt  L  est  à  la' pyramide  qui 
a  pour  base  lé  i^ëlygoâ^E>PFQ4^RiH5  et^jpour 
sommet' ^le-^{îôicrt*pfi  rdbnc  >  «n^'édlângeant  les 
plé^lrMes  ïttocya&sXl^^'  i6i  5)y4ecône  qui 
a  pour  bta^  Ié^-feèrcl0  A'B4]I>et  poui^  sommet 
le  poiilt  L  est  k^l§  ^i^a&i^é  quia|«CA|f^base  le 
polygone  ÀTBVGXDIf'%1  pour  sommet  le 
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point  N  comme  Ii&  solide'  O  est  à  la  pyramide 
qui  a  pour  base  le  polygone  EPFQGRHS  et 
pour  sommet  le  point  N.  Mais  le  cône  qui  a 
pour  base  le  cercle  ABCD  et  pour  sommet  le 
point  1j  est  plus  grand  que  la  pyramide  ins-. 
crue  ;  car  le  cône  la  comprend  :  donc  le  solide  O 
est  plus  grand  que  la  pyramide  qui  a  pour  base 
le  polygone  EPFQGRHS  et  pour  sommet  le 
point  N  ;  mais  aii  contraire  ce  solide  est  plus 
petit  que  cette  pyramide  ;  ce  qui  est  impossible  : 
donc  le  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  ABCD 
et  pour  sommet  le  point  L  n'est  point  à  un 
solide  quelconque  plus  jpelit  que  le  cône  qui 
9,  pour  base  Je  cercle  EFGHrÇt  pour  sommet 
le  point  N  en  raison  triplée  de  BD  à  FH*v 
Nous  démontrerons  semblablement  que  le  cône 
EFGHN  n'est  point  à  un  solide  quelconqtie 
plus  petit  que  le  côneABCDL  en  raison  trîplée^ 
de  FH  à  B  D.  Je  dis  enfin  que  le  cône  A|5ÇDH 
n'est  point  à  un  solide  quelconque  plus-  grand 
que  le  cône  EFGHN  en  raison  triplée  de  BD 
à  FH  ;  car  s'il  peut  arriver  que  le  cône  A  B  C  î)  li 
soit  à  un  solide  O  plus  grand  que  le^çône 
EFGHN  eu  raison  triplée  de  BD  à  FH,.  eçi, 
mettant  les  cqnséquens  à  la.  place  des  anté- 
cédens  et  les  antécédens  à  la  place  nés  consé- 
quens,  le  solide  O  sera  au  coue  ÀBCDL 
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eu  raison  triplée  de  FH  à  B D.  Mais  le  soMe  O' 
est  au  cône  ABCDL  comme  le  cône  EFGHII 
est  à  un  solide  plus  petit  que  le  cône  ABCDL: 
donc  le  cône  EFGHN  est  à  un  solide  quel-? 
conque  plus  petit  que  le  cône  ABCDL  en  rai- 
son triplée  dé  F  H  à  B  D ,  ce  qui  a  été  dénMmtré 
impossible  :  donc  le  cône  ABCDL  n'est  point 
à  un  solide  quelconque  plus  grand  que  le  cône 
EFGHN  en  raison  triplée  de  BD  à  Fp.  Mais 
on  a  démontré  que  le  cône  ABCDL  n'est  point 
à  un  solide  quelconque  plus  petit  que  le  cône 
EFGHN  en  raison  triplée  de  BD  à  FH  :  donc 
le  cône  ABCDL  est  au  cône  EFGHN  en 
raison  triplée  de  BD  à  FH;  mais  un  cône  est  à 
un'  autre  cône  comme  un  cylindre  est  à  un 
autre  cylindre  ;  car  un  cylindre  qui  a  la  même 
base  qu'un  cône  et  une  hauteur  égale  est  triple 
de  ce  cône ,  puisqu'on  a  démontré  qu'un  cône 
est  la  troisième  partie  du  cylindre  qui  a  la 
même,  base  et  une  hauteur  égale  (prop.  11.12): 
donc  cèç  cylindres  semblables  sont  entr'eu\  en 
raison  triplée  des  droites  BD,  F  H. 

Donc'  les  cônes  et  les  cylindres  semblables 
spnCéntr'éux  en  raison  triplée  des  diamètres  des 
bases  5  ce'  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XII  L 

THEOREME. 

Si  un  cylindre  est  coupé  par  un  plan  parallèle 
aux  plans  opposés ,  l'un  de  ces  cylindres  sera 
à  l'autre  cylindre  comme  l'axe  du  premier, est 
à  taxe  du  second. 

Que  le  cylindre  AD  (fig.  216)  soit  coupé  par 
un  plan  G  H  parallèle  aux  plans  opposés  AB, 
CD,  et  que  ce  plan  rencontre  Taxe  EF  au  point 
K  :  je  <fis  que  le  cylindre  B  G  est  au  cylindi-e 
GD  comme  l'axe  EK  est  à  Taxe  KF. 

Prolongez  de  part  et' d'autre  l'axe  EF  vers 
les  points  L  ^  M ,  et  prenez  autant  de  droites  que 
vous  voudrez  EN,  NL  égales  chacune  k  Taxe 
EK;  prenez  aussi  autant  de  droites  que  vous 
voudrez  FO ,  OM  égales  chacune  à  Taxe  F  K( 
par  les  points  L,  N ,  O ,  M  conduisez  des  plans 
parallèles  aux  plans  AB ,  CD ,  et  dans  les  plans 
qui  passent  par  les  points  L  ,  N  ^  O  ,  M  et 
autour  des  centres  L,  Ny;0,  M  imaginez  des 
cercles  PQ,  RS,  TV,  XY  égaux  aux  cerclés 
ÂB,  CD;  imaginez  ensuite  les  cyHndires  QR, 
RB,  DT,  TY.  Puisque  les  axes  LN,  NE, 
EK  sont  égaux  entr'eux ,  ler  cylindres  QR^ 
RB,  BG  seront  entr'eux  comme 'leurs  bases 
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(prop.  1 1 .  15)  ;  mais  les  bases  sont  égales  :  donc 
les  cylindres  QR,  RB,  BG  sont  ëgaux  entre 
eux .  Puisque  les  axes  LN ,  N  E ,  E  K  sont  égaux 
entr'eux ,  que  les  cylindres  QR,.RB,  BG  sont 
aussi  égaux  entr'eux  et  que  le  nombre  des 
axes  LN  y  NF^  EK  est  égal  au  nombre  des 
cylindres  QR,  RB ,  BG ,  Taxe'  KL  sera  mul- 
tiple de  l'axe  EK  autant  de  fois  que  le  cy- 
Kndre  QG  est  multiple  du  cylindre  GB.  Par  la 
même  raison,  Taxe  MK  est  multiple  de  Taxe 
KF  autant  de  fois  que  le  cylindre  Y  G  est  mul- 
tiple du  cylindre  GD.  Si  Taxe  KL  est  égal 
à  l'axe  KM ,  le  cylindre  QG  sera  égal  au  cylin- 
dre GY ;  si  l'axe  KL  est  plus  grand  que  l'axe 
KM,  le  cylindre  QG  sera  plus  grand  que  le 
cylindre  G  Y,  et  si  l'axe  KL  est  plus  petit  que 
Taxe  KM,  le  cylindre  QG  sera  plus  petit  cpie 
le  cylindre  G  Y.  On  a  donc  quatre  quantités^ 
«avoir ,  les  axes  EK,  K F  et  les  cylindres  B  G , 
GD,  et  Ton  a  pris  des  équimultiples  de  l'axe 
EK  et  du  cylindre  BG^  savoir,  l'axe  KL  et  le 
cylindre  QG  ;  on  à  pris  aussi  des  équimultiples 
de  l'axe  KF  et  du  cylindre  GD,  savoir ,  l'axe 
KM  et  le  cylindre  GY;  on  a  démontré  aussi 
que  si  Faxe  KL  surpasse  Taxe  KM,  le  cylin- 
dre QG  stu-passerade  cylindre  G  Y,  que  si  l'axe 
KL  est  égal  à  l'axe  KM,  le  cylindre  QG  sera 
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égal  au  cylindre  GY,  et  que  si  Taxe  KL  est  plus 
petit  qye  Taxe  KM^  le  cylindre  KM  s/era  plus 
petit  que  le  cylindre  G  Y  :  donc  Taxe  EK  est  à 
l'axe  KF  comme  le  cylindre  BG  est  au  cylindre 
GD  (déf.  4'  5);  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XIV. 

THEOREME. 

Les  cônes  et  les  cylindres  (fui  ont  des  bases  égales 
sont  entr'eux  comme  leurs  hauteurs. 

Que  les  cylindres  FD,  EB  (fig.  217)  aient 
des  bases  égales  AB ,  CD  :  je  dis  que  le  cylin- 
dre EB  est  au  cylindre  F  D  comme  l'axe  G  H 
est  à  Paxe  KL. 

Prolongez  l'axe  KL  vers  le  point  N ,  faites 
LN  égal  à  l'axe  G  H  et  autour  de  l'axe  LN  ima- 
ginez le  cylindre  G  M.  Puisque  les  cylindres 
EB,  CM  ont  la  même  hauteur ,  x;es  cylindres 
sont  entr'eux  comme  leurs  bases  (prop.  1 1 . 1 2)  ; 
mais  leurs  bases  sont  égales  :  donc  les  cylindres 
EB,  CM  seront  égaux  entr'eux.  Mais  puisque 
le  cylindre  F  M  est  coupé  par  le  plai^  C  D  pa- 
rallèle aux  plans  opposés^,  le  cylindre  C  M  sera 
au  cylindre  FD  comme  l'axe  LN  est  à  l'axe  KL. 
Mais  le  cylindre  Ç'M,  est  égal  au  cylindre  EB  et 
l'axe  LN  égal  à  l'axe  G  H  :  donc  le  cylindre  EB 
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est  au  cyKndre  FD  comme  Taxe  G  H  est  à  Taxe 
KL  (prop.  i5.  ^2);  mais  }e  cylindre  EB  est 
au  cylindre  FD  comme  le  cône  ABG  est  au 
cône  CDK^  car  les  cylindres  sont  triples  des 
cônes  (prop.  10. 12)  :  donc  Paxe  GHest  à  Taxe 
KL  comme  le  cône  ABG  est  au  cône  CDK  et 
comme  le  cylindre  EB  est  au  cyKndre  FD  ;  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XV- 

THEOREME. 

Les  bases  des  cônes  ou  des  cylindres  égaux  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  h^uUeurs 
de  cônes  de  ces  cylindres  ;  et  lorsque  les  hases^ 
des  cônes  ou  des  cylindres  sont  réciproquement 
proportionnelles  aux  hauteurs,  les  cônes  ou  tes 
cylindres  sont  égaux  entr^eux. 

Que  les  cônes  et  l€|s  cylindres  dont  les  bases 
sont  les  cercles  ABCD,  EFGH  (fig.  218), 
dont  les  diamètres  des  bases  sont  les  droites 
AC,  EG  et  dont  les  axes  sont  les  droites  KL, 
MN  qui  sont  en  même  tems  les  hauteurs  des 
cônes  et  des  cylindres  soient  égaux  entr'eux  ; 
achevez  les  cgrlitidres  AO,  EP  :  je  dis  que  les 
bases  de  ces  cylindres  AO,  EP  sont  récipro- 
quement proportionnelles  aux  hauteurs;  c'est- 
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à-idire  que  la  base  Â6CD  est  à  la  base  EFGR 
tomme  la  hauteur  M N  est  à  la  hauteur  KL. 

La  hauteur  KL  est  égale  à  la  hauteur  M N 
où  elle  lui  est  inégale  ;  qu'elle  lui  soit  d'abord 
égale.  Puisque  le  cylindre  AO  est  égal  au  cylin- 
dre EP  et  que  les  cônes  ou  les  cylindres  qui 
ont  la  même  hattteur  sont  eûtr'eux  comme  leurs 
bases  (prop.  1 1 .  12) ,  la  base  ABC  D  sera  égale 
à  la  base  EFGH  :  donc  les  bases  sont  récipro- 
quement proportionnelles  aux  hauteurs ,  c'est- 
à-dire  que  ABCD  est  à  EFGH  comme  la  hau- 
teur MN  est  à  la  hauteur  KL.  Supposons  à  pré- 
sent que  la  hauteur  KL  ne  soit  point  égale  à  la 
hauteur  MN  et  que  la  hauteur  MN  soit  la  plus 
grande.  De  la  hauteur  MN  retranchez  la  droite 
QM  égale  à  la  droite  KL  et  par  le  point  Q 
coupez  le  cylindre  EP  par  le  pla»  STV  pa- 
rallèle aux  cercles  opposés  EFGH,  RPX,  et 
imaginez  un  cylindre  ES  dont  la  base  soit  le 
cercle  EFGH  et  la  hauteur  l'axe  QM.  Puisque 
par  supposition  le  cylindre  AO  est  égal  au  cy- 
lindre ËP  et  que  ES  est  un  autre  cylindre,  le 
cylindre  AO  sera  au  cylindre  ES  comme  le  cy- 
lindre EP  est  au  cylindre  ES  (prop.  7. 5).  Maïs 
le  cylindre  AO  est  au  cylindre  ES  comme  la  base 
ABCb  est  à  la  base  EFGH  (prop.  1 1 .  12) ,  car*^ 
les  cylindres  AO,  ES  ont  la  même  hauteur; 
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mais  le  cylindre  EP  est  au  cylindre  ES  comme  la 
hauteur  MN  est  à  la  hauteiu*  MQ  (prop.  1 5. 12), 
car  le  cylindre  EP  est  coupé  par  le  plan  T VS 
parallèle  aux  plans  opposés  ;  mais  la  base  ABCD 
est  à  la  base  EFGH  comme  la  hauteur  MN  est 
à  la  hauteur  M Q,  et  la  hauteur  MQ  est  égale 
à  la  hauteur  KL  :  donc  la  base  ABCD  est  à  la 
base  EFGH  comme  la  hauteur  M N  est  à  la 
hauteur  KL  :  donc  les  bases  des  cyKndres  AO, 
EP  sont  réciproquement  proportionnelles  aux 
hauteurs  de  ces  cylindres. 

A  présent  que  les  bases  des  cylindres  AO, 
EP  soient  réciproquement  proportionnelles  aux 
hauteurs  de  ces  cylindres ,  c'est-à-dire  que  la 
base  ABCD  soit  à  la  base  EFGH  comme  la 
hauteur  MN  est  à  la  hauteur  KL  :  je  dis  que 
le  cylindre  AO  est  égal  au  cylindre  EP. 

Faites  la  même  construction.  Puisque  la  base 
ABCD  est  à  la  base  EFGH  comme  la  hauteur 
MN  est  à  la  hauteur  KL  et  puisque  la  hauteur 
KL  est  égale  à  la  hauteur  MQ ,  la  base  ABCD 
sera  à  la  base  EFGH  comme  la  hauteur  MN  est 
à  la  hauteur  MQ;  mais  la  base  ABCD  est  à  la 
base  EFGH  comme  le  cylindre  AO  est  au  cy- 
lindre E  S  (  prop.  I  r .  1 2  ) ,  Car  ils  ont  la  même 
hauteur ,  et  la  hauteur  M  N  est  à  la  hauteur  MQ 
comme  le  cylindre  EP  est  au  cylindre  ES 
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(prop.  i5. 12)  :  donc  le  cylindre  AO  est  au 
cylindre  ES  comme  le  cylindre  EP  est  au  cy- 
lindre E  S  :  donc  le  cylindre  AO  est  égal  au  cy- 
lindre EP  (prop.  9-  5 )  :  la  démonstration  sera 
la  même  pour  lès  cônes  ^  ce  qu'il  falloit  démon-* 
trer.    /'.•••■  : 

PROPOiSITlON    XVL 

PROBLÈME.  . 

DetpC'  cercles  ^onçentri(}ues  étant  4onnés ,  décrins 
Apts  le  pU^^  grand  un  polygone  dont  les  ^  côtés 
^,j\  soient *i^g^^JP'$l  poirs  ennx^pibreetquine  tour- 
^-'^ch^^pù^ile^plus^  petit,  c^cle*' 

'-'  Sbîétot  les  detii  ^cercles  A  B  C  D ,  E  F  G  H 
^flg.^ig)  ayant' le  même  ceUti-eR  :  il  fttit 
dans  le  plus  grand^'ëèrfele'  ÀBG.iyMécrirè  un 
polygone  dont  les  côtçs^sçi^pt, égaux, et  pairs 
en  nombre  et  qui  ne  touche  point  le  plus  petit 
cercle  EFGH.      —    i 

Par  le  centre  K  menez  la  droite  BD  5  par  le 
point  Q  menez  la  droite  A  G  perpendiculaire 
sur  BD  et  prolongez  cette  droite  vers  le  point 
C,  La  droite  ÀtT  touchera  le  cerclé  ÉFGH 
(pi^op.  i6l  5).  Partagez  la  demMireonféretiçe 
BADen  deux  partânes  égales  er  sa  moitié  en 
deux  {Wtiés^  égales,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  qu'il  reste  un  arc  pkis  petit  que  Tare  AD 
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(prop.  1.  lo).  Qu'on  ait  cet  arc  et  que  eet  are 
6oit  LD;  par  le.  point  L  conduisez :snr  BD  la 
perpendiculaire  LM;  prolonges  cette  perpeur- 
dmlake  vers  le  point  N  et  menez  les  dRoiles 
LD,  DN  ;  kl  jdroîte  LD  sera  égalera  la  droite 
DN;  et  puisque  la  droite  LN  est  parallèle  à  la 
droite  A  G  et  quç^  h  dto^ie  A  G  tÇHche  le  cercle 
E  F  G  H ,  la  droite  LN  ne  toudbera  point  le  cer- 
cle EFGH^  à  plus  forte  raison  les  droites  LD, 
DN  ne  toucheront  point  ce  même  cercle  :-d<ftic 
si  l'on  applique  à  la  ^circonférence  ABCD,  à 
ia  sùit^  les*  unes  dés  autres ,  dés  «froites  égales 

à  la  droite  LD  (prop. *>;'4},^  ^^^^^'^  ^^ 
polygope  dont  les  côtés  seront. égauK  et. pairs 
en  nombre  et  qui  niç.,tO]uchera  ppint  le  cerple 
EFGH/,.îçei  qu'il  jEalloij.f^re,.  [, 

pu  p  P  b  S  I  T  I  O  N   XV  n> 

P  R  O  B  L  E  m  E. 

Deu^f:  splières  concentriques  étant  données,  dé^ 
crire  daifs  la  plus  grande  un  polyèdre  qui  iïe 
. .  tQUclpe  ppint  la  surface  de  tq  plus. petite» 

IiMgixie^i  dàttx  sphèref  qui  aient'  le  .m^ic 
centre  A  (>ôgi  j2ao  )  :  il  fei^.d^ns  la  plus  gr^ndje 
sphère  décrire  H»n  pqlyèidie  qui  iiettâu^e. point 
Ja  surfàce^de  U  plus.pélîtf).     Uv  ;* 
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Faites  passer  un  plan  quelconque  par  le  centre 
de  ces  sphères ,  les  secttona  serm^dM  cerdes , 
parce  qu'une  sphère  étant  engendrée  par  un 
dfemi-cercle  qui  tourne  autour  de  son  diamètre 
immobile  (déf.  i4«  1 1  )  ?  dans  quelque  position 
que  nous  concevions  ce  demi-cercle ,  le  plan 
prolongé  de  ce  demi-cercle  produira  nécessai* 
remeijit  une  circonférence  de  cercle  ^ur  la  surr 
face  de  la  sphère  5  et  il  est  évident  que  cette 
circonférence  sera  celle  d'un  grand  cercle  , 
parce  que  le  diamètre  de  la  sphère,  qui  est  aussi 
celui  du  demi-cercle ,  est  la  plus  grande  de 
toutes  les  droites  menées  dans  le  cercLç  ou 
dans  la  sphèrç  (prop.  i5.  5).  Supposons  en 
conséquence  que  BCDE  ^oit  un  cerck  da  la 
plus  grande  sphère  et  que  FGH  soit  un  çeiK>le 
de  la  plus  petite;  menez  leurs  diamètres. BD^ 
CE  de  manière  qu'ils  soient  perpendiculaires 
l'un  sur  l'autre. >  Les,  deux  cercles  BCDE, 
f  GH  ayant,  le  memg  ceotre  ,  décrivez  dans  le 
plus,gjr2jn4,BGDE,u^  polygoqie  dont  les  côtés 
soient  Qg^uxet  p^irs  en  nombre  et  qui  ne  touche 
popint lqp}lis petit  cerqle  FGH  (prop.  î6..i2); 
que  ies  côtés  de  ce  polygone  qui  soïyjt  ds^ns  le 
quart jde cercle  BB^ientBK,,  KL,  LM,  JIE; 
menez  la  drqitJQ,  K  A|qi^  vous  prolong<$rez  vers 
N  ;  au  point  A  et  sur  le  plan  du  cercle  fiC  DS 
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élevez  la  perpendicul^tife  AO  qui  rencontre  la 
surface  de  la  sphère  au  point  O ,  et  par  la  droite 
AO  et  par  chacune  des  droites  BD,  KN  con- 
duisez deux  plans  qui  y  d'après  ce  que  nous 
avons  dit ,  produiront  deux  grands  cercles  dans 
la  surface  de  la  sphère.  Supposons  qu'on  ait 
ces  deux  grands  cercles  et  que  BOD,  KON 
en  soient  les  moitiés ,  et  que  B  D ,  KN  en  soient 
les  diamètres*  Puisque  la  droite  OA  est  perpen- 
diculaire sur  le  plan  du  cercle  BC  DE ,  tous  les 
plans  qui  passeront  par  celte  droite  A  O  seront 
perpendiculaires  sur  le  plan  du  cercle  BCDE 
(prop,  r8.  Il)  :  donc  les  demi-cercles  BOD, 
KON  «ont  perpendiculaires  siu^ce  même  plan  ; 
tet  ptiisqùe  les  demi-cercles  BED,  BOD,  KON 
sont  égaux,  car  leurs  diamètres  EC,  BD,  KN 
sont  égaux  entr'eux ,  les  quarts  de  leurs  circon- 
férences BE ,  BO  ,  KO  seront  égaux  entr'eux  ; 
dônê  les  quarts  de  cercle  BO,  KO  contien- 
dront chacun  autant  de  côtes  du  polygone  ins- 
crit que  le  quart  de  cercle  BE,  et  les  c6tés 
contenus  dans  les  quarts  de  cercles  BO,  KO 
seront  égaux  aux  côtés  B  K ,  KL ,  L  M ,  ME , 
chacun  à  chacud.  Menez  les  côtés  BP,  PQ, 
QRi  HOj  KS,  ST,  TVj  ¥0  et  cohduisez  les 
droites  SP,  TQ ,  VR ,  et  des  points  P,  S  abais- 
sez des  perpendiculaires  sur  le  plan  du  cercle 
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&CDE;  ces  perpendiculaires  tomberont  dans 
les  conoonunes  sections  BD,  KN  dés  plans 
des  demi-cercles  BOD,  KON  (prop.  58.  n), 
puisque  ces  plans  sont  perpendiculaires  sur 
le  plan  du  cercle  BCDE,  par  construction; 
que  ces  perpendiculaires  tombent  donc  sur  ces 
communes  sections  et  que  ces  perpendiculaires 
soient  PX^  S  Y  et  menez  la  droite  XY.  Puis- 
qu'on a  pris  les  arcs  égaux  BP,  KS  dans  les 
demi- circonférences  égales  BOD,  KON  et 
qu'on  a  mené  les  perpendiculaires  PX,  SY^la 
droite  PX  sera  égale  à  la  droite  S  Y  et  la  droite 
BX  égale  à  la  droite  KY.  Mais  la  droite  toule 
BA  est  égale  à  la  droite  totale  K.Â  :  donc. la 
droite  restante  XÂ  est  égale  à  la  droite  restante 
YA  :  donc  B  X  est  à  X  A  comme  K  Y  est  à  YA  : 
donc  la  droite  XY  est  parallèle  à  la  droite  KB 
(prop.  2.6);  et  puisque  chacune  des  droites 
PX,  S  Y  est  perpendiculaire  sur  le  plan  du 
cercle  BCDE ,  la  droite  PX  sera  paraUéle  à  la 
droite  S  Y  (prop.  6.  ii  )  ;  mais  on  a  démontré 
que  ces  droites  sont  égales  :  donc  les  droites 
YX ,  SP  sont  égales  et  parallèles  (pr.  5^  n)  ; 
et  puisque  la  droite  YX  est  parallèle  à  la  droite 
S P  et  à  la  droite  KB ,  la  droite  SP  sera  parallèle 
à  la  droite  KB  (prop.  9.  1 1)  ;  mais  ces  droites 

Ee 
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sont  jointes  par  Jes  droites  BP,  KS  :  donc  le 
quadrilatère  KBPS  est  dans  un  seul  plan,  car 
si  deux  droites  sont  parallèles  et  si  dans  cha- 
cune de  ces  droites  on  prend  des  points  quel- 
conques y  les  droites  qui  joignent  ces  points 
sont  dans  le  même  plan  que  ces  parallèles 
(prop.  7.  Il  )..  Par  la  même  raison  Fun  et 
l'autre  des  quadrilatères  SPQT,  TQRV  sont 
dans  un  seul  plan;  mais  le  triangle  VRO  est 
aussi  dans  un  seul  plan  (prop.  a.  1 1  )  :  donc  si 
des  points  P,  S ,  Q ,  T,  R. ,  V  on  conçoit  des 
droites  menées  au  point  A ,  on  aura  construit 
entre  les  arcs  BO,  KO  un  certain  polyèdre 
composé  des  pyramides  dont  les  bases  sércmt 
les  quadrilatères  KBPS,  SPQT,  TQRV  et  le 
triangle  VRO  et  dont  le  sommet  commun  sera 
Iç  point  A.  Si  sur  chacun  des  côtés  KL,  LM, 
ME  nous  faisons  la  même  construction  que 
nous  avons  faites  sur  le  côté  KB,  si  nous  faisons 
ensuite  la  même  chose  dans  les  autres  quarts 
de  cercle  et  dans  l'autre  hémisphère ,  nous  au- 
rons inscrit  dans  la  sphère  un  certain  polyèdre 
qui  seVa  composé  des  pyramides  dont  les  bases 
sont  les  quadrilatères  KBPS,  SPQT,  TQRV  et 
le  triangle  VRO,  et  les  quadrilatères  et  les  trian- 
gles correspondans  à  ces  quadrilatères  et  à  ce 


irîaugle  et  dont  le  sommet  commun  sera  là 
point  A, 

Je  dis  à  présent  que  ce  polyèdre  ne  touch€^ 
point  la  sm'face  de  la  petite  sphère  dan^  laquelle 
est  le  cehcle  F  G  H.  Du  point  A  menez  la  droite 
AZ  perpendiculaire  sur  le  plan  du  quadrilatère 
KBPS  (prop.  1 1.,  1 1)  ,  que  cette  perpendicu-' 
laire  rencontre  x^e'plan  au  point  Z  et  menez  les 
droites  B.Z^ZK.  Puisque  AZ  est  perpendicu^ 
kire  sur  le  plan  du  quadrilatère  KBPS,  elle 
se^a  perpendiculaire  sur  toutes  les  droites  qui  la 
rencontrent  et  qui  sont  dans  ce  plan  (dèf  .  3 . 1 1  )  i 
donc  AZ  est  perpendiculaire  sur  Tune  et  Tautre 
des-droites  BZ,  ZK;  mais  puisque  AB  est  égal 
à  AK  y  le  quarrè  de>  AB  sera  égal  au  quarré  de 
AK }  mais  les  quarrès  des  droites  A  Z ,  ZB  sont 
égaux  au  quarré  de  AB  (prop.  47*  *)  >  ^^  l'angle 
en  Z  est  droit  par  construction ,  et  les  X[uarré.<i 
de  AZ ,  ZK  sont  égaux  au  quarré  de  AK  :  donc 
les  cpiarrés  des  droites  AZ,  ZB  sont  égaux  aux 
quarrés  des  droites  AZ,  ZK.  Retranchant  le 
qiaarré  de  AZ  qui  est  commun^  le  quairé  dé  BZ 
sera  égal  au  quarré  de  ZK  :  donc  la  droite  BZ 
est  égale  à  la  droite  ZK.  On  démontrera  sem«- 
blablement  que  les  droites  mené^  du  point  Z 
ftux  points  P  j  S  sont  égales  chacune  à  Tune  et 
à  l'autre  d(qs  droite» BZ,  ZK  :  donc  le  c^clc 
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décrit  du  centré  Z  et  avec  an  intervalle  égal  à 
une  des  droites  ZB,  ZK  passera  aussi  par  les 
points  P,  S  :  donc  le  quadrilatère  RBP&'«èra 
inscrit  dans  un  cercle  ;  et  puisque  la  droite  KB 
«st  plus  grande  que  la  droite  YX  et  que'  la 
droite  Y  X  est  égale  .à  la  droite  S  F',  la  droite 
KB  sera  plus  grande  que  la  droite  SP.  Mais  la 
.droite  KB  est  égale  à  l'une  et  à  l'autre  des 
droîtes.KS,  BP  :  donc  Tune  et  l'autre  des  droites 
KS,  BP  sont  plus  grandes  que  la  droite  SP. 
Puisque  le  quadrilatère  KBPS  est  décrit  dans 
un  cercle  et  que  les  droites  KB ,  BP,  KS  sont 
égales,  que  la  droite  PS  est  plus  petite  et  que 
la  droite  B  Z  est  menée  du  centre  du  cercle ,  le 
•quarré  de  KB  sera  plus  grand  que  le  double  du 
quarré  de^BZ'.  Du  point  K  menez  la  droite  KA' 
perpendiculaire  sur  BD.  Puisque  la  droite  BD 
.  est  plus  petite  que  le  double  de  D  A'  et  que  DB 
test  à  DA'  comme  le  rectangle  compris  sous  DB, 
BA'  est  au  rectangle  compris  sous  DA',  A'B 
(prop,  1.6) ,  si  l'on  décrit  un  quarré  sur  BA' 
et  si  sur  A'D  on  complète  le  parallélogramme 

-  xompris  sous  A'Dj  A'B,  le  rectangle  comprissous 

DB,.BA' sera  plus p^dt que  le  double  de  cehiiqui 

.est  compris  sous  D  A',*  A' B.  Menez  la  droite 

.  KD.  Le  parallélogramme  compris  sous  DB^  BA' 
j$era  égal  au  quarré  de  RB  (prop.  S;  6)*,  et  le 
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paralléldgrâiiime  compris  sous^DÂ',  4^  B  égal 
au  qnanré  de  KA'  :  donc  le  quarré  de  R]^  est 
plus  petit  que  te  double  du  (Juàrré  de  KÂ^  ; 
mais  le  quarré  de  RB  est  plus  grand  que  le 
double  'du  quarré  de  EZ  :  donc  le  quarré  de 
RA'  est  plus  grand  que  le  quarré  de  BZ  ;  et  puis-* 
que  BA  est  égal  à  RA,  le  quarré  de  B A  sera 
égal  au  quarré  de  RA*  Mais  les  quarrés'  dès 
droites  6  Z ,  Z  A  sont  égaux  au  qfuarré  'dé  la 
droite  BA  (prop.  47'  i  )  y  et  les  quarrés  des 
droites  RAS  A' A  égaux  au  quarré  de  là  droite 
RA  :  donc  les  quarrés  des  droites  BZ ,  Z  A  isoiit 
égaux  aux  quarrés  des  droites  RA^  A' A  ;  maitf 
le  quarré  de  RA'  est  plus  grand  que  le  quarré. 
de  BZ  :  donc  le  quarré  de  A' A  est  plus  petit 
que  le  quarré  de  Z  A  :  donc  la  dw>ite  AZ  est 
plus  grande  que  la  droite  A  A'  :  donc  la  droite 
AZ  est  à  plus  forte  raison  plus  grande  que  la 
droite  AG;  mais  la  droite  AZ  est  une  perpendi- 
culaire sur  une  des  base^du  polyèdre  et  la  droite 
AGest  un  rayon  de  lar plus  petite  sphère  :  donc 
ce  polyèdre  ne  touche  point  la  surface  de  la 
plus  petite  sphère. 


AUTREMENT. 


Nous  allons  démontrer  autrement  et  d'une 
manière  plus  prompte  que  la  droite  AZ  est  plua 
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grabdé  que  la  droite  ÂG«  Du  point  G'  condoûes 
une  perpendiculaire  O II  «r  AG  et  menez  AIu 
Puisque  si  Fou  partage  en  deux  parties  égales 
Tare  EB  et  la  moitié  de  cet  arc  en  deux  parties 
égsJ^s  et  ainsi  de  suiitô  y  il  restera  enfin  wi  oer^ 
taiQ  arc  plus  pietit  xfw  cehû  de  h  cîrconfé^ 
rence  du  4îercle  BC  D  qui  est  Aoutendu  par  uoa 
droite  égale  à  la  drmté  GL  (pc^op.  j  *  io)i  Qu'on 
ait  cet  arc  et  que  cet  arc  scat  KB  ^  la  droite  KB 
esc  plus  petite  que  la  droite. GL;  n^ais  puisque 
le  quadrilatère  BKSP  est  inscrit  dans  un  cercle 
et  que  les  droiteis  PB,  BK,  K.S  soht  égales  et 
fUe  la  droite  PS  est  plus  petite  cpe  chacune  dé 
Ces  droites,  Tangle  BZS.  sera  obtus  :  donc  la 
droite  BK  sera  ^us  grande  qœ  la  droite  6Z  ; 
mais  la  droite  GL  est  plu^k  grande  que  BK  par 
construction  :  donc  à  plixs  forte  raison  la  driHte 
GL  sera  plus  grande  que  la  droite  BZ  et  pw  con^ 
séquent  le  quarré  de  GL  s^a  plus  grakid  que  le 
quarré  deBZ;maispuis<piie|adr(HteALest^ale 
àla  droite  AB,le  quarrédeALseraégalauquai^ 
de  AB  j'mais  les  quarrés  des  droites  AG,GL  sont 
égaux  au  quarré  de  la  droite  AL  et  les  quarrés 
des  droites  BZ,  ZA  sont  égaux  aux  quarrés  de 
la  droite  AB  :  donc  les  quarrés  des  droites  AG^ 
GL  sont  égaux  aux  quarrés  des  droites  BZ,  Z  A  ; 
mais  le  quarré  de  BZ  est  plus  petit  que  le  quarré 
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de  GL  :  donc  le  quarré  de  ZA  est  plus  grand 
que  le  quarré  de  AG  :  donc  la  droite  AZ  est 
plus  grande  que  la  droite  ÀG. 

Donc  9  deux  sphères  concentriques  ayant  été 
données ,  on  a  décrit  dans  la  plu»  grande  uu  po- 
lyèdre qui  ne  touche  pas  la  surface  de  la  plus 
petite  ;  ce  qu'il  falloit  faire.  ' 

COROLLAIRE. 

si  l'on  décrit  dans  une  autre  sphèr  eun  polyèdre 
semhlable  à  celui  qui  est  décrie  dans  la  sphère 
BCDE ,  le  polyèdre  décrit  dans  la  sphère  BCDE 
^era  au  polyèdre  qui  est  décHut  dans  une  autre 
sphère  en  raison  triplée  du  diamètre  de  la 
sphère  BCDE  au  diamètre  de  l'autre  sphère  ; 
car  ayant  divisé  ces  polyèdres  en  pyramides 
égales  en  nombre  et  dans  le  même  ordre ,  on 
aura  des  pyramides  semblables.  Mais  les  pyra- 
mides semblables  sont  en  raison  triplée  des 
côtés  homologues  (cor.  8.  12)  :  donc  la  pyra- 
mide qui  a  pour  base  le  quadrilatère  KBPS  et 
pour  sommet  le  point  A  sera  à  la  pyramide  cor- 
respondante de  l'autre  splière  en  raison  triplée 
d'un  côté  de  la  première  au  côté  homologue  de 
la  seconde ,  c'est-à-dire  en  raison  triplée  du 
rayon  AB  de  la  sphère  qui  a  pour  centre  le 
point  A  au  rayon  de  l'autre  sphère.  Semblable-» 

■    4" 
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ment  chacune  des  pyramides  comprises  dans 
la  sphère  qui  a  poUr  centre  le  point  A  sera  à 
chacune  des  pyramides  du  même  ordre  com- 
prise dans  l'autre  sphère  en  raison  triplée  du 
rayon  AB  au  rayon  de  l'autre  sphère.  Mais  un 
des  antécédens  est  à  un  des  conséquens  comme 
tous  les  antécë  liens  sont  à  tous  les  conséquens 
(prc^.  12,  5)  :  donc  le  polyèdre  total  compris 
dans  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  A  est 
au  polyèdre  total  compris  dans  l'autre  sphère 
en  raison  triplée  du  rayon  AB  au  rayon  do  i 

l'autre  sphère ,  c'est-à-dire  en  raison  triplée  du 
diamètre  AB  au  diamètre  de  l'autre  sphère  ;  ce  \ 

qu'il  falloit  démontrer. 

,  PROPOSITION    XVIIL 

^  ! 

T  h'  ]ê  O  K  Ê  M  E. 

Les  sphères  sont  entr'elles  en  raisons  triplées 
de  leurs  diamètres. 

Imaginez  les  sphères  AB  C ,  DE  F  (  fig.  221) 
dont  les  diamètres  sont  les  droites  BC ,  EF  :  je 
dis  que  la  sphère  ABC  est  à  la  sphère  DE  F  en 
raison  triplée  du  diamètre  BC  au  diamètre  EF. 

Car  si  cela  n'est  point ,  la  sphère  ABC  sera 
à  une  sphère  plus  petite  ou  à  une  sphère  plus 
grande  que  la  sphère  0EF  en  raison  triplée,  da 
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BC  à  EF.  Supposons  d'abord  que  la  sphère  ABC 
soit  à  une  sphère  plus  petite ,  savoir  à  la  sphère 
GHKen  raison  triplée  de  BC  à  EF.  Imaginez 
la  sphère  DE  F  placée  autour  du  même  cen- 
tre que  la  sphère  GHK;  décrivez  dans  la  plus 
grande  sphère  DE  F  un  polyèdre  qui  ne  tou- 
che point  la  surface  de  la  plus  petite  sphère 
GHK  (prop.  17.  12),  et  dans  la  sphère  ABC 
décrivez  un  polyèdre  semblable  à  celui  qui  est 
décrit  dans  la  sphère  DE  F;  le  polyèdre  ins- 
crit dans  la  sphère  ABC  sera  au  polyèdre  inscrit 
dans  la  sphère  DEF  en  raison  triplée  de  BC  à 
EF  (cor.  17.  12);  mais  ,  par  supposition,  la 
sphère  ABC  est  à  la  sphère  GHK  en  raison 
triplée  de  BC  à  EF  :  donc  la  sphère  ABC  est  à 
la  sphère  GHK  comme  le  polyèdre  inscrit  dans 
la  sphère  ABC  est  au  polyèdre  inscrit  dans  la 
sphère  DEF  (prop.  11.  5)  :  donc  en  échan- 
geant les  places  des  moyens  la  sphère  ABC  sera 
au  polyèdre  inscrit  dans  cette  sphère  comme 
la  sphère  GHK  est  au  polyèdre  inscrit  dans  la 
sphère  DEF;  mais  la  sphère  ABC  est  plus 
grande  que  le  polyèdre  qui  lui  est  inscrit  rdonc 
la  sphère  GHK  est  plus  grande  que  I0  polyè- 
dre inscrit  dans  la  sphère  DEF  5  mais  au  con- 
traire il  est  plus  petit ,  car  -il  est  inscrit  dans 
eeitç  sphère,  ce  qui  est  impossible  :  donc  la 
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sphère  ABC  n'est  point  à  une  sphère  plus  petite 
que  la  sphère  DE  F  en  raison  triplée  de  BC  à 
E  F.  Nous  démontrerons  semblablement  que  la 
sphère  DE  F  n'est  point  à  une  sphère  plus 
petite  que  la  sphère  ABC  en  raison  triplée  de 
EF  à  BC,  Je  dis  de  plus  que  la  sphère  ABC 
n'est  point  à  une  sphère  plus  grande  que  la 
sphère  DE  F  en  raison  triplée  de  BC  à  EF;  car 
si  cela  peut  se  &ire ,  supposons  que  la  sphère 
AB  C  soit  à  une  sphère  plus  grande  que  la  sphère 
DEF^  savoir  à  la  sphère  LMN  en  raison  ti^iplée 
de  BC  à  EF;  en  mettant  les  conséquens  à  la 
placé  des  antécédens  et  les  antécédens  à  la 
place  des  conséquens,  la  sphère  LMN  sera  à 
la  sphère  ABC  en  raison  triplée  du  diamètre 
EF  au  diamètre  BC*  Mais  la  sphère  LMN  est 
à  la  sphère  ABC  comme  la  sphère  DE  F  est  à 
une  ^sphère  plus  petite  que  la  sphère  ABC ,  ainsi 
que  cela  a  été  démontré,  puisque  la  sphère  LMN 
est  plus  grande  que  la  sphère  DE  F  :  donc  la 
sphère  DE  F  est  à  une  sphère  plus  petite  que 
la  sphère  ABC  en  raison  triplée  de  EF  à  BC; 
ce  qui  a  été  démontré  impossible  :  donc  la 
sphère  jlBC  n'est  point  à  une  sphère  plus 
grande  que  la  sphère  DEF  en  raison  triplée 
de  BC  à  EF  ;  mais  nous  avons  démontré  que 
la  sphère  ABC  n'est  point  à  une  sphère  plus 
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petite  que  la  sphère  DEF  en  raison  triplée  de 
AB  à  EF  :  donc  la  sphère  ABC  est  à  la  sphère 
DEF  en  raison  triplée  de  AB  à  EFj  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 
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A  LA  GÉOMÉTRIE  D'EUCLIDE; 

par  F,  Feyhard,  Bibliothécaire  de  l'Ecole 
Folytechaique. 


SUPPLÉMENT 

A  LA  GÉOMÉTRIE  D'EUCLIDE. 


DEFINITIONS. 

î .  U  N  cercle  est  une  surface  plane  comprise 
dans  une  seule  ligne  qu'on  appelle  circonfé- 
rence^ et  qui  est  telle  que  toutes  les  droites 
menées  à  cette  ligne  d'un  des  points  qui  sont 
placés  dans  la  figure  sont  égales  entr'elles. 

2.  Ce  point  s'appelle  le  centre  du  cercle. 

3.  Un  diamètre  est  une  droite  menée  par  le 
centre  et  terminée  des  deux  côtés  par  la  circon- 
férence du  cercle. 

4"  Un  rayon  est  une  droite  menée  du  centre 
a  la  circonférence. 

5.  Une  corde  est  une  droite 'menée  d'un 
point  de  la  circonférence  à  U|i  autre  point  sans 
passer  par  le  centre, 

6*  Un  arc  est  une  portion  de  la  circonfé- 
rence. 

y.  Un'  secteur  est  une  figure  comprise  entre 
deux  rayons  qui  font  un  angle  et  la  circonfé- 
rence du  cercle.  ' 
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8.  tJn  segment  de  cercle  est  une  figure  coitt-» 
prise  entre  une  corde  et  la  circonférence  du 
cercle. 

9.  Les  secteurs  èl  les  segmens  circulaires- 
sont  semblables  lorsque  les  rayons  qui  corn-- 
prennent  leurs  arcs  sont  égaux. 

10.  Un  cylindre  est  un  solide  contenu  sous 
deux  cercles  égaux  et  parallèles  et  sous  la  sur- 
face décrite  par  une  droite  <|ui  se  meut  sur'  les 
circonférences  de  ces  cercles  parallèlement  à 
la  droite  menée  par  les  centres  de  ces  mêmes 
cercles,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  revenue  au 
même  endroit  d'où  elle  étoit  partie. 

11.  Les  deux  cercles  égaux  et  parallèles 
«^appellent  les  bases. du  cylindre. 

12.  La  surface  décrite  par  cette  droite  s'ap- 
pelle la  surface  convexe  du  cylindre. 

1 3.  La  droite  menée  par  les  centres  des  deux 
bases  s'appelle  Taxe  du  cylindre. 

i4«  Lorsque  l'axe  est  perpendiculaire  sur  les 
bases ,  on  dit  que  le  cylindre  est  droit  ;  on  dit 
qu'il  est  oblique  lorsque  l'axe  n'est  point  per- 
pendiculaire sur  les  bases. 

i5.  On  peut  définir  le  cylindre  droit  en  dîr- 
sant,  que  le  cylindre  droit  est  un  solide  com- 
pris sous  la  surface  décrite  par  trois  côtés  d'un 
parallélogramme  rectangle  tournant  autour  de 
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son  quatrième  côté  qui  re^te  immobile  jusqu'à 
"ce  que  ce  reclatîgle  soit  revenu  au  même  en- 
droit d'où  il  étoit  parti.       ^ 

ï6.  Un  cône  est  nn  solide  contenu  sous  un 
cercle  et  sous  la  surface  décrite  par  une  droite 
qui  se  meut  sur  la  circonférence  de  ce  cercle 
en  totimant  autour  d'un  point  immobile  placé 
au-dessus  de  ce  même  cercle ,  jusqu'à  ce  que 
xîette  droite  soit  revenue  au  même  endroit  d'où 
elle  étoit  partie. 

17.  Ce  cercle  s'appelle  la  base  du  cône. 

1 8.  La  surface  décrite  par  la  droite  qui  tourne 
'autour  d'un  point  immobile  et  sur  la  circonfé- 
rence de  la  base  s'appelle  la  surface  convexe  du 


<2one. 


tg.  Le  point  immobile  s'appelle  le  sommet 
■du  cône. 

20.  La  droite  menée  du  sommet  sur  le  centre 
de  sa  base  s'appelle  l'axe  du  cône. 

ik  I .  Lorsque  l'axe  est  perpendicidaire  sur  la 
tase ,  on  dit  que  le  cône  est  droit  ;.on  dit  qu'il 
«st  oblique  lorsque  l'axe  n'est  point  perpendi- 
culaire sur  la  base. 

22.  On  peut  définir  le  cône  droit  en  disant 
que  le  cône  droit  est  un  s^ide  contenu  sous  la 
surface  décrite  par  deux  côtés  d'un  triangle 
rectangle  tournant  autour  d'un  des  côtés  dé 

Ff 
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l'angle  droit  qui  reste  immobile  jusqu'à  ce  que 
ce  triangle  soit  reyenu  au  méiùe  endroit  d'où  il 
étoit  parti. 

^5.  Les  cylindrçs  droits  et  les  cônes  droits 
sont  semblables  lorsque  leurs  axes  et  les  dia- 
mètres de  l^ur^  bases  sont  proportionnels  ;  les 
cylindres  obliques  et  }es  cônes  obliques  sontt 
semblables  lorsque  leurs  axes  et  les  diamètres 
de  leurs  bases  sont  proportionnels  et  que  leurs 
axes  sont  également  inclinés  sur  les  bases. 

24*  V^e  sphère  est  un  solide  contenu  sous 
la  surface  décrite  par  l'arc  d'un  demi-cercle 
tournait  autour  de  son  diamètre^  ijpmobile 
jusqu'^  ce  que  ce  d^mi-cerçle  soit  revenu  au 
même  endroit  d'où  il  étoit  parti. 

^5.  L'axe  de  la  sphère  e3t  cette  droite  immo- 
bile autour  de  laquelle  tourne  le  demi?cercle. 

2iQ.  Les  extrémités  de  l'axe  s'appellent  les 
pôles  de  la  sphère  * 

97.  Le  centre  de  la  sp}ièrç  est  le  même  que 
celui  du  4emîfrÇ(ercle^ 

28^  La  surfjsu^e  décrite  par  la  dejaû-cirçon- 
férence  est  la  surface  de  la  sphèrfs. 

29,  On  appelle  zone  h  surface  d^erite  par 
nn  sivà  qui  est  plus  petit  qne  la  demi*circpnfé- 
rence  et  dont  une  de^  extrémités  n'est  point 
un  des  pôles  de  la  sphère. 
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3o.  Un  secteur  sphériqueestuH  solide  xCon- 
tenu  sous  la  surface  décrite  par  Tare  et  par  un 
des  rayons  d'un  secteur  circulaire  tournant  au- 
tour de  son  autre  rayon  jusqu^à  ce  que  ce  sec- 
teur circulaire  soit  revenu  au  même  endroit 
d'où  il  étoit  parti. 

S 1 1  Un  seg^3»e&t  sphérkjue  est  un  solide  con- 
tenu sous  la  surface  décrite  par  le  demi-arc  et 
par  la  d^mi-cotda  d'un  segment  circulaire  tour- 
nant autour  d'un  rayon  perpendiculaire  sur  la 
corde  de  cet  arc  jusqu'à  ce  que  ce  demi-seg- 
ment circulaire  soit  revenu  au  même  endroit 
d'où  il  étoit  parti. 

Sa.  On  appelle  calotte  de  sphère  la  surface 
décrite  par  le  demi-arc  du  secteur  circulaire. 

55.  La  hauteur  d'un  segment  sphérique  est 
la  partie  du  rayon  iipmd^Ue  qui  est  comprise 
^pîre  l'art  (st  la  cordé  du  secteur  eiitculaire. 

34«  Les  i^ec^eurs  et  les  segmens  sphériques 
sont  semblables  lorsque  les  secteurs  et  les  segr- 
«lens  circulaires  qui  les  ont  emgendr^s  sont 
semblables. 
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PROPOSITION   PREMIÈRE. 

THEOREME.    - 

Si  un  polygone  est  inscrit  dans  un  cercle,  il  est 
évident  que  le  contour  du  pofygone  inscrit  est 
plus  petit  que  la  circonférence  du  cercle. 

Car  chaque  côté  du  polygone  inscrit  est  plus 
petit  que  Tare  qu'il  soutend. 

Archimède^  de  la  sphère  et  du  cylindre 
(  prop.  1 ,  liv.  1  ). 

PROPOSITIONII. 

THEOREME. 

Si  un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle,  le  con» 
tour  de  ce  polygone  est  plus  grand  que  la  cir^ 
conférence  de  ce  cercle. 

Soit  ABCDE  (fig.222)  un  polygone  circons- 
crit au  cercle  RSTVX  :  je  dis  que  le  contour 
du  polygone  ABCDE  est  plus  grand  que  la 
circonférence  du  cercle  RSTVX. 

Car  puisque  les  deux  droites  XÂ,  AR  com- 
prennent l'arc  XR  et  qu'elles  ont  les  mêmes 
extrémités  X,  R  que  cet  arc ,  les  deux  droites 
XA,  'AR  sont  plus  grandes  que  l'arc  XR.  Pareil- 
lement les  deux  droites  RB,  BS  sont  plus  grandes 
que  l'arc  RS.  Les  deux  droites  SC ,  CT  sont  aussi 
plus  grandes  que  l'arc  STj  lei  deux  droites 
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TD,  DV  plus  grandes  que  Parc  TV,  et  enfii» 
les  deux  dfX)ites  VÈ,  EX  plus  grandes  que 
l'arc  VX  :  donc  le  contour  total  du  polygone 
circonscrit  est  plus  grand  que  la  circonférence 
entière  (i)  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Archimède ,  de  la  sphère  e^  du  cylindre 
'  '    •     *^       '^  (prop.  a,Kv.  i).  ' 

■      ■■     I  '      f  In'    '     *^    I    ^        >  '    '■  ^ 

(i)  Il  esl-éTident  que  1»  contour  du^  polygone  ins- 
crit dans  un  cercle  est  plus  petit  (^ue^la  circonférence 
de  ce  cercle  ;  mais  il  n'est  pas  également  évident  que  le 
cohtoui^  du  poljriione  circonscrit  à  un  cerde  soit  plus 
grand  que  la  cihK>liférence  de  ce  cercle;  et  tous  les 
efforts  queFon&roît  pour  démontrer  cette  proposi- 
tion^ qui  eat  cepepd^l  inpptitesti^bley  se  réduiraient 
k  .démontrer  qufunt  polygone  circonscrit  est  tolijours 
plus  grand  qu'un  polygana  inscrit.  Pour  démontrer 
cett^  proposition  ,  ArcEimède  pose  en  principe  que 
deux  droites  qui  comprehnent  un  arc  et  qui'  ont  les 
mêiïieB  èitrémitês  que  cet  arc  sont  plus  grandes  quei 
€et  «^C9  isi  ArcfaimèKie  n'a  pas  démontré  ce»principe, 
qui  n^esl  pnnt  évidçn^  jp^r  luirnaénie  »  c'est  parce  qu'il 
est  impossible  de  le  démontrer  d'une  manière  saiisfai* 
santé.  C'est  sana  doute  à  cause  du  défaut  de  l'évidence 
de  cette  proj>osition  et  à  cause  de  l'impossibilité  de  la 
démontrer  rigoureusement  ^  qu'Euclidé  n'a  point  &it 
usagé  de  cette  proposition ,  sans  laquelle  il  lui  a  été 
impossible  de  démontrer,  plusieurs  théorèmes  impor^. 
2a(^s^  cQ^ceri^ant  le  cercle,^  le  cylindre^  le  cane  et  la 
spllère.. 
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PROP  O  ^ITIO  N    lîL     .  . 

^  «  lê  o  K  Ir  M  E. 

Si  deux  oereleâ  sem,  eiJtfiùéndrt^me*^  €t  il.  fe#.  éotés 
d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  le  plus  grand 
cercle  ne  touchejU  ppint  la  circonférence  du  plus 
petite  le  contour  de  cepolygone  est  plus,  grand 
^fue  la  têrconférenee^  du  ptw  petà,  cercle^     . 

Soient  FftHÏK,L]«iïfI^Q(%;ÎM)  deux 
cercles  concentriques  et  LMNPX^ub  polygone 
régiiilier  isiscpit  dan»  le  plus  ^and/de  manièpe 
que  les  cèles  de  ce  polygone  Àe  tônctient  pcmit 
la  cb-côrilïrenêë  du  pllis  petit  cercle  :  j^  dis  que 
le  cônibûi'  dti  jiôïgoné  LMNPQ^éètpltis  grand 
que  la  circonférence  FGlli^. 

Du  centre  Ô  n^en«;B  sur  les  cotes  du  poly- 
gone LBÏNP9  ^  pfiï5>evcÈqulaires  CXR',  OSi', 
OT',  0¥'>  OX.^9  et  parles  poifits  dit t3le9^rpen<r 
dicùfeît-éfc  teûcômt'ënî  là  ^irfebnférénce  FGHIK 
meuèz  lés  tâûgëiltês  Al*;Bè,  Ci),  DE,  ËA  ; 
ces  tangentes  seront  les  côtés  d'un  polygone 
régulier  circonscrit  au  cercle  FGHIJL*    . 

Puisqise  dans  le&  ti^iangle»  semblables  ]L0  M, 
AOB  le  edfé  OL  est  j[>lu9  grand  que  lé  cote 
OA,  le  tôté  LM  scfrà  plusr  ^rand  que  le  côté 
AB.  On  démontrera  de  la  même  manière  que 
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les  autres  cotés  du  polygone  LMNPQ  sout 
plus  grands  que  les  cotés  eorréspondanè  du  pô-* 
}ygone  ABC  DE  :  do&K^  lê  éontour  du  polygone  x 
L MN P Q  est  plus  grand  que  le  éontout*  du  po^ 
lygone  ABC  DE  \  mais  le  contour  du  polygone 
ABC  DE  est  plus  grand  que  la  fcircotfférence 
FGHIK  :  donc  à  plus  forte  raison  le  cotitoui* 
du  polygone  LMNPQ  est  plus  gramd  que  la 
circonférehée  FGHIK. 

Donc  si  dèiix  cérdes  soiit  concentriques 
et  si  les  côtés  d'un  polygone  n^ulicîr  iiiscrit 
dans  le  pltis  gtànid  cercle  ne  touchent  point 
la  circonférence  du  plus  petit ,  le  fcôntour  de 
ce  polygone  sera  plus  grand  que  ÎA  cîrcdnfé^ 
rence  du  plus  petit  cercle  ;  ce  qu'il  falloît  dé* 
montrer. 

PRO  P  OSITIO  N    IV. 

p  R  O  B  t  1:  91  8. 

Deux  cercles  étant  concentriques ,  inscrire  Sans 

le  plus  grand  un  polygone  régulier  d'un  nombre  \ 

pair  de  côtés  qui  ne  touche  point  la  cirtànfé^ 
rence  du  plus  petite 

Soient  les  deux  cerclés  concentriques  ABCD>, 
EFGH  (fig.  223)  :  il  faut  dans  le  plus  grand 
cercle  ABCD  inscrire  un  polygone  régulier 

4 
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d'un  nombre  pair  de  côtés  qui  ne  touche  pok^ 
le  plus  petit  cercle  EFGH. 

Par  le  centre  K  conduisez  la  db^oite  BD ,  et 
par  le  point  G  menez  la  droite  ÂG  perpendicu-^ 
laire  sur  la  droite  BD  et  prolongez  cette  droite 
vers  le^point  C.  La  droite  AC  touchera  le  cer- 
cle EFGH,  Partagez  la  dexni-cir conférence  BAD 
en  deux  parties  égales  et  sa  moitié  en  deux 
parties  égales  y  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'il 
reste  un  arc  plus  petit  que  Tare  ÂD*  Qu'on  ait 
cet  arc  et  que  cet  ai'c  soit  LD  ;  du  poio^  L  con- 
duisez sur  là  droite  BD  la  perpendiculaire  LM^ 
prolongez  ciîtte  perpendiculaire  vers  le  point  N 
et  megite;^  les. droites  LD,  DN  ^  la  droite  LD 
sera  égale  à  la  droite  DN  ;  et  puisque  la  droite 
L3V  est  parallèle  à  la  droite  AC  et  que  la  droite 
AC  toiïche  le  cercle  EFGH,  la  droite  LN  ne 
touchera  point  le  cercle  EFGH;  et  à  plus  forte 
raison  les  droites  LD,  DN  ne  toucheront  point 
ce  même  cercle  EFGH;  donc  si  Ion  applique 
sur  la  circonférence  ABED,  à  la  suite  les  unes 
des  autres ,  des  droites  égales  à  la  droite  L  D , 
on  décrira  un  polygone  réguKer  d'un  nombre 
pair  de  côtés  qui  ne  touchera^  point  le  cercli? 
E  F  G  H  j  ce  qu'il  falloit  faire- 
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PROPOSITION    V. 

PROBLEME. 

Deux  secteurs  circulaires  semblables  et  concen- 
triques étant  donnés ,  inscrire  dans  le  plus  grand 
une  portion  de  polygone  régulier  qui  ne  touche 
point  rare  du  plus  petit. 

Soient  les  deux  secteurs  seniBlables  et  con- 
centriques IKD,  HKG  (fig.  225)  :  il  faut  ins- 
crii'e  dans  le  plus  grand  une  portion  de  polygone 
régulier  qui  ne  touche  point  Tare  du  plus  petit. 

Par  le  centre  K  conduisez  la  droite  BD  et 
par  le  pqint  G  mçn^^z  la  droite  AC  perpendi- 
culaire sur  la  droite  BD;  partagez  Tare  ID  en 
deux  parties  égales  et  sa  moitié  en  deux  parties 
égales,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'il  reste 
un  arc  plus  petit  que  l'arc  AD.  Qu'on  ait  cet 
arc ,  et  que  cet  arc  soit  L  D  ;  du  point  L  con- 
duisez sur  la  droite  BD  la  perpendiculaire  LM, 
prolongez  cette  perpendiculaire  vers  le  point 
N  et  menez  les  droites  LD,  DN  ;  la  droite  LD 
sera  égale  à  la  droite  DN  ;  e}:  puisque  la  droite 
LN  est  parallèle  à  la  droite  AC  et  que  la  droite 
AC  touche  le  cercle  EFGH,  la  droite  LN  ne 
touchera  point  le  cercle  E  F  G,H  ;  et  à  plus  forte 
raison  les  droites  LD,  DN  ne  toucheront  point 
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le  même  cercle  EFGH  :  donc  si  Ton  applîqae 
sur  l'arc  ID  ^  à  la  suite  les  uns  des  autres  des 
droites  égales  à  la  droite  LD,  on  décrira  une- 
portion  de  polygone  régulier  qui  ne  touchera 
point  l'arc  HG  ;  ce  qu'il  falloit  faire. 

PROPOSITION     VI. 

PROBLÊME. 

Deux  cercles  étant  conùetitriipies ,  circonscrire  au 
plus  petit  un  p^ljrgone  régulier  dont  les  cotés 
soient  en  hondtfe  pair  et  ne  rencontrent  point 
la  circonférence  du  plus  grand ^. 

Soient  lésdeùx  cercles  côncehtriquesLMTÎPQy 
FGHIK  (fig.2!i2)  :  il  faut  au  plus  petit  cercle 
FGHlK  circonscrire  un  polygone  régulier  dont 
les  côtés  soietit  pairs  eh  nombre  et  ne  rencon^ 
trént  point  la  cii*conférence  du  j^us  grand  cer- 
cle LMNPQ. 

Dans  le  grand  cercle  LMNPQ  inscmee  un 
polygone  régulier  dont  les  côtés  soient  pairs  en 
nombre  et  ne  touchent  point  la  cîreonférence 
du  plus  petit  cërde.  CircobsicriTez  ensmte  au 
plus  petit  cercle  un  polygone  semUable  au  po^- 
lygone  inscrit.  Il  est  évident  que  le  polygone 
circotiscrit  au  plus  petit  cercle  sera  un  poly- 
gone régulier  dont  les  côtés  seront  pairs  en 
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nombre  et  ne  rencontreront  point  la  circonfé- 
rence du  plus  grand  cercle  ;  ce  qull  falloit  faire. 

PROPOSltfON    VIL 

PROBLEJHE. 

Denx  secteurs  circulaires  ,  semblables  et  concen^ 
triques  étant  donnés  j  circonscrire  au  plus  petit 
wèe  portion  de  polygone  régulier  dont  les  côtés 
ne  rencontrent  point  l'arc  du  plus  grand. 

Soient  les  dmÀ  sect^ars  circidaîres  sembla* 
ble^  et  côtièentriques  ÏKD,  KKO  (fig.:2!»3)  : 
il  faut  ëifconscrire  an  {dus  petit  une  portion  de 
polygone  fégtilier  diont  les  côtés  ne  rencon- 
trent poitit  l^fiii-6  du  plus  grand* 

Bans  le  fln^  grmi  seetèfW  inscrire^  une 
portion  de  pôlygotiê  >égïdÉ<ff  dont  les  èdtés  ne 
touchent  pôim  Ynté  du  plus  petit  ^ct^ur.  Cir^ 
cotiscrivez  ensuite  à  îare  dti  pluë  petit  Secteur 
une  portion  de  polygone  séiiiblàblé  à  la  portion 
dû  polygone  i^égtdier  inscrit  dans  le  plus  gi^and 
Séàteûr. 

Il  est  ^dérit  (}ttè  la  portion  de  p^ygone 
èîrconscHté  ail  plus  petit  secteur  feerà  u*ie  por-^ 
tiôn  de  polygone  régulier  dont  les  càtés  tierén-^ 
contï-eront  point  l'arc  du  plus  grand  secteur  ; 
ce  qu'il  falloit  faire- 
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PROPOSITION    VII L 

THÉORiME. 

Les  circonférences  de  cercles  sont  entr^eUes 
comme  leurs  diamètres. 

Soient  les  deux  cercles  ABCD,  EFGff 
(fig.  2:24)  :  je  dis  que  le  diamètre  BDest  au 
diamètre  F  H  comme  la  circonférence  ABCD 
est  à  la  circonférence  EFGH. 

Car  si  cela  n'est  point,  le  (Ëamétre  BD  sera 
au  diamètre  F  H  comme  la  circonférence  Â6CI> 
est  à  une  circonférence  plus  petite  ou  à  une 
eirconférence  plus  grande  que  la  circonférence 
EFGH.  Supposons  d'abord,  si  cela  estpossiî- 
ble,  que  le  diamètre  BD  soit  au  «jUamètre  FH 
comme  la  circonférence  ABCD  est  à  une'dir<- 
conférence  plus  petite  ,  savoir ,  à  la  circooifi^ 
rence  concentrique  RSTV.  Inscrivons  dapsj^e 
cercle  EFGH  un  polygone  réguliei^  EIFKGLHM 
dont  les  côtés  soient  pairs  en  nombre  et  ne 
touchent  point  la  circonférence  RSTV;. ins- 
crivons ensuite  dans  le  cercle  ABCD  un  poly- 
gone semblable  AIVBOÇPDQ,  le  diamètre 
BD  sera  au  diamètre  F  H  comme  le  polygone 
ANBOCPDQ  est  au  polygone  EIFKGLHM; 
mais  par  supposition  le  diamètre  BD  est- au. diar 
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mètre  F  H  comme  la  circonférence  AB  CD  est  à 
la  circonférence  RST  V  :  donc  la  circonférence 
ABCD  est  à  la  circonférence  RSTV  comme 
le  polygone  ANBOCPDQ  est  au  polygone 
EIF  KGLHM  :  donc ,  en  échangeant  les  places 
des  moyens ,  la  circonférence  ABCD  sera  au  po- 
lygone ANBOCPDQ  comme  le  cercle  RSTV 
est  au  polygone  EIF  KGLHM  ;  mais  la  circon- 
férence ABCD  est  plus  grande  que  le  contour 
du  polygone  ANBOCPDQ  qui  lui  est  inscrit  : 
donc  la  circonférence  RSTV  est  plus  grande 
que  le  contour  du  polygone  EIFKGLHM;  mais 
au  contraire  la  circonférence  RSTV  est  plus 
petite  que  le  contour  du  polygone  EIFKGLHM  ; 
ce  qui  est  impossible  :  donc  le  diamètre  9D 
n'est  point  au  diamètre  F  H  comme  la  circon- 
férence ABCD  est  à  une  circonférence  plus 
petite  que  la  circonférence  EFGH. 

Je  dis  à  présent  que  le  diamètre  BB  n'est 
point  au  diamètre  F  H  comme  la  circonférence^ 
ABCD  est  à  une  circonférence  plus  grande  que 
la  circonférence  EFGH.  Car  supposons  que  le 
diamètre  BD  soit  au  dianiètre  F  H  comme  la 
circonférence  ABCD  est  à  une  circonférence 
plus  grande  que  la  ciréonférence  EFGH,  savoir^ 
à  la  circonférence  concentrique  R^'S'T'V.  Cir- 
conscrivons au  cercle  EFGH  un  polygone 
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régulier  dont  les  côtés  soient  pairs  en  noinkré  et 
ne  rencontrent  point  la  circonféreneeR'S'T'  V\ 
Circonscrivons  au  cercle  ABGD  un  pdJygQDe 
semblable.  Le  diamètre  BD  est  au  diamètre  F  H 
comme  le  contour  du  polygone  circonscrit  au 
c^ole  ABCO  est  an  eontiour  du  polygone  cir- 
conscrit au  cercle  EFGH;  mais  par  iii:^posi«^ 
iion  le  diamètre  B  D  est  au  diamètre  ^U  comme 
la  circonfiSreçce  AÇCD  est  i  la  circonlerence 
R'S'T'V  X  donc  la  circonférence  ABCB  est  à 
la  circonférence  E'S'T'V  comme, h  contour 
du  polygone  circonscrit  au  cerde  ABCD  est 
nu  contour  du  polygone  drconscrii  au  cercle 
^FGH  :  donc  en  échangeant  les  places  des 
moyens ,  la  ciiiconférenee  AB€D  est  au  con*r 
tour  dK  polygame  qui  lui  est  circonscrit  comme 
la  circonférence  'K&'VY^  est  au  contour  du 
polygone  circonscrit  au  cercle  ËFGQ  ;  mais  la 
circonférence  ABCD  est  plus  petite  qiie  le 
eomour  du  polygone  qui  lui  est  cirowscrit: 
donc  la  circonférence  R'S'T'V'  esl  plus  petite 
que  )e  contour  du  polygone  cireonserit  au  cesv 
cle  EFGH;  mais  cette  cîrconférenGe  est  au 
contraire  plus  grande  ;  ce  qui  est  impossible  : 
donc  le  diamètre  BD  n-es^  point  au  diamètre  Ffi 
comme  la  circonférence  ABGD  est  à  une  cirr 
conférence  plus  grande  que  la  circcm£^rence 
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EFGH;  mais  on  a  démontré  que  le  diamètre 
ÂD  nVst  poÎDt  au  diamètre  F  H  comme  la  cir»- 
couféreBoe  ABC  D  est  à  une  circonférence  plus 
petite  que  la  circpnférence  ÈFGH  :  donc  le 
diaiiiètre  AB  est  au  diamètre  F  H  comme  la 
circonfér^ce  ABCD  est  à  la  circonférence 
EFGH. 

Doi^c  les  circQîiférences  de  cercles  sont  entre 
elles  comme  leurs  diamètres  ;  ce  qu'il  falloitdé** 
monurer. 

COROLtAIRE* 

Puisque  les  circonférences  de  cercles  sont 
en  truelles  comme  leurs  diamètres,  et  que  par 
conséquent  les  diamètres  des  cercles  sont  entre 
eux  comme  leurs  circonférences ,  il  est  évident 
que  si  l'on  connoisspit  le  diamètre  d'un  cer- 
cle e%  sa  circonférence ,  on  trouveroh  la  cir- 
conférence de  tout  autre  cercle  dont  le  dia- 
mètre seroit  coi^nu ,  en  faisant  la  proportion 
suivante  ;  Le  diamètrç  du  epraié  dont  on  con-^ 
aoît  la  circonférence  e$t  h  la  circonférence  de 
ce  cercle  coipine  le  diamètre  du  cercle  dont 
on  ne  çonnoit  pas  la  circonférence  est  à  la  cir^ 
conférence. de  ce  cercle»  Si  l'on  youloit  trouver 
1^  diamètre  d'un  cercle  dont  on  connoîtroit 
la  circonférence ,  on  feroit  la  proportion  sui- 
vante :  La  circonférence  du  cercle  dont  on 
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connoît  le  diamètre  est  au  diamètre  de  ce  éërcle 
comme  la  circonférence  connue  du  cercle  dont 
on  ne  connoit  pas  le  diamètre  est  au  diamètre 
de  ce  cercle*  Mais  il  est  impossible  de  trouver 
exactement  la  longueur  de  la  circonférence  d'un 
cercle  dont  le  diamètre  est  connu  ;  et  il  est  éga- 
lement impossible  de  trouver  exactement  le 
diamètre  d'un  cercle  lorsque  la  longueur  de  sa 
circonférence  est  donnée. 

PROPOSITION    IX. 

THEOREME. 

Un  cercle  étant  donné ,  on  peut  lui  circonscrira 
Mm  polygone  régulier  et  lui  inscrire  un  polygone 
semblable,  de  Tnanière  que  la  différence  des 
contours  de  ces  deux  polygones  soit  plus  petite 
qu'une  droite  donnée  quelque  petite  quelle  soit. 

Soit  ABCDEF  (fig.  225)  le  cercle  donné  et N 
la  droite  donnée  :  je  dis  qu'on  peut  circonscrire^ 
à  ce  cercle  un  polygone  régulier  et  lui  inscrire 
un  polygone  semblable ,  de  manière  que  la  diffé- 
rence des  contours  de  ces  deux  polygones  soit 
plus  petite  que  la  droite  donnée  N. 

Circonscrivons  au  cercle  ABCDEF  un  po- 
lygone régulier  A'B'C'D'E'F'  et  inscrivoHS-lui 
up  polygone  semblable  y  de  manière  que  leurs 


/- 
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côtés  soient  parallèles ,  et  du  centre  O  menons 
la  droite  OG'  perpendiculaire  sur  le  côté  A'B' 
du  polygone  circonscrit;  cette  droite  sera  aussi 
perpendiculaire  sur  le  côté  AB  du  polygone 
inscrit ,  à  cause  que  les  côtés  de  ces  deux  poly- 
gones sont  parallèles.  Puisque  les  contours  des 
polygones  réguliers  et  semblables  sont  entr'eux 
comme  les  perpendiculaires  menées  de  leurs 
centres  sur  leurs  côtés ,  le  contour  du  poly  ; 
gone  ABC  DE  F  sera  au  contour  du  polygone 
A'B'C'D'E'F'  comme  la  droite  OG  est  à  la 
droite  OG'.  Si  nous  circonscrivons  au  cercle 
ABCDEF  un  polygone  régulier  dont  le  nom- 
bre des  côtés  soit  double,  et  si  nous  lui  ins- 
crivons un  polygone  semblable,  si  nous  con- 
tinuons de  faire  toujours  la  même  chose ,  et  si 
nous  appelons  P'  le  contour  d'un  des  polygones 
cii*conscrits  et  P  le  contour  du  polygone  inS7 
crit  qui  lui  est  semblable  ;  si  nous  appelons  K 
la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  un  des 
côtés  du  polygone  circonscrit  et  ït  la  perpen- 
diculaire menée'  du  centre  sur  un  desx:ôtésf  du 
polygone  inscrit,  nous  aurons  la  proportion 
^suivante  : 

r  :  p  ::  R'  :  ft 
ou  bien 

F_P;P::R'^R.RV 

Gg 
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Cette  dernière  proposition  donnera  Féquatiûii 

suivante  : 

_Px(R--R) 

Mais  puisque  la  quantité  R'— R  qui  est  la  diffé- 
rence de  la  perpendiculaire  menée  du  centre 
sur  un  côté  des  polygones  circonscrits  et  de  la 
perpendiculaire  menée  de  ce  même  centre  sur 
un  côté  du  polygone  inscrit  qui  lui  est  sembla- 
ble diniinue  toujours  à  mesure  que  le  nombre 
des  cotés  des  polygones  circonscrits  et  inscrits 
augmente,  il  est  évident  qu'en  continuant  de 
circonscrire  au  cercle  ABCDEF  des  polygones 
réguliers  dont  le  nombre  des  côtés  soit  toujours 
double  et  de  lui  inscrire  des  polygones  sembla- 
bles, il  arrivera  nécessairement  que  la  quan- 

.      P 

tité  —  X  (  R'  —  R)  deviendra  plus  petite  que 
.  .R 

la  tjuantité  N  et  par  conséquent  que  la  quantité 
P' — P,  c'est-à-nlire  que  la  différence  des  con- 
tours d'un  polygone  régulier  circonscrit  et  d'uu 
polygone  semblable  inscrit. 

Donc  un  cercle  étant  donné ,  on  peut  lui  cir- 
conscrire un  polygone  régulier  et  lui  inscrire 
un  polygone  semblable ,  de  manière  que  la  diffé- 
rence des  contours  de  ces  polygones  soit  plus 
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pelîte  qu'une,  droite  donnée  N ,  quelque  petite 
qu'elle  soit  5  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

C   G    R   O   L   L    A  I    R  E. 

Puisqu'un  cercle  étant  donné ,  on  peut  lui 
circonscrire  un  polygone  régulier  et  lui  inscrire 
un  polygone  semblable ,  de  manière  que  la  difle- 
rence  des  contours  de.  ces  deux  polygones  soit 
plus  petite  qu'une  droite  donnée  N ,  quelque 
petite  qu'elle  soit  ;  et  puisque  le  contour  d'un 
polygone  circonscrit  est  toujours  plus  grand 
^e  là  cil-conférence,  et  que  le  contour  d'un 
polygone  inscrit  est  toujours  plus  petit  que 
cette  même  circonférence ,  il  est  évident  qu'on 
peut ,  à  plus  forte  raison,  circonscrire  à  un 
cercle. ou  lui  inscrire  un  polygone  régulier  de 
manière  que  la  différence  du  contour  du  poly- 
gone circonscrit  ou  du  polygone  inscrit  et  de 
la  cii'conférence  de  ce  cercle  soit  .plus  petite 
qu'une  droite  donnée  N,  quelque  petite  cju'elle 

soit.  r  . 
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PROPOSITION    X. 

p  KO  B  h  k  mz. 

Tfouyer  /«  cirtvnfêrence  approchée  d'un  ceHte 
dont  on  cohnoit  le  diamètre. 

Soit  ABCÏ)EP  (fig.  :i!î5)  un  cercle  dont  on 
connott  le  diamètre  AD  :  il  faut  trouver  la  cir- 
conférence approchée  de  ce  cercle. 

Inscrivons  dans  le  cercle  ÀBCDEF  un  exa- 
gone  régidier  et  circonscrivons-lui  im  polygone 
semblable,  de  manière  que  les  côtés  de  ces 
deux  polygones  soient  parallèles  ;  du  centre  O 
menons  la  droite  OG'  perpendiculaire  sur  le 
côté  A'B'  du  polygone  circonscrit;  cette  droite 
sera  aussi  perpendiculaire  sur  le  côté  AB^ 
parce  cjue  les  côtés  de  ces  polygones  sont  pa- 
rallèles. 

Puis<jue  les  côtés  d'un  hexagone  régulier  ins- 
crit dans  un  cercle  sont  égaux  chacun  au  rayon 
de  ce  cercle ,  le  contour  de  l'hexagone  inscrit 
dans  le  cercle  ABCDEF  sera  égal  au  rayon  OB 
multiplié  par  six. 

A  cause  que  le  triangle  0  GB  est  rectangle 
en  G  et  à  cause  que  la  droite  GB  est  égale  à  la 
moitié  de  'la  droite  AB ,  le  quarré  de  la  droite 
OG  est  égal  au  quarré  du  rayon  OB  moins  le 
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^airé  de  la  droite  de  GB  qui  égal  à  là  moitié 
du  rayon  :  donc  la  drqite  O  G  sera  égale  à  U, 
racine  quarrée  de  la  différence  du  quarra  du 
rayon  et  du  quarré  de  la  moitié  du  rayon. 

Les  deux  triangle^  AOB,  A' 08'  sout  9emt 
blaUes  :  donc  la  droite  O  G  est  à  ia  droite  OG' 
comme  la  droite  AB  est  à  la  (koite  A'B'  ;  doxxû 
la  droite  A'B'  est  égale  au  produit  de  la  droijbe 
AB  par  la  droite  O  G'  divisé  par  la  droit;^  OG  : 
donc  le  contour  de  rbeïagQ;ue)réguUer.^rç^ns-^ , 
crit  au  cercle  ÀBCDEF  m%  égal  h' ce  produit 
multiplié  par  sfx,      '  i. 

Le  contour  de  rhexugoûe  iASci4t  4ma  le  çerr 
clé  ABCDEF  est  plus  peut  que  la  circonférence 
de  ce  cercle,  et  leicontour  4^  l'heRa^OPe  çirco»»- 
crit  à  ce  cercle  est  au  cont^sâre  plui»  gr^d.  que 
M  woonférence.  Pour  avoir  uï»ô  prioim&  e  va^ 
leur  approchée  de  la  circonféreuce-dn  <:ercle 
ABCDEF,  ajoutûsas  les  dea%;  (piantités  aux- 
quelles les  contours  idu  ;]^lygimè  inscrit  et  da 
polygone  cicconsK&ni;>sont  ^g^les^  et  éprenons  la 
moitié'  de  leur  soipme  ;  la  moitié  d^^a  somme 
de  cesrdçux'  quaââés  sera  la  pnenpèré'  valeur 
apprœHée  de  k-oireon£écènce  A  B  <J  DE  F . 
"  Pour  avoir  HAe  seconde  vaèsur  qui  soit  plus 
àppreckéé^dé  la  ck-c;^féraiice  ABCDEF,  ins^ 
crivotts'dans  oetteslcinoian'ierénce'^n/dodéca-* 
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gôfie  régulier  et  circonscrivons-lui  ensuite  un 
polygone  semblable ,  de  manière  que  les  côtés 
de  ôes  deui  polygones  soient  parallèles.  Du 
centreO  menons  un  rayon  perpendiculâre  sur 
un  de^  icétés  KH  du  dodécagone  eirconserit, 
ce  raydâ  sera  aussi  perpendiculaire  sur  le  côté 
BO^  du  polygone  inscrit ,  puisque  les  côté»  de 
ces  polygones  sont  parallèles. 
•  Puisque  le  triangle  H  GB  est  reetangld  en  G , 
le  <|uarréi  du  côté  G'B  est  égal  au  quarré  de  la 
droite  GB  et  au  quarré  de  la  droite  G  G'  :  donc 
la  droite  G'B  égale  la  racine  quarrée  de  la  somme 
^s  quarrés  dé  la  droite  BG  qui  est  la  moitié  de 
la  droite  A  B  et  de  la  droite  GG'-qui  est  la  diffé- 
rence du  rayon  jG'O  et  du  rayon  OG.  Multi- 
pliant e!ettet*acine  par  douze  y  on  aura  le  con- 
tour du  dodécagone  réguBer  inscrit  dans^  le 
cercle  ABGDEF. 

-  Le  triangle  OgrB^  étatoe'^fWïlangle  en  g  ,  le 
quarré  de  la  droite  rOg^sera  égal  au  quarré  du 
rayon  OB  .moins  le  quarré  dèia  droite  Bg  :  donc 
la  droiteiO^  égale  la  ràcinercptarrée  de  la  diiSe- 
rence  du  ^parré  duirayontÛlB  et  du  quarré  de 
la  droite  B^  qui  estria  iiiioitiépde  la  dffbii»  fiGf . 
^  Les  d^uf' trîangles^^G'OBy>H0K.  sont  sem- 
blables :  donâJajdrQitë)Og>'BStia  lâ'droiteO^ 
comme >la  ^oite  BG'fiestUaùtlroite  £H  :  donc 
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la  droite  KH  est  égale  au  produit  de  la  droite  BG^ 
par  la  droite  Og  divisé  par  la  droite  Og  :  donc 
le  contour  du  dodécagone  régulier  circonscrit 
est  égal  à  ce  produit  multiplié  par  douzç.       ? 

Connoissant  les  contours  du  dodécagone  ré- 
gulier inscrit  dans  le  cercle  ABC  DE  F  et  du 
dodécagone  régulier  semblable  qui  lui  est  cir- 
conscrit 5  si  Ton  ajoute  ces  deux  quantités  et  si 
Ton  divise  leur  sonoone  par  deux ,  la  nK>itié  de 
la  somme  de  ces  deux  quantités  sera  une  se^ 
conde  valeur  qui  sera  plus  apppoéhée  de*  la 
circonférence  AB  C  DE  F. 

Si  Von  continue  d'inscrire  dans  la  circonfé*i 
rence  ABC  DE  F  et  de  lui  circonscrire  déis  po- 
lygones dont  le  nombre  des.  côtés  soit  toujours 
double,  si  l'on  fait  des  opérations. analogues  a 
celles  que  nous  venons  de  faire-,  et' si  Ton  re- 
présente le  rayon  par  un  nombre  quelconque  ; 
on  aura  des  valeurs  qui  seront  de  plus  en  plus 
approchées  de  la  circonférence  dbnt  on  coii- 
noît  le  (Ëamètreoule  rayon.  C'est  ainsi  qu'Ar-^^ 
cbimède  a  trouvé  que  la  circonférence  d'un 
cercle  dont  le' diamètre  est  7  égale  22  à  peu  dé 
chose  près,  et  qu'Adrien* Métius  a  trouvé  dans 
la  suite  que  la  circonférence  d'un  cercle  dont 
le  diamètre  est  n3  égale  355  à  très-peu  de^ 
chose  près. 
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PROPOSITION    XL 

T  H  B  O  R  Ê  H  E. 

Un  cercle  est  égal  à  un  triangle  rectangle  dont  un 
des  c6tés  de  Vangle  droit  est  égal  à  la  eircon" 
férence  de  ce  cercle  et  dont  Vautre  côté  de 

l'angle  droit  est  égal  au  rayon.  s 

Soient  le  cew^Ia  ABCD  (fig.  2^)  et  xm  trian-t 
gle  refH^iQgle  ^fG  dont  le  çQlé  FG  soit  égal  à 
la  àxçaaïérex^e  ^q  ce  corcle  çt  dcmt  le  côté  £F 
soit  égal  à  son  rayon  :.  jç  dis  ç^^  \e  eercle  ABGO 
^t  égal  au  triangle  EFQ. 

Car  si  c^la  n'est  pqmt,  le  irianglie  EFG  sera 
plus  p^tit  ou  plus  gr^pd  4iie  le  cercle  ABCDJ 
Supposons  d's^prd  qu§  1#  triwglr  S^FG  ^oit  plus 
petit;  que  le  cercle  ABÇP  ,j9t  Ç^'il  3oit  égal  à 
un  cercle  plus  psti*»  4f^oM*  a»  eercle  H  KLM. 
Inscrivop3  da^fs  ïç  ç^e}(?.ASCDufi  polygone 
régulier  dpot  le^  paté$  ^pi^pt  pairs  en  nombre 
et  ne  toiic))ent  poi])(  la  iQircoaférence  HKLM;r 
^u  centre. O  ^eppns  sup  le  coié  ABf  la  perpen-^ 
diculairç  OP,  le  pelygop^  inscrit  est  égal  à  un 
triaqgle  reqt^pglg  dpm  na  dos  c6\é^  de  Fangle 
droit  est  égial  à  la  soi^me  d^s  (SOiés  de  ce  po^ 
lygone  et  don(  l'autre  cô(é  de  Tangle  droit  est 
égal  à  la  perpendiculaire  PO.  Mais  le  conloup 
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xlil  polygone  inscrit  est  phis  petit  que  la  cir- 
conférence du  cercle  ABCD  et  la  pcrpendicur- 
Jaire  PO  est  plus  petite  que  le  rayon  de  ce 
cercle  :  donc  ce  polygone  est  plus  petit  que  le 
triangle  EFG  dont  le  côté  F  G  est  égal  à  la  cir- 
conférence du  cercle  ABCD  et  dont  le  côté 
E  F  est  égsJ  au  rayon  de  ce  même  cercle.  Mais , 
par  supposition 7  le  triangle  EFG  est  égal  au 
cercle  H  KLM  :  donc  le  polygone  inscrit  est 
plus  petit  que  ce  même .  cercle  $  mais  au  con^ 
traire  il  est  plus  grand;  ce  qui  est  impossible  : 
donc  le  triangle  EFG  n'est  pas  plus  petit  que 
le  cercle  ABCD. 

SupposQils  en  second  lieu  que  le  triangle 
EFG  soit  plus  grand  que  lé  cercle  ABCD>  «t 
qu'il  soit  égal  au  cercle  H'K'L'M^  Çirconscri* 
vous  au  cercle  ABCD  un  polygone  régulier 
dont  les  côtés  soient  pairs  en  nombre  et  ne 
rencontrent  point  la  ciroçnférepce  H'K'L'M'j  - 
du  centre  O  menons  au  point  de  contact  P'  le 
icayon  OP'.  Le  polygone  circonscrit  est  égal  à 
un  triangle  rectangle  dont  un  d;es  côtés  de  l'an- 
gle droit  est  égal  au  contour  de  ce  polygone  , 
et  dont  Tautre  côté  de  l'angle  droit  est  égalau 
rayon  OP'.  Mais  le  contour  du  polygone  cir- 
conscrit «î5t  plus  grand  que  la  circonférence  du  " 
i;epcle  ABCD  :  donc  le  polygone  circonscrit  est 
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plus  grand  que  le  triangle  EFG  dont  Te  côt^ 
F  G  est  égal  à  la  circonférence  du  cercle  ABC  D 
et  dont  le  côté  EF  est  égal  au  rayon  de  ce 
même  cercle.  Mais ,  par  supposition,  le  triangle 
EFG  est  égal  au  cercle  H'K'L'M':  donc  le  po- 
lygone circonscrit  est  plus  grand  que  le  cercle 
H'K'L'M';  mais  au  contraire  ce  polygone  est 
plus  petit  ;  ce  qui  est  impossible  :  donc  le  trian- 
gle EFG  n'est  pas  plus  grand  que  le  cercle 
ABGD;  mais  on  a  démontré  qu'il  n'est  pas  plu» 
petit  :  donc  il  lui  est  égal. 

Donc  la  surface  d'un  cercle  est  égale  à  un 
triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  Tangle 
droit  est  égal  à  la  circonférence  de  ce  cercle 
et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  est  égal  à 
son  rayon  ;  ce  qu'il  falloit  di^ontrer. 

PROPOSITION    XI L 

THÉORÈME. 

Un  secteur  de  cercle  est  égal  à  un  triangle  dont 
un  des  cotés  de  l'angle  droit  est  égal  à  Varc 
compris  par  les  deu^  rayons  de  ce  secteur  et  dont 
l'autre  côté  de  l'angle  droit  est  égal  au  rayon 
de  ce  cercle. 

Soit  le  secteur  ANO  (fig.326)  et  le  triangle 
rectangle  EFG'  dont  le  côté  FG'  de  l'angle  droit 
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est  égal  à  l'arc  AN  et  dont  l'autre  côté  EF  de 
l'angle  droit  est  égal  au  rayon  du  cercle  ABCD  : 
je  dis  que  le  triangle  EFG'  est  égal  au  secteur 
ANO. 

Prolongez  le  côté  F  G'  et  faites  le  côté  F  G 
égal  à  la  circonférence  du  cercle  ABCD,  et 
menez  la  droite  EG'. 

Puisqu'un  cercle  est  à  un  secteur  de  ce  cercle' 
connue  la  circonférence  entière  est  à  l'arc  com- 
pris par  les  deux  rayons  de  ce  secteur ,  le  cercle 
ABCD  est  au  secteur  ANO  comme  la  circon- 
férence du  cercle  ABCD  est  à  l'arc  AN  ;  mais 
la  circonférence  du  cercle  ABCD  est  égale  à  la 
droite  FG,  par  supposition ,  et  l'arc  AN  égal 
aussi  à  la  droite  F  G'  :  donc  le  cercle  ABCD  est 
au  secteur  ANO  comme  la  droite  F  G  est  à  la 
droite  F  G';  mais  le  triangle  EFG  est  au  trian- 
gle EFG'  comme  la  droite  F  G  est  à  la  droite 
F  G  :  donc  le  cercle  ABC  D  est  au  secteur  ANO 
comme  le  triangle  EFG  est  au  triangle  EFG': 
donc  y  en  échangeant  les  plans  des  moyens,  le 
cercle  ABCD  est  au  triangle  EFG  comme  le 
secteur  ANO  est.au  triangle  EFG';  mais  le 
cercle  ABCD  est  égal  au  triangle  EFG  :  donc 
le  secteur  ANO  est  égal  au  triangle  EFG'. 

Donc  la  surface  d'un  secteur  est  égale  à  un 
triangle  rectangle  donj  \m  des  côtés  de  l'angle 
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\t  égal  à  l'arc  compris  par  les  rayons  dç 
c#  Sur  et  dont  l'autre  côté  de  l'anjgle  droit 

est  égal  au  rayon  de  ce  secteur  ;  ce  qu'il  falloilr 
démontrer. 

PROPOSITION    XIIL 

THÉORKME. 

'  Lès  cercles  sont  entr^eux  comme  les  quarrés 
de  leurs  rayons. 

Soient  les  deux  cercles  ABCD,  FGHS 
(fig.  327)  :  je  dis  que  le  cercle  ABÇD  est  au 
cercle  FGHK  comme  le  quarré  du  rayon  AE 
est  au  quarré  du  rayon  FL. 

Supposons  que  le  côté  NO  de  l'angle  droit 
du  triangle  rectangle  MNO  soit  égal  à  la  cir- 
iconférence  du  cercle  ABCD,  que  Fautive  côté 
MN  de  l'angle  droit  soit  égal  au  rayon  du  même 
cercle  :  supposons  ensuite  que  le  côté  QR  de 
l'angle  droit  du  triangle  rectangle  PQR  soit 
égal  à  la  circonférence  du  cercle  FGHK  et 
que  l'autre  côté  PQ  de  l'angle  droit  du  même 
'ti;iangle  soit  égal  au  rayon  du  même  cercle. 

Puisque  les  droites  NO,  QR  sont  égales  aux 
circonférences  des  cercles  ABCD ,  FGHC ,  que 
les  droites  MN,  PQ  sont  égales  aux  rayons  de 
ces  cercles,  et  que  lés  circonférences  des  cer- 
cles sont  entr'eUes  comike  leurs  rayons ,  Je  côté 
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NO  sera  au  côté  QR  comme  le  coté  MN  est 
au  côté  PQ  ;  mais  les  angles  N,  Q  sont  droits  : 
donc  les  deux  triangles  MNO,  PQR  sont  sem- 
blables ;  mais  les  triangles  semblables  sont  entre 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homo- 
logues :  donc  le  triangle  MNO  est  au  triande 
PQR  comme  le  quarré  du  côté  MN  est  au 
quarré  du  côté  homolgue  PQ;  mais  le  cercle 
ABCD  est  égal  au  triangle  MNO,  te  cercle 
FGHK  égal  au  triangle  PQR,  le  côté  MN 
égal  au  rayon  AE ,  et  le  côté  PQ  égal  au  rayott 
FL  :  donc  le  cercle  ABCD  est  hM  cercle  FGHK 
Comme  le  quarré  du  rayon  A£  çst  au  quarré  du 
rayon  FL. 

Donc  les  cercles  sont  eulr'eun  Comme  les 
quarrés  de  leurs  rayons;  cç  qu'il  falloit  dé-* 
montrer. 

COKOJLLAïaS. 

II  suit  iliainfestement  de  là  que  les  secteurs 
Semblables  sotit  aussi  eutr'eux  comme  les 
quarrés  de  leurs  rayons.  En  effet  ces  lecteurs 
sont  égaux  à  des  triangles  rectangles  semblables 
qui  sont  entr^etix  comme  les  quarrés  de  leurâ 
côtés  homolc^es  ;  mais  parmi  ces  côtés  homo- 
logues il  en  est  qui  soîit  égau^  aul  rayons  dei 
ces  cerctes  :  dbnc  les  secteurs  senJblabtes  sont 
èntr'eux  comme  les  quarfëd  de  leurs  rayons. 
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PROPOSITION    XIV; 

T  H  i  O  R  E  M  K.  t 

La  surface  convexe  d'un  cylindre  droit  est  égale 
à  un  rectangle  dont  la  base  est  égale  à  la  cir-- 
conférence  de  la  base  du  cylindre  et  dont  la 
hauteur  est  égale  à  celle  du  cylindre. 

Soit  le  cylindre  droit  A Q  (fig.  326)  dont  la 
base  est  le  cercle  AB C  D  et  dont  la  hauteur  est 
la  droite  OQ  qui  est  en  même  tems  Taxe  du  cy- 
lindre ;  soit  le  rectangle  RT  dont  la  base  ST 
efitt  égale  à  la  circonférence  de  la  base  de  ce 
cylindbre  et  dont  la  hauteur  RS  est  aussi  égale  à 
celle  de  ce  m^necylîndre  :  je  dis  que  la  sur- 
face convexe  du  cylindre  droit  est  égale  ani  rec- 
tangle RT. 

Car  si  le  rectangle  RT  n'est  point  égal  à  la 
surface  convexe  de  ce  cylindre,  ce  reotangle 
sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  la  surface 
cpniyexe  de  ce  même  cylindre. 

Supposons  d'abord  que  ce  rectangle  soit  plus 
petit  que  la  sur&ce  convexe  de  ce  cylindre  et 
qu'il  soit  égal  à  la  surface  d'un  cylindre  plus 
petit,  savoir  au  cylindre  HQ. 

Dans  la  circonférence  de  la  base  du  cylin- 
dre AQ  inscrivons  un  polygone  régulier  qm  n^ 
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touche  point  la  circonférence  dé  la  base  du 
cylindre  HQ.  Imaginons  que  ce  polygone  soit 
la  base  d'un  prisme  droit  inscrit  dans  le  cylin^ 
dre  AQ,  la  surface  de  ce  prisme,  sans  y  cotn- 
prendre  ses  deux  bases ,  est  égalé  à  un  rectan- 
gle dont  la  base  est  égale  à  la  somme  des  côtés 
de  la  base  de  ce  prisme  et  dont  la  hauteur  est 
la  droite  OQ.  Mais  le  contour  du  polygone  ins- 
crit est  plus  petit  que^la  circonférence  ABCD: 
âonc  la  surface  de  ce  prisme^  sans  y  compren- 
dre ses  deux  bases  ^  est  plus  petite  que  le  rec^ 
t angle  RT.  Mais,  par  supposition,  ce  rectangle 
est  égal  à  la  surface  convexe  du  cylindre  HQ: 
donc  la  surface  du  prisme,  sans  y  comprendre 
ses  deux  bases ,  est  plus  petite  que  la  surface 
convexe  du  cylindre  HQ.  Mais  au  contraire  la 
surface  de  ce  prisme ,  sans  y  comprendre  ses 
deux  bases ,  est  plus  grande  que  la  surface  con^ 
v€xe  de  <;e  cylindre  :  donc  le  rectangle  RT 
n'est  pas  plus  petit  que  la  surface  convexe  du 
cylindre  HQ. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  rectangle 
B.T  soit  plus  grand  que  la  surface  convexe  du 
cylindre  AQ  et  qu'il  soit  égal  à  la  surface  con- 
vexe d'un  cylindre  plus  grand,, savoir  au  cy- 
lindre H' Q;  autour.de  la  circonférence  de  la 
base  ABCD  décrivons  un  polygone  régulier 
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dont  les  c<^tés  ne  rencontrent  point  la  eîrcon-^ 
férence  de  la  base  H^K'MX^  ;  îmagmons  que  ce 
polygone  soit  la  base  d'un  prisme  circonscrit  au 
cylindre  AQ  ;  la  surface  de  ce  prisme,  sans  y  com- 
prendre ses  deux  bases,  est  égale  à  un  rectan- 
gle qui  a  pour  base  une  droite  égale  à  la  somme 
des  côtés  de  ce  polygone  et  pour  hauteur  la 
droite  OQ;  mais  le  contour  du  polygone  cir- 
conscrit est  plus  grand  que  la  circonférence 
ABCD  :  donc  la  surface  de  ce  prisme,  sans  y 
comprendre  les  deux,  bases ,  est  plus  grande 
que  celle  du  reétangle  KT;  mais  par  supposi- 
tion le  rectangle  RT  est  égal  à  la  surface  con- 
vexe du  cylindre  H'Q  :  donc  la  surface  de  ce 
prisme ,  sans  y  comprendre  ses  deux  bases ,  est 
plus  grande  que  la  surface  conyexe  du  cylindre 
H'Q;  mais  au  contraire  la  surfece  de  ce  prisme, 
sans  y  comprendre  les  deux  bases ,  est  plus 
petite  que  la  surface  du  cylindre  H'Q;  ce  qui 
est  impossible  :  donc  le  rectangle  RT  n'est  pas 
plus  grand  que  la  surface  convexe  du  cylindre 
ÂQ.  Mais  nous  avons  démontré  que  ce  rectan- 
gle n'eist  pasi  plus  petit  que  cette  surface  :  donc 
le  rectangle  RT  est  égal  à  la  surface  convexe , 
du  cylindre  AQ. 

Donc  la  surface  convete  du  cylindre  droit 
est  égale  à  un  rectangle  dont  la  base  6st  égale 
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a  la  circonfSrence  de  la  base  de  ce  cylindre  çt 
•dont  îa  hauteur  est  éjgale  à  celle  de  ce  même 
cyliadre  ;  ee  qu'3  faUoit  démontrer. 

<:  o  K  o  1*  t-  A  1  R  ïf . 

Il  suit  manifestement  de  là  ^e  les  surfaces 
iC(mve%es  deç  cylindres  droit§  et  siemblaMes  sont 
;€ntr' elles  comme  les  quarrës  des,  diamêtreç  de 
leurs  basç$  ;  ciir  puisque  les  surf^^^  coTnre3Le5  des 
-cylindre*  droits  et  semibl^bles  «ont  égales  à  des 
rcfctangles  dont  les  bases  sont  égales  aux  circon- 
férences des  basés  de  ces  cylindres  et  dont  ïes 
liauteurs  sont  alissi  égales  au^  hauteurs  de  ces 
fiiémes  cylindres ,  et  puisque  les  circonférences 
des  bases  des  cylindres  droits  et  semblables  sont 
propordonnelles  aux  hauteurs  de  ces  mémèi 
cylindres ,  îl  est  évident  que  les  rectangles  qui  . 
:sont  égau^  aux  surfaces  convexes  des  cylindres 
'droits  et  sembl£S)les2  sont  desfigur'es  senJ^lables, 
puisque  leurs  basés  sont  proportionnelles  à  leurs 
'hauteurs  :  dbttc  ces  rectangles  sont  entr'eux 
^omme  les  quaiVés  de  leurs  bases  ;  mais  ces  rec- 
tangles semblables  sont  égaux  aux  surfaces  con- 
vexes de  ces  ^yfindres  et  les  bases  de  ces  rec- 
tangles sont  égales  aux  circonférences  des  bases 
•de  ces  mêmes'  cylindres  :  donc  les  surfaces  con- 
vexes des  cvliûdres  droits  et  semblables  sont 

ah 
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entr'elles  comme  les  quarrés  des  circonférenees 
de  leurs  bases ,  et  par  conséquent  comme  le$ 
quarrés  des  diamètres  de  leurs  bases. 

PROPOSITION  .XV. 

THiORiME. 

Un  cylindre  droit  ou  oblique  est  égal  à  un  parais 
lélépipède  dont  la  base  et  la  hauteur  sont  égales 
à  la  base  et  à  la  hauteur  de  ce  cylindre^ 

Soit  le  cylindre  AQ  (fig.  226)  dont  la  base  esC 
le  cercle  ABCD  et  dont  l'axe  est  la  droite  OQ; 
soit  aussi  un  parallélépipède  RY  (fig.  228)  donc 
la  base  et  la  hauteur  soient  égales  à  la  base  et 
à  la  hauteur  du  cylindre  AQ  :  je  dis  ^ue  le  pa- 
.  rallélépipède  RV  est  égal  au  cylindre  AQ. 

Car  si  le  parallélépipède  RV  n'est  pas  égal  au 
cylindre  AQ ,  ce  parallélépipède  sera  égal  à  uu 
cylindre  plus  petit  ou  à  un  cylindre  plus  grand  • 

Suppo^ns  d'abûi*d  que  le  parallélépipède  RY 
soit  plus  petit  que  le  cylindres  AQ  et  qu'il  soit 
^al  à  un  cylindre  plus  petit ,  au  cylindre  HQ, 
par  exemple.  Dans  la  circonférence  de  la  base 
ABCD  inscrivons  un  polygone  régulier  qui  ne 
touche  point  la  circonférence  dé  la  base  HJLLM^ 
et  nnaginons  que  ce  polygone  régulier  soit  la 
base  d'un  prisme  inscrit  dans  le  cylindre  AQ. 
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Puisque  la  base  du  polygone  inscrit  est  plus 
petite  que  la  base  du  cylindre  A  Q  et  que  la 
base  du  cyliildre  AQ  est  égale  à  la  basé  du  pa- 
rallélépipède rectangle  RV,  la  base  du  prisme 
inscrit  sera  plus  petite  qiie  la  base  du  parallé- 
lépipède RV;  mais  le  prisme  inscrit  et  le  ^aral'^ 
lélépipèdé  RV  ont  la  même  hauteur  :  donc  le 
prisme  inscrit  est  plus  petit  que  le  parallélépi- 
pède RV^  mais  nous  avons  supposé  que  le  pa« 
rallélépipède  RV  étoit  égal  au  cylindre  HQ  : 
donc  le  prisme  inscrit  est  plus  petit  que  le 
cylindre  HQ>  mais  au  contraire  le  prisme  ins- 
crit est  plus  grand  que  le  cylindre  HQ ,  puisque 
ce  prisme  contient  ce  cylindre  ;  ce  qui  est  im- 
possible :  donc  le  parallélépipède  rectangle  R  Y 
n'est  pas  plus  petit  que  le  cylindre  AQ. 

Supposons  à  présent  que  le  parallélépi{>ède 
rectangle  RV  soit  plus  grand  que  le  cylindre  AQ 
et  qu'il  soit  égal  à  un  cylindre  plus  grand ,  au 
cylindre  H'Q,  par  exemple.  A  la  circonférence 
de  la  base  ABCD,  circonscrivons  un  polygone 
régulier  dont  les  côtés  ne  rencontrent  point  la 
circonférence  de  la  base  H'K'L'M^  et  imagi- 
nons que  ce  polygone  régulier  soit  la  base  d'un 
prisme  circonscrit  au  cylindre  AQ;  la  base  du 
prisme  circonscrit  est  plus  grande  que  la  base  du 
cylindre  AQ;  mais  la  base  du  cylindre  AQ  est 
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^gale  à  la  tase  du  parallélépipéd^rectafogleU  V  : 
^onc  la  base  <lu  prisme  -circonscrit  est  plus 
grande  ^e  la  base  du  parallélépipède  rectangle 
R  V  ;  maïs  le  prisme  inscrit  et  le  parallélépipède 
rectangle  RV  ont  la  même  hauteur  :  donc  le 
prisme  circonscrit  est  plus  grand  que  le  para)*- 
lélépipède  rectanglfe  RV;  mais  nous  avons  sup- 
|)0sé  que  ce  parallélépipède  rectangle  étoit  égal 
^u  cylindre  H'Q  :  donc  le  prione  circonscrit  est 
plus  grand  que  le  cylindre  H'Q;  mais  au  con- 
traire le  prisme  <;irconscrit  est  plus  petit  que  le 
tylindre  H'Q ,  car  ce  prisme  est  ccmtenu  dans 
^e  cylindre  ;  ce  qui  est  impossible  :  donc  le  pa«> 
rallélépipède  rectangle  RV  n'est  pas  plus  grand 
que  le  cylindre  AQ  ;  mais  on  a  démontré  qu'il 
n'est  pas  plus  petit  :  donc  le  parallélépipède 
rectangle  RV  est  égal  au  cylindre  AQ. 
,    Donc  un  cylindre  droit  ou  oblique  est  égal 
i  un  parallélépipède  dont  la  base  et  la  hauteur 
sont  égales  à  la  base  et  à  la  hauteur  de  ce  cy-* 
lindre]  ce  qvCîl  fàlloit  démouirer. 


PROPOSITION    XVE 

T  A  É  o  R  ir  M  s:. 

JB«x  cylindres  droits  ou  obliques  qui  ont  dès  Baser 
égales  sont  ^ntr'eujc  comme  leurs  hauteurs  ^  et 
ceu^  qui  ont  des  hauteurs  égales  sont  enufeux^ 
comme  leurs  bases* 

Car  puisqu'ils^  cjiimîre  est  égal  a  nir  parallé- 
lépipède dont  la  base  et  la  hauteur  sont  égales^ 
a. la  base  etk  la, hauteur  de  ce  cyiîndre,  il  est 
évident  (jue  les  cylindre»  sont  entreux  ooDune^ 
lès  parallélépipèdes  qui  ont  des  bases  et  dès  hau- 
teurs égales  aiix  bases  et  aux  hauteurs  de  ces- 
cylindres.  Mais  les  parallélépipèdes  qui- ont  des^ 
bases  égalés  sont  entr'eux  comme  lèurS'  hau- 
teurs :  donc  lès  cylindres  qui  ont  des  bases- 
égalés- sont  entr  eux  comme  lès*  hauteurs  des- 
parallélépipèdes qui  ont  des  bases  et  dés  hau-- 
teurs  égales  aux  bases  et  aux  hauteursdè  ces- 
eylindre»;  c'est-à-dire  que  les  cjdindresqui  onr 
des  bases  égal^s^  sont  entr  eux  comme^  lem*s^ 
hauteurs^ 

Puisque  iès  cylincfres  sont  entr'ccix  eomme^ 
lès  parallélépipèdes  qui  ont  des  bases  et  des- 
hauteurs  égales  aux  bases  et  aux  hauteur»  dé- 
cès cylindres,  et  que  les* parallélépipèdes  qul^ 

S* 
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ont  des  hauteur^  égales  sont  entr'etix^  comme 
leurs  bases  )  il  est  évident  que  les  cylindres  qui 
ont  des  hauteurs  égales  sont  entr'eux  comme 
les  bases  des  parallélépipèdes  qui  ont  des  bases 
et  des  hauteurs  égales  aux  bases  et  aux  bau- 
ieurs  de  ces  cyUndres;  c'est-à-dire  que  les  cy- 
lindres qui  ont  des  hauteurs  égales  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases. 

Donc  les  cylindres  droits  oi|  obliques  qui  ont 
des  bases  égales,  sont  entr'eux  comme  leur» 
hauteurs ,  et  ceux  qui  ont  des  hauteurs  égales 
sont  entr'eux  comme  leurs  bases  ^  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

PROPOSITION    XVI  L 

T  n  i  o  K  z  M  t^ 

Les  cylindres  semblables,  droits  ou  obliques  j  sont 
entr'eux  comme  les  cubes  des  diamètres  de  leurs 
hases..  . 

Que  les  cylindres  qui  ont  pour  bases  les  cer- 
cles ABC  ,  DEF  (fig,  328) ,  pour  diamètres 
de  leurs  bases  les  droites  AC,  DF,  et  pour 
axes'  les  droites  ùH,  KL,  soient  semblables 
entr^eux  :  je  dis  que  ces  deux  cylindres  sont 
entr'eux  comme  les  cubes  des  diamètres  de 
leurs  bases  AC ,  DF. 
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.  Construisez  les  deux  parallélépipèdes  rectau'- 
gles  MP ,  RY  dont  les  bases  soient  des  quarrés^ 
que  la  base  et  la  hauteur  du  premier  soient  égales 
à  la  base  et  à  la  hauteur  du  cylindre  ÂH ,  et  que 
la  base  et  la  hauteur  du  second  soient  égales  à 
la  base  et  à  la  hauteur  du  cylindre  DL.. 
-  Puisque  le  cercle  ÂBC  est  égal  au  quarré 
WP  et  que  le  cercle  DEF  est  égal  au  quarré  S  V, 
le  cercle  ABC  sera  au  quarré  NP  comme  le 
cercle  DEF  est  au  quarré  S V  r  donc ,  en  échan- 
geant les  places  des  moyens ,  le  cercle  ABC  sera 
au  cercle  DEF  comme  le  quarré  NP  est  au 
quarré  SV»  Mais  le  cercle  ABC  est  au  cercle 
DEF  comme  le  quarré  du  diamètre  AC  est  au 
quarré  du  diamètre  D F,  et  le  quarré  NP  est 
au  quarré  S  V  comme  le  quarré  du!  côté  NO  est 
au  quarré  du  côté  ST  :  don^e  le  quarré  du  dia- 
mètre AG  est  au  quarré  du  diamètre  DF  comme 
le  quarré  du  côté  NO  est  au  quarré  du  côté  ST  : 
donc  le  diamètre  AC  est  au  diamètre  DF  comme 
le  côté  NO  est  au  côté  ST.  Mais  puisque  la 
hauteur  da  cylindre  AH  es|  à  la  hauteur  du 
cylindre  DL  comme  le  diamètre  AC  est  au.diai<- 
mètre  DF  et  que  le  côté  MN  est  égal  à  la 
hauteur  du  cylindre  AH  et  le  côté  R  S  égal  à 
la  hauteur  du  cylindre  DL,  le  diamètre  AG 
sera  au  diamètre  DF  comme  le  côté  MN  est» 

4 
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9iVt  côté  RS  ]  mab  oa  a  démontre  que  le  âHè^ 
mètre  AC  est  au  diamètre  DF  eomme  ïé  côte 
NO  est  au  côte  RS  :  donc  le  c^e  NO  est  a» 
cote  ST  comme  le  eôté  M N  est  an  eote  RS  i 
donc  lefs.  côtés  des  parallélépipèdes  reeian^es 
MP^  RV  sont  proportionnels  :  donc  ces^patai^^^ 
lélépipédes  soùt  semblaMes  :  donc  le»  parafiez 
lépipèdes  MP,  RV  sont  entr'em  comme  lei 
tubes  de  leurs  côtés  homologues  NO,  ST;  mai^ 
le  côté  N  O  est  au  côté  ST  comme  le  <fiamètre 
AC  est  du  diamètre  DF  :  donc  te  eube  du  côté 
NO  est  au  cube  du  eotéST  comme  lé  cube  du 
dîraiètre  AC  etst  an  côté  du  diamètre  DF  :;dono 
les  parallélépipèdes  MF,  RV  sont  entr^eui 
comme  les  cubes  des  diamètres  AC ,  DF,-  mai» 
lés  paràlléléfÂpédes  MP  y  RV  sont  égaux  aux 
cylindres  AH,  DL,  chacun  à  chacun  z  donc  les. 
cylindres  AH,  DL  sont  eatr'eux  comme  les  cube» 
de  leurs  diamètres  AC,  DF. 

Donc  les  cylindres  semblables ,  droits  ou  oblp- 
qucs-,  sont  entr*eux  comme  les  cubes  des  dia- 
mètres de  leurs  bases;  ce  ^'il  falloil;  démoBr- 
.  trer^ 


A  LA  6£OM.    P'EUCLIDE.       489 

PROPOSiTÏON    XVIÏL 

T  H  i  o  a  Ê  »  K, 

£a  surface  connexe  d^un  cÔne  droit  est  Sgateàun 
triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  V angle 
droit  est  égal  à  la  circonférence  de  la  base  de 
ce  cône ,  et  dont  Vautre  côté  de  l'angle  droit  est 
égal  au  côté  de  ce  même  cône»     v 

Sent  le  cône  droit  AQ  (fîg.  ^29}  doal  la  Base 
est  le  cercle  ABCD  et  dont  le  sotnmet  est  le  ppîm 
Q;  soit  aussi  le  triangle  rectan^e  EFG  d^nc 
nn  des  côtes  FG  de  l'angle  droit  est^egal  à  la 
circonférence  de  ta  base  du  cône  AQ  et  -demi 
l'autre  côte  de  Tangle  droit  est  égal  au  ç6té 
dexe  cône  :  je  dis  que  la  surface  convexe  du 
cône  AQ  est  égale  au  triangle  rectangle  EFG. 

Car  si  le  triangle  rectangle  EFG  n'etst  pas^ 
égal  à  la  surface  convexe  du  cône  droit  AQ  ^^ce 
triangle  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  la 
,$urface  convexe  de  ce  cône» 

.Supposons' d'abord  que  le  triangle  rectangle 
EFG  soit  plus  petit  que  la  surface  convei^e  du 
cône  AQ^  et  qu'il  soit  égal  à  la  surface  convexe 
du  cône  plus  petit ,  à  la  surface  convexe  du  cône 
HQ,  par  exemple.  Dans  la  circonférence  de 
Jb  base  A  6  C  O  inscrivons  un  polygone  régu- 
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lier  qui  ne  touche  point  la  circonférence  de  b 
base  H  KL  M,  et  imaginons  que  ce  polygone 
régulier  soit  la  base  d'une  pyramide  inscrite 
dans  le  cône  AQ  ;  la  surface  de  la  pyramide 
AQ ,  san$  y  comprendre  sa  base ,  est  égale  à  un 
triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  Fan- 
gle  droit  est  égal  au  contour  de  la  base  de 
cette  pyramide  et  dont  l'autre  côté  dfe  l'angle 
^oit  est  égal  à  la  perpendiculaire  menée  du 
sommet  de  cette  pyramide  sur  un  des  côtés  de 
sa  base  ;  mais  le  contour  de  la  base  de  la  py- 
ramide inscrite  est  plus  petit  que.  la  circon- 
férence de  la  base  du  cône  AQ  qui  est  égal  à 
un  des  côtés  de  l'angle  droit  du  triangle  EFG 
et  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  de  la 
pyramide  sur  un  des  côtés  de  sa  base  est  plus 
courte  que  le  côté  du  cône  AQ  qui  est  égal  à 
l'autre  côté  de  l'angle  droit  du  triangle  rectan-^ 
g^  EFG  :  donc  la  surface  de  la  pyramide  ins^ 
crite ,  sans  y  comprendre  sa  base ,  est  plus  petite 
que  le  triangle  rectangle  EFG.  Mais  nous  avons 
supposé  que  le  triangle  rectangle  EFG  est  égal 
à  la  surface  convexe  du  cône  HQ  :  donc  la  sur- 
face de  la  pyramide  inscrite,  sans  y  compren*- 
dre  sa  base ,  est  plus  petite  que  la  surface  con^ 
vexe  du  cône  HQ  ;  mais  au  contraire  la  surface 
de  la  pyran:ude  inscrite ,  sans  y  comprendre  sa 
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base,  est  plus  grande  que  la  surface  convexe  dut 
cône  HQ  ;  ce  qui  est  impossible  :  donc  le  trian- 
gle rectangle  EFG  n'est  pas  plus  petit  que  la 
surface  convexe  du  cône  AQ. 

Supposons  à  présent  que  le  triangle  rectan^ , 
gle  EFG  soit  plus  grand  que  la  surface  convexe 
du  cône  AQ ,  et  qu'il  soit  égal  à  la  surface  con-^ 
Vexe  d'un  cône  plus  grand,  à  la  surface  convexe 
du  cône  H'  Q ,  par  exemple  ;  autour  de  la  circon- 
férence de  la  base  du  cône  AQvdécrivons  un 
polygone  régulier  dont  les  côtés  ne, rencontrent 
pas  la  circonférence  de  la  base  du  cône  H'  Q ,  et 
imaginons  que  ce  polygone  soit  la  basç  d'une 
pyramide  circonscrite  au  côneÂQ;  la  surface  de 
Cette  pyramide ,  sans  y  comprendre  sa  b9se ,  est 
égale  à  un  triangle  rectangle  dont  un  des  côtés 
de  l'anglç  droit  est  égal  au  contour  de  la  basé 
de  cette  pyramide  et  4ont  l'autre  côté  de  l'angle 
droit  est  égal  à  la  perpendiculaire  menée  du 
sopmet  sur  un  des  côtés  de  la  base  de  tette 
pyramide  ;  niais  le  contour  de  la  pyramide  cir- 
conscrite au  cône  AQ  est  plus  grand  que  la 
circonférence  de  la  base  du  cône  AQ,  qui  est 
égal  à  uii  des  côtés  F  G  de  l'angle  droit  du  trian- 
gle rectangle  EFG ,  et  la  perpendiculaire  menéo 
du  sommet  de  la  pyramide  sur  un  côté  de  sa  base 
est  plus  grande  que  le  côté  du  cône  AQ  qui  est 
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égal  à  Tautre  càte  de  l'angle  droit  :  donc  la  snr^ 
ùice  de  la  pyramide  circonscrite  an  cône  AQ^ 
•ans  y  comprendre  sa  base ,  est  plus  grande  qiie 
le  triangle  rectangle  £FG;  mais  nons  arons  sup^ 
pose  (pxe  le  triangle  rectan^e  E  FG  est  égal  ^  la 
surfaee  convexe  du  cône'  B!Q  :  donc  la  surface 
de  cette  pyramide ,  san»  j  comprendre  sa  base  ^ 
est  plus  grande  que  la  surface  convexe  du  cônr 
H'Q  ;  mais  au  contraire  la  surface  de  cette  pyra*- 
nûde  est  plus  petite  que  la  surface  du  cône  H'  Q  ; 
ce  tpÂ  est  impossible  t  donc  ie  triangle  rectangle* 
EF6  n'est  pas  plus  grand  que  la  surfiice  cQn«- 
veie  du  cône  AQ  ;  mais  nous  avons  démontre 
que  ce  triangle  n'est  pas  plus  petit  :  donc  le 
triangle  rectangle  EFG  est  égal  à  èi  surface- 
convexe  du  cône  AQ. 

Bônc  la  siu*face  convexe  da  cède  droit ,  sans^ 
y  comprendre  sa  base ,  est  égdle  à  un  triangle 
rectangle  dont  un  des  côtés  de  l'angle  droit  ^st 
égal  à  la  circonférence  de  la  base  de  ce  cône  et 
dont  l'autre  côté  de  Fangle  droit  est  égal  ati* 
côté  de  ce  même  cône}  ce  ^'il  faSoû  dé- 
montrer* 
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PROPOSITION    XIX. 

T  H  é  O  E  ft  Af  £. 

La  section  de  la  surface  convexe  d'un  cône  droit 
Qu  oblique  par  un  plan  paràUèh  à  sa  base  est 
une  circonférence  de.  cercle. 

Coupez  le  cône  ABRC  (fig.  329)  par  un  plan 
FSG  parallèle  à  la  base  BRC  :  je  dis  que  la 
«ectioa  FSG  de  la  surface  convexe  de' ce  cône 
par  ce  plan  est  une  circonférence  de  cercle. 

Dh  centre  O  de  la  base  du'  cône  menez  autant 
cle  rayons  que  vous  voudrez  OB,  OR,  et  par 
l'axe  AO  et  par  les  rayons  OB,  OR  conduisez 
les  plans  AOB,  AOR,  les  sections  AB,  AR 
de  la  stu*face  convexe  du  cône  par  ces  plans 
seront  des  lignes  droites ,  car  les  lignes  AB,  AR 
se  confondent  nécessairement  avec  la  droite 
génératrice  de  la  surface  convexe  du  cône,, 
lorsque  cette  droite  a  une  des  positions  AB,  AR. 
Le  plan  BRC  étant  parallèle  au  plan  FSG,  les 
«ections  OB,  PF  de  ces  deux  plans  par  le  plan 
AOB  seront  deux  droites  parallèles  :  donc  les 
<leux  triangles  AÔB^APF  sont  semblables: 
àoTLC  l'axe  A  O  est  à  l'axe  AP  comme  le  rayon  ^ 
OB  est  au  rayon  PF.  On  démontrera  de  la  même 
tnanlèi^  que  l'axe  AO  est  à  l'axe  AP  comme  le 
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rayon  OR  est  au  rayon  PS  :  donc  le  rayon  OB 
est  au  rayon  PF  comme  le  rayon  OR  est  au 
rayon  P  S  :  donc ,  en  échangeant  les  plans  des 
moyens ,  le  rayon  OB  est  au  rayon  OR  comme 
le  rayon  PF  est  au  rayon  PS  ;  mais  le  rayon  OB 
^st  égal  au  rayon  OR  :  donc  le  rayon  PF  est 
égal  au  rayon  P  S.  On  démontrera ,  de  la  même 
manière ,  que  toute  autre  section  du  plan  FSG 
par  un  plan  qui  passe  par  l'axe  est  égale  à  cha- 
orne  des  droites  P  F ,  P  S  :  donc  la  section  de 
la  surface  convexe  du  cône  ABRC  par  un  plan 
parallèle  à  la  base  de  ce  cône,  est  une  circon- 
férence de  cercle. 

Donc  la  section  de  la  surface  convexe  d'un 
GÔne  droit  ou  oblique ,  par  un  plan  parallèle  à 
sa  base  y  est  une  circonférence  de  cercle  ;  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XX. 

THEO  RE  M  S. 

La  surface  convexe  à*\m  tronc  de  cône  droit  à  hases 
parallèles  est  égale  à  un  rectangle  qui  a  pout 
hauteur  une  droite  égale  au  côté  du  tronc  et  poU^ 
hase  une  droite  égale  à  la  circonférence  qui 
résulte  de  la  section  de  la  surface  convexe  dû 
€B  trône  par  un  pka^  parallèle  aux  deux  basses 
et  mené  à  égale  £stance  de  ces  deux  hases. 

Soit  le  tronc  du  cône  droit  BD  (fig.  a^g)  dont 
les  bases  BRC,  ETD  sont  parallèles  :  je  dis  qne  la 
surface  convexe  de  ce  tronc  de  cône  est  égale 
à  un  rectangle  qui  a  pour  hauteur  le  côté  DC 
du  tronc  BD  et  pour  base  une  droite  égale  à  la 
circonférence  qui  résulte  de  la  section  de  la 
surface  convexe  de  ce  tronc  par  un  plan  pa- 
rallèle aux  deux  bases  et  mené  à  égale  distance 
de  ces  deux  bases. 

Complétez  le  cône  ABRC  ;  sur  le  côté  ÂC  et 
au  point  C  élevez  la  perpendiculaire  CH  ;  faites 
la.droite  CH  égale  à  la  circonférence  de  la  base 
BRC;  menez  la  droite  AH,  et  par  le  point  D 
menez  la  droite  DK  parallèle  à  la  droite  CH. 

Puisque  les  triangles  AOC,  AQD  sont  sem- 
blables ^  1%  droite  AC  sera  à  la  droite  AD  commt 
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le  rayon  OC  est  au  rayon  QD.  Mais  les  drconfé- 
rences  sont  entr'elles  comme  leurs  rayons  :  donc 
la  droite  ÂC  est  à  la  droite  AD  comme  la  cir- 
con£érenee  BRG  est  à  la  circonférence  ETD; 
et  à  cause  t{ue  les  triangles  ÂCH,  ÂDK  sont 
^mblahles ,  la  droite  Â G  est  a  la  droite  AD 
comme  la  droite  G  H  est  à  la  droite  D  K  :  donc  la 
circonférence  BRG  e$t  à  la  circooféreoce  ETD 
comme  la  droite  GH  est  à  la  droite  DK  :  donc  en 
échangeant  les  places  des  moyens ,  la  circon- 
férence BRG  est  à  la  droite  G  H  comme  la  cir- 
•  conférence  ETD  est  à  la  droite  DK;  mais  la 
circonférence  BRG  est  égale  à  la  droite  CH, 
par  supposition  :  donc  la  circonférence  ETD 
est  égale  à  la  droite  DK.  Mais  la  sur/âee  con- 
nexe du  cône  total  ABRG  est  égalé  au  triangle 
rectangle  total  AGH  et  la  sar&ce  convexe  du 
cône  AÉTD  est  égale  au  triangle  rectangle  ADK  : 
donc  la  surface  convexe  du  tronc  de  cône  BD  est 
égale  au  trapèze  restant  DGHK.  Du  milieu  de  là 
droite  DG  menez  la  droite  CL  parallèle  à  Tune 
ou  à  l'autre  des  Bases  parallèles  DK,  CH;  par  le 
point  L ,  où  la  droite  GL  rencontre  le  côté  KH^ 
condmsez  la  droite  MN  parallèle  au  côté  DG, 
et  prolongez  la  droite  DK  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre la  droite  MN  au  point  M.  Puisque,  par 
constrùaion ,  la  droite  DG  est  perpendîcuïaire 
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sur  la  droite  CH,  la  droite  DC  sera  égale  à  la 
distance  des  deux  bases  parallèles  DK ,  CH  ;  et 
puisque  la  droite  GL  est  égale  à  la  droite  CN ,  le 
trapèze  DCHK  sera  égal  au  rectangle  ÇCNM. 
Mais  nous  avons  démontré  que  la  surface  con« 
vexe  du  tronc  de  cône  BD  est  égale  au  trapèze 
BÇHK  :  donc  la  surface  convexe  du  tronc  d^ 
*cône  BD  est  égale  au  rectangle  DCNM.  Nous 
démontrerons  que  la  circonférence  FSG  est 
égale  à  la  droite  G L,  de  la  même  manière  que 
nous  avons  démontré  que  la  circonférence  ETD 
est  égale  à  la  droite  DK  :  donc  la  surface  con- 
vexe du  cône  BD  est  égale  à  un  rectangle  qui 
a  pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence 
.  FSG  et  pour  hauteur  la  droite  DC 

Donc  la  surface  convexe  du  tronc  de  cône 
dlroit  à  bases  parallèles  est  égale  à  un  rectan- 
gle qui  a  pour  hauteur  une  droite  égale  au  côté 
du  tronc  de  cône  et  pour  base  une  droite  égale 
à  la  circonférence  de  cercle  qui  résulte  de  la 
section  de  la  surface  convexe  du  tronc  de  cône 
par  un  plan  parallèle  aux  deux  bases  et  mené 
à  égale  distance  de  ces  deux  bases  î  ce  qu'il 
falloit  démontrer. 


li 
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PROPO&^ITION    XXL 

fHÉOftÊMS. 

ha  surface  cons^exe  d'un  cône  droit  est  égale  à 
ujï  rectangle  qui  a  pour  hauteur  une  droite  égale 
au  c6té  de  ce  cône  et  pour  base  une  droite  égale 
à  la  circonférence  de  cercle  qui  résulte  de  la 
section  de  la  surface  conuexe  du  cône  par  un 
plan  parallèle  à  la  base  du  cône  et  mené  par 
le  milieu  de  son  côté. 

Soit  uu  cône  droit  ÂBRC  (fig.  22g)  :  je  dis 
que  la  surface  oonvctie  du  cotie  ÂBRC  est  égale 
à  uu  rectangle  qui  a  pour  hauteur  ime  droite 
égale  au  coté  de  ce  côoe  et  pour  base  tme  droitf^ 
égale  à  la  câreoiifêraice  de  cetde  qui  résulte  de 
la  section  de  sa  sitt*£ice  convexe  par  un  plan 
parallèle  à  sa  hase  et  mené  pteir  le  n^îeù  de  son 
côté  AC. 

«Sur  le  coté  AG  et  au  point  G  âé^i^ûlis  une 
perpendiculaîreGH,  fiôsons  ostfte  idrdite  égale 
à  la  circonférence  de  ia  base  du  «dne  et  Menons 
la  droite  AH« 

Puisque  nous  avons  démontré  que  la  surface 
convexe  d'un  cône  droit  est  égale  à  un  triangle 
rectangle  qui  a  poui^  base  une  droite  égale  à  la 
circonférence  de  sa  base  et  potir  hauteur  une 
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droite  égale  au  côté  de  ce  cône  >  le  triangle  ÂCH 
«era  égala  la  surface  conireie  du  cône  âBRC. 

Du  milieu  de  la  droite  ÂC  menons  la  diroite 
DK;  nous  démontrerons ,  comme  dans  la  pro- 
position précédente ,  que  la  droite  DK  est  égale 
à  la  circonféreace  ETD. 

Puisque  les  deux  triangles  ÂCH ,  ADK  sont 

semblables  et  que  le  côté  AC  est  double  du  côté 

ÂD y  le  côté  CH  sera  double  du  côté  DK  :  donc 

le  triangle  ACH  est  égal  à  un  rectangle  qui  a 

pour  base  la  droite  DK  et  pour  bauteuf  la 

droite  ÂC  y  parce  qu'ioa  triangle  est  égal  à  im 

rectangle  qui  a  la  même  bauteur  que  ce  triangle 

et  qui  a  pour  base  une  droite  égale  à  la  ïaoitié 

de  la  base  de  ce  même  triangle.  Mais  le  trian* 

gle  ÂCH  est  égal  à  la  surface  cOnveie  du  cône 

droit  ABRC  :  donc  le  rectangle  <piii  a  pour 

base  la  droite  D  K  et  pQur  h^uteid^la  droite  ÂC 

est  aussi  égal  à  la  «utface  «otivese  du  cône 

droit  ABRC:  ;  mais  la  hase  de  oe  ^«ctangle  est 

égale  à  la  circcmférence  ETD  ei  labantète  de 

ce  même  reetaii^  4si  égale  au  coté  <k  od  cône. 

Donb  la  sm^ce  ûoiivéxe  d'wi  ttone  drdit  est 

égale  à  un  rectangle  qui  «  pour  liameor  une 

droite  égale  au  côté  de  ce  cône  et  pour  base 

une  droite  égale  à  la  circonférence  de  cercle 

^ui  résulte  de-la  #fO(î(Hi:d«Aa  sorfflMMi  convexe 


5oô  supplément: 

par  un  plan  parallèle  à  sa  base  6t  mené  pût 
le  milieu  de  son  côté  ;  ce  <{u'il  falloit  dê^ 
montrer 

PROPOSITION    XXI I. 

T  H  i  O  K  i  M  E. 

Un  cône  droit  ou  oblique  est  la  troisième  partie 
d'un  cylindre  qui  a  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  ce  cône^ 

Soient  k  cône  AQ  (fîg.  ^2&)  et  le  cylindre  AQ 
ayakit  la  même  base  et  le  même  axe  :  je  dis  que 
le  cône  AQ  est  la  troisième  partie  du  cylin- 
dre A  Q* 

Car  si  le  tiers  du  cylindre  AQ  n'est  pas  égal 
au  cône  AQ,  le  tiers  de  ce  cylindre  sera  plus 
petit  ou  plus  grand  que  le'  cône  AQ*  Supposons 
'  d'abord  que  le  tiers  de  ce  cylindre  soit  plus  petit 
que  le  cône  AQ ,  et  qu'il  soit  égal  à  un  cône  plus 
petit,  au  cône  HQ,  par  exemple.  Dans  la  cir- 
conférence de  là  base  du  cône  AQ  inscrivons 
un  polygone  régulier  oôntles  côtés  ne  touchent 
'pas  la  circonférence  de  k  base  du  cône  HQyet 
imaginons  que  ce  polygone  régulier  soit  là  base 
d'un  prisme  inscrit  dans  le  cyKndre  AQ  et  d'une 
pyramide  inscrite  dans  le  cône  AQ/  * 

La  pyramide  inscrite  oaos  le  cône  ÀQ  est 


A  LA  GÉOM.  D'EUCLIDE.  5ot 
égale  au  tiers  du  prisme  inscrit  dans  le  cylindre 
AQ  'j  mais  le  prisme  inscrit  est  plus  petit  que  le 
cylindre  AQ  :  donc  la  pyramide  inscrite  est  plus 
peûte  que  le  tiers  du  cylindre  AQ  ;  mais  le  tiers 
du  eylindre  AQ  est  égal  au  cdne  HQ ,  par.  suppo- 
sition :  donc  la  pyramide  inscrite  est  plus  petite, 
que  le  cône  HQ  ;  mais  au  contraire  cette  pyra- 
mide est  plus  grande  y  puisqu'elle  le  contient  ; 
ce  qui  est  impossible  :  donc  le  tiers  du  cylin- 
dre A  Q  n'est  pas  plus  petit  que  le  cône  AQ. 

Je  dis  à  présent  que  le  tiers  du  cylindre  AQ 
n'est  pas  plus  grand  que  le  cône  AQ;  car  sup- 
posons que  le  tiers  du  cylindre  AQ  soit  égal  à 
un  cône  plus  grand,  au  cône  H'Q,  par  exem- 
ple ;  autour  de  la  base  du  cône  AQ  décrivons 
un  polygone  régulier  dont  les  côtés  ne  rencon- 
trent point  la  base  du  cône  H'Q,  et  imaginons 
que  ce  polygone  régulier  soit  la  base  d'un 
prisme  circonscrit  au  cylindre  AQ  et  d'une  py- 
ramide circonscrite  au  cône  AQ  ;  la  pyramide 
circonscrite  est  égale  au  tiers  du  prisme  cir- 
conscrit; mais  le  prisme  circonscrit  est  plus 
grand  que  le  cylindre  AQ  :  donc  la  pyramide 
circonscrite  est  plus  grande  que  le  tiers  du  cy- 
lindre AQ;  mais  le  tiers  du  cylindre  AQ  est 
égal. au  cône  H'Q,  par  supposition  :  donc  la 
pyramide  circonscrite  est  plus  grande  que  le 
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edne  H'Q  ;  maïs  au  contraire  cette  pyi^onide  est 
plus  petite  que  œ  eéiie  y  puisque  le  e^e  cou- 
tîent  cette  pjramide  )  ce  qui  est  imposable  : 
donc  le  tiers  du  c  jliudre  AQ  u'est  pas  plus  grand 
que  le  cône  AQ }  mais  nous  ayons  démontré 
qu'il  n'est  pas  plus  petit  :  donc  le  tiers  du  cylin- 
dre AQ  est  égal  au  cône  AQ. 

Donc  un  cdne  droit  ou  oblique  eu  le  tiers 
d'un  cylincfre  qui  2  !a  même  base  et  le  même 
axe  que  ce  cône  ;  ce  qu'il  fàHoit  démontrer» 

ÇOROLL^AIRE     I. 

Puisque  Içs  cylindres  qui  ont  des  bases  égale» 
sont  entr'eux  comme  leurs  hauteurs ,  et  que  les 
cylindres  qui  ont  des  hauteurs  égales  sont  entre 
eux  conime  leur$  bases ,  et  parce  qu'un  cône 
est  le  tiers  4'un  cylindre  qiû  9  la  mén;ie  base  et 
le  même  aîxe  que  ce  caae  y  et  que  les  tiers  sont 
propQCtionnels  awx  tou3  i  il  çst  évident  que  les 
c6ne3  qui  ont  des  bafiies  égaks  sont  entr'eux 
comme  leurs  hwteurs  3^  çt  que^ceu:^  qui  ont  des 
bauteurs.égales  sont  entr'eux  comme  Içurs  bases^ 

Puisque  les  cyfindres  semblatJbs  sont  entre 
eux  comme  hs  cubes  des  diamètres  de  leurs 
bases ,  et  p«rce  que  tes  coïies  semblables  sont 
les  tiers  de  cylindres  semblables  qui  ont  les 
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mêmes  bases  et  les  mêmes  axes ,  il  est  encore 
évident  que  les  cônes  semblables  sont  entr'eux 
comme  les  cubes  des  diamètres  de  leurs  bases. 

PROPOSITION    XXIIL 

THÉORiME. 

Si  un  demi^pofygone  régulier  (Tunt  nombre  pair 
de  côtés  tourne  autour  de  son  diamètre,  la  sur-^ 
face  décrite  par  un  certain  nombre  de  côtés  de 
ce  deuurpofygone  est  égale  à  un  rectangle  qui 
a  pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence 
inscrite  dans  le  demi'ffofygone  etpovrhaxjAeurla 
portion  du  diamètre  interceptée  par  deux  droites 
qui  lui  sont  perpendiculaires  et  qui  c(mtprennent 
les  côtés  qui  ont  décrit  cette  surface;  et  la  sur- 
face décrite  par  tous  les  côtés  du  demi-pofygone 
est  égale  à  un  rectangle  qui  a  pour  base  une 
droite  égale  à  la  circonférence  inscrite  dans  ce 
demi-'poljrgone  et  pour  hauteur  le  diamètre  de 
ce  même  polygone  • 

Soit  ABCDEFG  (%.  2t5o)  un  demi-poly- 
gone régulier  dont  la  droite  AG  est  le  diamètre 
et  le  point  H  le  centre  ;  du  centre  H  menez  la 
perpendiculaire  HK  sur  un  des  côtés  ÇB  de  ce 
demi-polygone ,  et  des  points  B  et  E  menez  les 
droites  BM,  EO  perpendiculaires  sur  le  dia- 

•4 
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mètre  AG  :  je  dis  que  la  surface  décrite  par  les 
côtes  BC,  CD,  DE  est  égale  à  un  rectaugle 
qui  a  pour  base  une  droite  égale  à  la  circoïH 
férence  inscrite  et  pour  hauteur  la  drmte  MO  : 
je  dis  de  plûsl  que  la  surface  décrite  par  tous 
les  côtés  du  demi -polygone  est  égale  à  un 
rectangle  qui  a  pour  base  une  droite  égale  à' 
la  circonférence  inscrite  et  pour  hauteur  le 
diamètre  AG. 

Du  point  C  et  du  milieu  du  côté  CB  menez 
les  droites  CN ,  KL  perpendiculaires  sur  le  dia- 
mètre AG,  et  du  point  B  menez  aussi  une  droite 
BQ  perpendiculaire  sur  la  droite  CN. 

Le  triangle  H  KL  est  semblable  au  triangle 
BCQ;  en  effet,  ces  deux  triangles  ont  chacun 
un  angle  droit  en  L  et  en  Q;  Tangle  HKL  avec 
Tangle  BKL  est  égal  à  un  angle  droit,;  msûs 
l'angle  BCN  est  égal  à  l'angle  BKL  :  donc  l'an- 
gle HS^L  avec  l'angle  BCN  est  égal  à  un  angle 
;  droit  ;  mais  l'angle  KHL  avec  l'angle  HKL  est 

1  aussi  égal  à  un  angle  droit  :  donc  les  deux  angles 

I  K  H  L ,  B  C  N  sont  égaux  entr'eux .:  donc  les 

I  deux  triangles  HKL,  BCQ  ont  deux  angles 

!  égaux  chacun  à  chacun  :  donc  ils  sont  sem* 

;  blables  :  donc  la  droite  H  K  est  à  la  droite  KL 

comme  la  droite  CB  est  à  la  droite  BQ  ou  à  la 
droite  MN  qui  lui  est  égale.  Mais  les  circon- 
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férences  sont  proportionnelles  à  leurs  rayons  : 
donc  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  la  droite 
HK  est  à  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  la 
droite  KL  comme  la  droite  CB  est  à  la  droite . 
MN;  mais  lorsque  quatre  droites  sont  propor- 
tipnnelles ,  le  rectangle  compris  sous  les  deux 
droites  extrêmes  est  égal  au  rectangle  compris 
sous  les  deux  droites  moyennes  :  donc  le  rec- 
tangle compris  sous  la  droite  MN  et  sous  une 
droite  égale  à  la  circonférence  qui  a  pour  rayon 
la  droite  HK  est  égal  au  rectangle  compris  sous 
le  côté  CB  et  sous  une  droite  égale  à  la  cir- 
conférence qui  a  pour  rayon  la  droite  KL; 
mais  le  rectangle  compris  sous  le  côté  CB  et 
sous  une  droite  égale  à  la  circonférence  qui  a 
pour  rayon  la  droite  KL  est  égal  à  la  surface 
convexe  du  tronc  de  cône  décrit  par  le  côté 
CB  :  donc  le  rectangle  compris  sous  la  droite 
MN  et  sous  une  droite  égale  à  la  circonférence 
qui  a  pour  rayon  la  droite  HK  est  égal  à  la 
surface  convexe  du  tronc  de  cône  décrit  par  le 
côté  C  B.  On  démontrera,  de  la  même  manière, 
cpie  chacune  des  surfaces  des  troncs  de  cône 
et  des  pyramides  décrites  par  les  autres  côtés 
AB,  CD,  DE,  EF,  FG  est  égale  à  un  rectan- 
gle compris  sous  la  portion  du  diamètre  inter- 
cepté par  les  deux  perpendiculaires  qui  com- 
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prennent  chacun  des  côtés  AB,  CD,  DE,  EF, 
F  G  et  sous  une  droite  égale  à  la  circonférence 
qui  a  pour  rayon  la  perpendiculaire  menée  du 
centre  sur  chacun  des  côtés  AB,  CD,  DE, 
EF,  FG.  Mais  les  perpendiculaires  menées  du 
centre  du  polygone  régulier  sur  les  côtés  de  ce 
polygone  sont  égales  entr'elles  :  donc  les  cir- 
conférences qui  ont  pour  rayons  ces  perpendi- 
culaires sont  aussi  égales  entr'elles,  et  par  con- 
séquent  égales  à  la  circonférence  inscrite  dans 
le  demi-polygone  régulier  ABCDEFG  ;  donc 
la  surface  convexe  d'un  tronc  de  cône  décrite 
par  un  côté  quelconque  du  demi-polygone  est 
égale  à  un  rectangle  compris  sur  la  portion  du 
diamètre  interceptée  par  les  deux  droites  qui 
lui  sont  perpendiculaires  et  qui  comprennent 
ce  côté,  et  sous  une  droite  égale  à  la  circonfé- 
rence inscrite  :  donc  les  trois  surfaces  de  troncs 
de  cône  décrites  par  les  trois  côtés  BC,  CD, 
DE  sont  égales  à  trois  rectangles  qui  ont  pour 
bases  des  droites  égales  chacune  à  la  circonfé- 
rence inscrite  et  pour  hauteur  les  droites  MN , 
WH,  HO  ;  mais  ces  trois  rectangles  sont  égaux 
à  un  seul  rectangle  qui  a  pour  base  une  droite 
égale  à  la  circonférence  inscrite  et  pour  hau- 
teur la  droite  MO ,  c'est-à-dire  la  portion  du 
diamètre  interceptée  par  Içs  deux  droites  BM, 
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EO  qui  lui  sont  perpendiculaires  et  qui  com« 
prennent  les  côtés BC,  CD,  EF  :  donc,  par  la 
même  raison ,  la  somme  des  surfaces  convexes 
des  troncs  de  cône  et  des  deux  pyramides  dé- 
crites par  tous  les  côtés  du  demi-polygone  est 
égale  à  un  rectangle  qui  a  pour  base  une  droite 
égale  à  la  circonférence  inscrite  et  pour  hauteur 
le  diamètre  du  polygone. 

Donc  si  un  demi-polygone  régulier  d'un  nom- 
bre pair  de  côtés  tourne  autour  de  son  dia- 
mètre j  la  surface  décrite  par  un  certain  nom- 
bre de  côtés  de  ce  demi**polygQne  est  égale  à 
un  rectangle  qui  a  pour  base  une  droite  égale  à 
la  circonférence  inscrite  et  pour  hauteur  }a  por- 
tion du  diamètre  interceptée  par  deux  drôles 
qjjji  lui  sont  perpendiculaires  el  qui  compren- 
nent les  côtés  qui  ont  décrit  cette  surface  \  et 
la  surface  décrite  pso*  tous  les  côtés  du  demi* 
polygone  est  égale  à  va  rectangle  qui  ^  pour 
bas9  une  droite  égale  à  k  circonfér^ce  in^ 
crite  et  ppur  hauteur  le  diamètre  de  ce  demi'* 
polygone  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XXIV. 

THÉORÈME. 

La  surface  d'une  sphère  est  égale  à  un  rectangle 
qui  a  pour  hase  une  droite  égale  à  la  circon^ 
férence  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  et  pour 
hauteur  une  droite  égale  à  son  diamètre. 

Soit  une  sphère  qui  ait  pour  diamètre  la  droite 
AB  (fig.  25 1  )  et  pour  ceuti-e  le  point  C  :  je  di» 
que  la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour  diamètre 
la  droite  AB  est  égale  à  un  rectangle  Q  qui  » 
pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence 
d'un  grand  cercle  de  cette  sphère  et  pour  hau- 
teur une  droite  égale  à  son  diamètre. 

Car  si  ce  rectangle  n'est  pas  égal  à  la  surface 
de  la  sphère  qui  a  pour  diamètre  la  droite  AB , 
ce  rectangle  sera  égal  à  la  surface  d'une  sphère 
plus  petite  ou  à  la  surface  d'une  sphère  plus 
grande.  Supposons  d'abord  que  ce  rectangle 
soit  égal  à  la  surface  d'une  sphère  concentrique 
plus  petite^  à  celle,  par  exemple,  qui  a  pour 
diamètre  la  droite  KM. 

Faisons  passer  un  plan  par  le  diamètre  AB, 
les  sections  des  sphères  qui  ont  pour  diamètres 
les  droites  AB,  KM  par  ce  plan  donneront  les 
deux  demi-cercles  ADEFGHB,  KLM;  car 
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les  droites  menées  du  centre  d'une  sphère  à  la 
section  de  sa  surface  par  un  plan  qui  passe  par 
son  centre  sont  égales  chacune  au  rayon  de 
cette  sphère.  Dans  la  demi-circônférence  dont 
AB  est  le  diamètre  inscrivons  un  demi-poly- 
gone régulier  dont  les  côtés  soient  en  nombre 
pair  et  ne  touchent  point  la  circonférence  dii 
demi-cercle  KLM.  Supposons  que  ce  demi- 
polygone  fasse  une  révolution  autour  du  dia- 
mètre AB  ;  le  contour  de  ce  demi-polygone  ré- 
gulier décrira  une  surface  égale  à  un  rectangle 
qui  aura  pour  base  une  droite  ^gale  à  la  cir- 
conférence inscrite  dans  ce  demi-polygone  ré- 
gulier et  pour  hauteur  une  droite  égale  au 
diamètre  AB  ;  mais  le  rectangle  qui  a  pour  base 
une  droite  égale  à  la  circonférence  inscrite  dans 
le  demi-polygone  ADEFGHB  et  pour  hauteur 
une  droite  égale  au  diamètre  AB  est  plus  petit 
que  le  rectangle  Q  qui  a  pour  base  une  droite 
égale  à  la  circonférence  ADEFGHB  circons- 
crite à  ce  demi-polygone  régulier  et  pour  hau- 
teur le  diamètre  AB,  parce  que  ces  deux  rec- 
tangles ayant  des  hauteurs  égales ,  le  premier  a 
xine  base  plus  grande  que  celle  du  second  :  donc 
iâprfece  décrite  par  le  contour  du  demi-poly- 
gone inscrit  est  plus  petite  que  la  surface  de  la 
sphère  décrite  par  le  demi-cercle  KLM,  c'est- 
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à-dire  que  la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour 
diamètre  la  droite  KM,  parce  que  nous  a?on» 
supposé  que  le  rectangle  Q  étoit  égal  à  la  sur- 
face de  cette  sphère  ;  mais  au  contraire  la  sur- 
face décrite  par  les  côtés  du  demi-polygone 
inscrit  est  plus  grande  que  la  surface  décrite  par 
la  demi-circonférence  KLM,  c'est-à-dire  que 
la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour  diamètre  la 
droite  KM,  piûsque  le  contour  de  ce  demi-- 
polygone  est  plus  grand  que  la  demi-circonfé- 
rence KLM;  ce  qui  est  impossible  :  donc  le 
rectangle  Q  n*est  pas  plus  petit  que  la  surface 
de  la  sphère  dont  AB  est  le  diamètre. 

Supposons  en  second  Ueu  que  le  rectangle  Q 
soit  égal  à  là  surface  d'une  sphère  concentri-^ 
que  plus  grande  que  celle  dont  le  diamètre  est 
la  droite  AB  et  qu'il  soit  égal,  par  exemple ,  à 
la  surface  de  la  ^>hère  dont  le  diamètre  est  la 
droite  K' M'. 

Faisons  p^asser  un  plan  par  le  diamètre  K'M'  ; 
lies  Sections  des  Sphères  dont  les  diamètres  sont 
les  droites  AB ,  K'M'  par  ce  plan  donneront  les 
deui  demi-cercles  ADEFGHB,  K'L'M'.  Cir- 
conscrivons au  demi-cercle  dont  AB  est  le  dia- 
mètre un  demi-polygone  régulier  dont  les  côtés 
soient  en  nombre  pair  et  ne  rencontrent  pas 
la  demi -circonférence  K'L'M',  et  supposons 
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que,  ce  demi -polygone  fasse  .une  révolution 
autour  du  diamètre  A'  B^ 

Le  contour  de  ce  demi-polygone  régulier  dé- 
crira une  surface  égale  à  un  rectangle  qui  aura 
pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence 
ADEFGHB  et  pour  hautew  le  diamètre  A'B'; 
mais  le  rectangle  qui  a  pom*  base  une  droite 
égale  à  la  cîrcoiiférence  ADEFGHB  et  pour 
hauteur  une  droite  égale  au  diamètre  A'B'  est 
plus  grand  que  le  rectangle  Q  qui  a  pour  base 
une  droite  égale  à  la  ciréônférence  ADEFGHB 
et  pour  hauteur  une  droite  égale  à  la  droite  AB , 
parce  que  ces  deux  rectangles  ayant  des  bases 
égales ,  le  premier  a  une  hauteur  plus  grande 
que  celle  du  second  :  <ionc  la  surface  décrite 
par  le  contour  du  demi-polygone  circonscrit  est 
plus  graade  que  la  surface  de  la  sphère  décrite 
par  le  demi<rercl€  K'  L' M',  palx;e  que  nous  avons 
supposé  que  le  rectangle  Q  étoit  égal  à  la  sur- 
£ice  de  cette  sphère.  Mais  au  -contraire  la  sur* 
face  décrite  par  te  oôotottr  du  demi-polygone 
circonscrit  «st  plus  peûte  que  la  sùrfece  dé- 
crite par  k  demiHcirccflÊiféi'CWCè  ÏL'L'M',  c'est- 
.à-dire  que  ia  sorÊtce  4é  là  sphère  qui  a  pour 
diamètre  la  droite  ^'M'^  puisqote  le  contour  du 
denù-* polygone  circonscrit  est  plus  petit  que  la 
demi-circonférence  K'  V  M'  5  ce  qui  est  inipoii- 
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sible  :  donc  le  rectangle  Q  n'est  pas  plus  grand 
que  la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour  dia^ 
mètre  la  droite  AB  ;  mais  nous  avons  démontré 
que  le  rectangle  Q  n  est  pas  plus  petit  que  la 
surface  de  cette  sphère  :  donc  le  rectangle  Q 
est  égal  su  la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour 
diamètre  la  droite  AB. 

Donc  la  surface  d'une  sphère  est  égale  à  un 
rectangle  qui  a  pour  base  une  droite  égale  à  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  de  cette  sphère 
et  pour  hauteur  le  diamètre  de  cette  même 
sphère^ 

COROLLAIRE. 

Il  suit  évidemment  de  là  que  la  surface  de  la 
sphère  est  égale  à  la  surface  convexe  du  cylindre 
droit  qui  lui  est  circonscrit.  En  effet ,  la  surface 
d'un  cylindre  droit  est  égale  à  un  rectangle  (jui  a 
pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence  de 
la  base  de  ce  cylindre  et  pour  hauteur  une  droite 
égale  à  la  hauteur  de  ce  même  cylindre  ;  mais  la 
circonférence  de  la  base  du  cylindre  circonscrit 
est  égale  à  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de 
la  sphère  et  la  hauteur  du  cylindre  égale  au  dia- 
mètre de  la  sphère  :  donc  la.  surface  convexe  du 
cylindre  circonscrit  est  égale  à  un  rectangle  qui 
a  pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence 
de  la  sphère  inscrite  et  pour  hauteur  une  droite 
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égale  au  diamèlre  de  cette  même  sphère  :  donc 
la  surface  convexe  du  cylindre  circoosomt  est 
«gale  à  la  suF&ce  ée  la  spbére  «iscrile  :  doue  la 
«lurfaee  de  la  sphère  «st  igûé  k  la  surfïiee  eon* 
irexe  du  cylindre  qui  Ini  est  <iirconscrk. 

f ILpppsiTipJîr  xi^y- 

T  H  i  p  R  Ê  Iff  7« 

Xa^suçjEciae  omm^exe  d^tm  sngmevî  sphériqm  est 
4^U  à  i«  Ê'eoi^mngk  f  yi  a  pour  ha$c  pne  droite 
égale  À  la  tirconfiéfiomc^  dHm  grtmd  cercle  de 
la  sfikène  et  pawhmaeur  une  droUe  égale  à  la 
hauteur  du  segment  sphémifie. 

"Scit  un  sejg^eut  sphérique  dent  ia  surface 
eonvexe  soit  décrite  par  Tare  ADE  (fig.  aSi) 
pendant  que  le  demî-cércle  ADEFGlBEB  fait 
une  révcflution  sur  son  diamètre  AB  :  je  dis  que 
la  surface'  convexe  de  ce  segment  est  égale  à 
xm  rectangle  B.  qui  a  pour  base  une  droite  égale 
a  la  circonférence  d'un  grand  cercle  et  pour 
9iautem*  une  droite  égale  à  la  hauteur  AN  du 
segment  sphérique. 

Car  si  le  rectangle  R  n^est  pas  égal  à  la  sur- 
face convexe  de  ce  segment  sphérique ,  ce  rec*- 
tangle  sera  plus  petit  ou  plus  grande  Supposons 
d'5Î>ord  qu'il  soit  plus  petit  et  qu^il  soit  égal  à 

Kk 
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la  surface  convexe  d'un  segment  sphérique  èem-^ 
blable  d'une  sphère  plus  petite  ;  savoir ,  à  la  sùr^ 
face  convexe  d'un  segment  sphérique  semblable 
de  la  sphère  dont  le  diamètre  est  la  droite  KM 
et  qui  a  le  même  centre  que  la  sphère  où  se 
trouve  le  segment  décrit  par  l'arc  A  DE. 

Par  le  diamètre  ÂB  et  par  l'arc  A  DE  faisons 
passer  un  plan  ;  la  section  de  la  sphère  qui  a 
pour  diamètre  la  droite  KM  j  par  ce  plan ,  don-' 
liera  le  demi-cercle  KLM.  Menons  la  droite 
EG;  il  est  évident  que  le  segment  sphérique 
dont  la  surface  convexe  est  décrite  par  l'arc  KL 
sera  semblable  au  segment  dont  la  surface  con- 
vexe est  décrite  par  l'arc  A  DE. 

Dans  l'arc  A  DE  inscrivons  une  portion  de 
polygone  régulier  dont  les  côtés. ne  .touchent 
point  l'arc  KL  j  cette  portion  de  polygone  ré- 
'  gulier  y  en  faisant  une  révolution  autour  du  dia- 
mètre AB ,  décrira  une  surface  égale  à  un  rec- 
tangle qui  a  pour-base  une  droite  égale  à  la 
circonférence  inscrite  dans  cette  portion  de 
polygone  et  pour  hauteur  une  droite  égale  à  la 
droite  AN  ;  mais  le  rectangle  qui  a  pour  base 
une  droite  égale  à  la  circonférence  inscrite  et 
pour  hauteur  une, droite  égale  à  la  droite  AN 
est  plus  petit  que  le  rectangle  R.,  qui  a  pour 
buse  une  droite  égale  à  la  circonférence  dont 
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le  diamètre  est  la  droite  AB  et  pour  hauteur  une 
droite  égale  à  la  droite  AN ,  parce  que  ces  deux 
rectangles  ayant  la  même  hauteur ,  le  premier 
a  une  base  plus  petite  que  celle  du  second.  Mais 
le  r6||angle  R  est  égal ,  par  supposition ,  à  la 
fiurfaœ  convexe  du' segment  sphérique  décrite 
par  l'arc  KL  :  donc  la  surface  décrite  par  le 
tonwwt  de  la  portion  du  polygone  régulier 
inscrit  dans  l'arc  A  DE  est  plus  petite  que  la 
surface  convexe  du  segment  sphérique  d'écrite 
par  l'arc  KL;  mais,  au  contraire,  la  sur&ce 
décrite  par  cette  portion  du  polygone  régulier 
inscrit  est  plus  grande  que  la  surface  du  seg- 
ment sphérique  décrite  par  l'arc  KL,  parce  que 
le  contour  de  la*  portion  du  polygone  régulier 
inscrit  dans  l'arc  ADE  est  plus  grand  que  l'arc 
KL  ;  ce  qui  est  impossible  :  donc  le  rectangle  R 
ji'est  pas  plus  petit  que  la  surface  du, segment 
sphérique  décrite  par  l'arc 'A  DE. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  rectangle  R 
soit  plus  grand  que  Ja  surface  convexe  du  se^ 
ment  sphérique  décrite  par  l'arc  ADE  et  qu'il 
soit  égal  à  la  Surface  convexe  d'un  segment 
sphérique  semblable  d'une  sphère  plits  grande.; 
savoir,  à  Ja  surface  d'un  segmeM  sphérique 
jsemblablede  la  sphère  dont  le  diamètre  est  la 
droite  K'M''  et  qui  a  le  même  centre  que  la 
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sphère  ou  se  trouve  le  segment  décrit  par  Tare 

ADE. 

Par  le  diamètre  K'M'  et  fsar  l'arc  ADE  fas- 
sons  passer  ua  plan  ;  la  ^eetioo  de  la  ^pbèreipii 
a  pour  diamètre  la  droite  &'M'  par  m  pkn 
donbera  )e  d«aii'^c^cle  &'  L  M\  Meffios  k 
^droite  CE  ec  prolongeons-la  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  la  demi-circonférenoe  K'L'll'  eki 
point  L';  il  est  évident  que  le  segment  spbé- 
rique  dcmt  la  surface  convexe  est  dëcnte  par 
Tare  au  sera  semblable  4iu  segment  dont  la 
surface  convexe  est  décrite  par  Tare  ADE. 

Circonscrivons  à  Tare  ADE  une  portion  de 
polygone  régulier  dont  les  côtés  i^  rencontrent 
point  Tare  IL'  U  ^  du  point  E' menons  Ja  droite 
E'O  perpendiqniaife  sur  le  diamètre  IK'M',  et 
du  point  E  la  droite  El  perpendieul^tire  sui*  la 
droite  E'O.  Le  contour  de  cette  portion  dç  poly*- 
gone  régulier ,  en  &isant  uue  rèv<^tîoi;i  autour 
du  diamètre  A'B^  décrira  une  surfoce  égale  à 
^n  rectangle  dont  la  base  sera  égale  à  la  eîreoa- 
férence  du  cercle  ADEFGH8 ,  et  dont  la  hau- 
teur sera  la  droite  A'O.  Mais  la  circonlérenee 
ADEFGHB  qui  a  pour  diamètre  la  droite  AB 
est  égale  à  4a  base  du  rectangle  R  et  la  dr(»te 
A'O  est  plus  grande  que  la  havitem*  AST  de  ce 
mèm^  Fectangles  car  la  droite  A^A  est  égale  à 


ïbf^%éiim^  E'E  du  maiig]b  rectangle  ^^Et; 
sciais  rbypoteiiuBe  Ê'E  est  plus  g^rande  <{ue  le 
^té  EX  ^m  em.  égal  à  la  droite  ON  rdone  la 
4rcÂle  Â'Â  6st  j^us  grande  <|ue  fa  droite  ON  : 
^ODc  la  droite  A O  avec  la  droits  A'A  est  plus- 
yrallde  ^^  la  droite  AO  avec  la^  droite  ON  : 
donc  la  droite  A'O  est  plus  grande  que  la^  droite 
AN  : douple rectangle cpiiapourbase  unedreite 
égale  à  la  circonférence  dont  le  dianoeètre  est  la 
A(m^  AB  et  pour,  hauteur  la  droite  A'  O  est  plu^ 
l^afid  que  ie  reetaujj^e  R  qjoi  a  pour  Êase  uue 
drcHte  çg^leàla^çirconférence  do^tle  diamètre 
est  la  droite  AB  et  pour  hauteur  une  droifé  égale 
à  la  droite  AN  y  parce  que  ces  deux  rectangles 
ayant  la  nrénïe  base ,  le  premier  a  tate  l^auteur 
plus^  grande  que  ceUe  du  seqoudv  Mais,  le  rec- 
tangle R  est  par  suppoi>itioaégar  à  la  surface  cou* 
f eï^  dttségMent  sphëirt^e  déerîte'pa#  Far^^^^^^  : 
ëonc  ht  ÈM&Ltt  décrite  ^àr  te  cotitd«»  de  la  por- 
tiôudtei  t^jr^ùe^gafiei'  eîrcoiiSGiik  àCairc  ADE: 
ëdlpli^  gfa^e  que  ite  surÀéfè  û&û^e%e  d«i>  seg^ 
ineut  êjStfk&pàttsit&JSflJ  ;  maisasi  contraif  e  la 
surfecé^diéfefitepârlecônfovr  de-  eette  portion 
de  poly||[QD«!  segulier  est  plus  petite  que  la  sur- 
face dû,  s^;paent  sphérique décrite  par  l'arc&'L'^ 
parce  ^e  le  coikour  de  la  portion.de  ce  poTy- 
l^one  réguliei:  circonscrit  à  Tare  A  DE  est  plus 
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petit  que  Tare  K'L';  ce  qui  est  impossible  î 
donc  le  rectangle  R  n^est  pas  plus  grand  que  la 
^face  du  segment  sphërique  décrite  par  l'arc 
ADE  ;  mais  nous  avons  démontré  qu'il  n'est 
pas  plus  petit  :  donc  le  rectangle  R  est  égal  à 
la  surface  convexe  du  segment  décrite  par  Tare 
ADE. 

Donc  la  surface  convexe  d*un  segment  sphe* 
rique  est  égale  à  un  rectangle  qui  a  pour  base  une 
droite  égale  à  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
et  pour  hauteur  une  droite  égale  à  la  hauteur 
du  segment  sphérique;  ce  qu'il  falloit  démon* 
trer, 

PROPOSITION    XXV.L 

T  a  é  G  R  È  M  E. 

La  surface  d'une  zoAe  est  égale  à  un  rectangle  qui 
a  pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence 
d'un  grand  cercle  de  la  sphère  et  pour  hauteur 
une  droite  égale  à  la  portion  d'un  diamètre  iu- 
tercepté  par  deux  droites  qui  lui  sont  perpeii^ 
diculaires.  et  qui  embrassent  cette  zone. 

Soit  la  zone  décrite  par  l'arc  ÈG  (fig.aSi)  ; 
des  extrémités  de  l'arc  E  G  menez  les  deux 
droites  EN',  G  F  perpendiculaires  sur  le  dia- 
mètre AB  :  je  dis  que  la  surface  de  la  zone  d£^ 
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dite  par  l'ârè  Efr  e^t  égale  à  un  rectangle  qui  a  ^ 
pour  base  upie  droite  égale  à  la  circonférence 
dont  la'ilroite  ABest  le  diamètre  et  pour  h&ix^" 
teurladi-oMKP*  "^ 

Puisque  la  surface  convexe  du  sègmetit  sphe-*^ 
rique  décrite  par  l'arc  AI>ÉF<5'est  ^gale  U'Xkh 
rectangle  qui'ï?  pour  base  tine  droite  égale  à* la 
circonfat^ûce  dttnt  le  diliikèti-e*  fe^  la  droite  ÀB,  ^ 
et  pofîT  hautëiir  là -droite" ÀP^èrqiïe  la  surface' 
du  6e^éiit^à{(hérique  décrite  par  l'arc  ADE  est" 
égai&k  ùnti-ëfotaiigle  quïâ'|rtjur'baS?^une  droite] 
égale  àiâ-eii^btiJÎfonce  dôfet'la  À-oite  AB  est  lé' 
diamètre  et  pour baùteùrlcr  droite ATÎ,  îl'est  évi- 
dent que  la  différejace  de^^s^cface^  cQuvei^es  de 
ces  deux  segmens  sphériques  sera  égale  à  la  dif- 
férence de  ces  ^^ux  re^inig^Qi  qui  ont  la  même 
base  j  mais  la  différence  des  surfaces  convexes  jlç 
ces  deûi'àej^èns  sphérîques  4?st  égale  à  la  zone 
décriteparf  ïrH  EFG  etîà  aiffércnce  de  ces  deux 
r6CtAB^|0^)Cfi4:é§Êijie  :à:u!a;;Fe«lia]3gie  qui  a  pour 
base  iwet4t*0î^^g^e  à  la'cirQonference  dom>ki( 
droite  AE^sj;  l^xfisaapètrreiipeur  hauteur  la^^ffiél 
rençe.des  drçU^  A^ ,  AJf  r'C'eatri-dire  ladr3lte 
WP;  maîsla.cb'oite  ]SP  es4;lfci|^oniQn  du  diamaèia» 
interçeptç.p^vjes  drQiteft^;]N%'GP  qui  lui'»ont> 
perpe^d^^taife^  et  qui  eômprenneitt  j-arc  ËR€f« 
donq  laii.*urfaç€  de  la  zone  déoritepar  TtircEE^ 
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est  iegale  à  la  surface  d'an  rectanj^Ie  ^»paàr^ 
base  une  droite  égale  à  la  circottieneBce'dQiitn 
la  droite  AB  est  le  diamètre  et  poQ?  bëui^icm  hà^ 
portion  du  diamètre  intercepté  par.k^  deu&t 
droites  EN,  GP  qui  lui  sont  perpendÂettlatfe» 
et  qui  comprennent  l'apc  EFGr  . 

Donc  la  surface  d'une  zone  çst  égale  »  ui»* 
rectangle  qui  a  pour  base  une  ckoii^.  égâk<  »  lôr 
circonférence  d'utt  grand  cercle.^  I4  fjpb^rfh 
et  pcmr  hauteur  une  droite  égale^^a  }»  j^ertioib 
d'un  diamètre  intercepte'pat  deiOvdroit^si'  «pub 
lui  sont  perpendiculalr€;5»et|^  e^E^pàas^t  eéttë» 
zone  ',  ce  qu'il  falloit  dénoQ^t^ev.      t       .  > 

piiOPàsîfîO^  xkfïi. 

Les  surfaces  des  sphères  sont  entf  elles ^ïiopifme  les, 
quarrés  de  leurs  diamèfresM  ^  ..  ^  ^        .> 

Soient  deux  spkères'JkBCD,  Fd;ffilL(%â%7'): 
ye  <fis<qae  ces  dewr  apbèi^e^sonlb  eti^'éllèSëébïIfliie^ 
les4aAnrés  de  leurs  diamètfies  AC  i  Frf J  ^  * 

Eti  effet  y  ht  «urfaoef  de  la  ^hèi^é^ÈkêgiAèkiiat\ 
teoèangle  qui  a  ]^our  hs^  un«  dfdkè  ^Sé  a  lâr 
eireonférenced'ungi^aiid  cei^leel  jfèiïrbàùteu*^ 
le  £amèu*e  de  ce  grand  Cercle  ;  et  la  littrfece  d'trfi 
grand  cercleest  égdie  à  un  triangle  rectangle  dàax 
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un  des'  côtés  de  Tangle  droit  est  égal  à  la  circon* 
férence ,  et  dont  l'autre  côté  de  Tangfe  di'oh  est 
égal  à  son  rayon  f  mats  ce  triangle  rectangle  est 
égal  à  un  rectangle  qui  a  pour  base  une  droite 
égalé  à  là  cîrconlereiîcé  dé  ëé  ^afid  ^^tcfê  ëi 
pour  hatitèùr  le  cftiàtt  du  ^âïi!iétt*é  :  donc  la 
surface  dé  la  sptière  ésf  quadruplé  d^ùti  grâùd 
cercle  :  donc  la  surface  dé  là  à'phefé  ësï  égale 
à  quatre  gf ands  cercle^'  :*  donc  la  surface  de  la 
SipbèreAKjQ&esi^àla  surface  deJa  sphère  ÈGHK 
Q0S9kpe  q$batiî6  p^nd^  cercles  de  la  premièrêi 
ipbèr0sel»tà.qaatregf  aftds  eerdesdeiasecondey 
ou  comme  un  grand  cercle  de  la  première  est 
à  un  i^a^d  Qerele  de  la  seconde^  Mais  ces  cer- 
cles soni^  entr'enx.  comme  les.quaixés'  de  leur% 
diamèures  ^  et  le  diamètre  d'uq^  ^andr  eerde  est, 
le  méme/^liie  )e'4yiax&ètire  delK  c^hère  :  ûoa^ 
les  surfaci^s4e^, sphères  ABGÏ),  FGSLK  toDlf. 
entr'eltes  ç<mpnel^.  ((^rrés  de  leaFS4iiamètj?es^ 
Doxfcel^$iilrfaCeS' des  sphères  sont  entr'eUeSt 
ccmimalÇB^^rrés'  de  leurs  diamètres  j  ce  qu'il 
llilloit  déAiontrer.  ,   > 
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PROPOSITION   XXVIII. 

THEOREME. 

Deux  sphères  concentriques  étant  données^  on 
peut  inscrire  dans  la  plus  grande  un  polyèdre 
dont  les  faces  ne  touchent  point  la  circonfé* 
renée  de  la  plus  petite.  ;   - 

Imaginons  deux  sphères  qui  aient  le  même 
centre  A  (  fig.  220  )  :  je  dis  qu'on  peut  inscrire 
dans  la  plus  grande  sphère  utt  polyèdre  dont* 
les  faces  ne  toûchetit  point  la  sur&ce  de  la  plu9' 
petite.  •    '        •        .      . 

Faites  passer  un  plan  quélbonquè  par  le  centre 
de  ces  sphères*,  Jes  sections^ seront  des  gran<fc 
eercles  de  la  sphère.  Supposas  en  conséqùeûfee  ^ 
que  6 C  DE  soit  un  cercle  de  la  plus  grande- 
sphère  et  que-FGH  soit  uii  cercîe  de  la  plus 
petite  ;' méfaérns' lies  diaitièthesBD  j  CE  de^ 
manière  qu'ils  soient  perpendiculaires  l'un  sur 
Tautre.  Les  deUx-  cercles-BCDE,  FGH  ayant 
le  même  centre  ,  décrivons  dans  le  plus  grand 
BCDE  un  polygone  dont  les  côtes  soient  égaux 
et  pairs  en  norribre  et  ne  touchent  point  le  plus 
petit  cercle  FGH;  que  les  côtés  de  çé  polygone 
qui  sont  dans  le  quart  de  cercle  B  E  soient  BK , 
K.  L ,  L  M ,  M  E  ;  menons  le  rayon  K.  A  que  noué 


A  LA  GÉOM.  IVEUCLIDE.  5^5 
prolongerons  vers  N  ;  au  point  A  et  sur  le  plan 
du  cercle  BCDE  élevons  la  perpendiculaire 
AO  qui  rencontrera  la  surface  de  la  sphère 'au 
point  O ,  et  par  la  droite  AO  et  par  chacuize 
dès  droites  BD^  KN  conduisons  deui  plans; 
ces  deux  plans  produiront  deux  grands  cer- 
cles dans  la  surface  de  la  sphère.  Supposons 
qu'on  ait  ces  deux  grands  cercles  et  que  BOD, 
KON  en  soient  les  moitiés,  et  que  BD,  KPT 
en  soiem  les  diamètres.  Puisque  la  droite  OA 
est  perpendiculaire  sur  le  plan  du  cwcle 
BCDE,  tous  les  plans' qui' 'passeront  par  celte 
droite  AO  seront'  perpendiculairews  sur  ïe  plan 
du  cercle  BCDE  :  donc  les  demi-cercles  BÔD, 
K  ON  sont  perpèildiculaires^ur  ce  nïême  plan  ^ 
et  puisque  les  demi-cercles  BED,  BOD,  RON 
sont  égaux ,  car  leurs  diamètres  EG ,  BD ,  RN 
sont  égaux  entr'ettx ,  les  quarts  de  leurs  circoh^ 
•férences-BE,  BO»,  RO  seront  égaux  entr'eux  : 
donc  le^  quarts  de  cercle  BO,  R!0  contiç»^ 
tîront  chacun  autant  de  côtés  ^u  polygone  ins- 
crit, que  1^  quart  de  cercle  BE,  et  les  côtés 
content»  jdàûs  lès  quarts  de  cercles  BO,  Rô 
ieronijègaux  aux  côtés  BJL',  RI) ,  L M ,  M E , 
'chacun  à  chacun.'  Menons  les  coréesBP,  PQ, 
<)R,  RO,  RS,  ST,TV^  VO  etTles  droites 
SP,  TQ.  VR.  Des  points  P ,  S  abaissons?  des 
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perpendkoljnrés  sar  le  p(aD  du  cerek  SCDET; 
oe»  perp^odteakires  tombdrdtt^  âitf  léft-  oon^ 
aunes  Sections  BD,  K.N  de»  pfa»»  de»  émSk'^ 
OMTcleft  BOD  >  KON ,  puisque  cd»  plails  mmJ^ 
perpéndfeuhiFet  sur  h  pliMi  in  ^^ole  BCDE^ 
psr  ootfstructien  ;  queeesperpea^^aîreétefl»^ 
beat  done  sur  ces  odnabuttef  aectièiis  <ji  fvfer 
cé4  piSTpendicalaires  soient  PX^  SY  i  jon^âev 
îa  droite  XY.  Puis<]^'oit  a  pHs  kSt^eoes  %tivl 
BP,  KS  dails  les-  denû'^eîreoiiitredeeS'  <%aW  * 
BOB)  KOK  et  qtté  les  droiiéfk  W%^  &Y  soM 
perpeiftâiciilaîres  sur  les  dîSBu^tes  BD  ^  ftlï  ^ 
b  droke  PX  sera  igfie  à  la  drœ»e  SY  f^  ^ 
droite  BX  égale  à  la  drcâte  XII.  IMtàs  la  droîCr 
totale  B  A  est  égde^  la  droite  Wiaie  K  A  :  dme? 
là  droite  résume  XA  est  éàfh  à  lii  droite  fos*- 
tanie  YA  :  doue  BX  eA  a  XA  caoïme  K.1E  e^ 
à' YA  :  donc  la  ^koke  X  Y  est  fuhSHAe.  h  la^koite^ 
JLB'y  et  puiMfué  cbacsaaé  dés  dlditei^FX^  SY  é» 
perpendicubdresur  k  pdandti  oereie>BGD£9 1» 
droite  P X  sera  pa^ailole  à  k  draite SY;  «im^etar. 
a  démontré  qae  ce^*  dtoites  sont  égales  :  donc 
les  drdifes  YX^  SP  sont  égak&  et  pMraUèkof 
et  {misqoe  la  drdite.  Y  X  esft  pardUife:  à  lat^roiie 
SP  et  à  là  dÀÎDe  KB  ^  k  droite  SP  si«a  pâidlèk 
à  ]a  droite  SLB  (prop.  ç|.  il)  ;  i^àîs  oësdrdêés 
sont  jointes  par  les  dfokes  BP^  KS  :  dône  le 
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I 

<piadrtlatère  KBPS  est  dans  un  seul  plan ,  car 
s\  deux  droites  sont  parallèles  et  si  dans  cha- 
cune de  ces  droites  on  prend  des  points  quel- 
conques j  les  drc^es  qqi  joignent  ces  points 
soiit  dans  le  même  plan  que  ces  parallèles.  On 
démomrera  de  la  même  manière',  que  la  droite 
TQ  est  parallèle  à  la  droite  ^P  et  la  <]roite  VR 
parallèle  à  la  droite  TQ  :  donc  chacun  des 
quadrilatères  SPQT,  TQRV  est  dans  un  seul 
plsm  ;  mais  le  .triangle  VRO  est  aussi  dans  un 
seul  plan  :  donc  si  des  points  F,  S,  Q,  T, 
R,  V  on  conçoit  des  droites  menées  au  point 
A,  on  aur^  construit  entre  les  arcs  BO ,  KO 
un  certain  polyèdre  composé  des  pyramides 
<}ont  les  buses  sercf^t  les  quadiîlatéres  KBPS^ 
SPQT,  TQ'^V  et  1^  u-iangle  VRO  et  dont 
le  sommet  6  jnmm^seràle  poiiat  A.  Si  sur  cha- 
cun des  côtés  KL,/^Af ,  ME  nous  fkisons  la 
même  construction  que  nous  ave  ;^  faite  sur  le 
iCÔté  &By  si  nous  faisons  ensuite  la  même  chos« 
dans  les  autres  quarts  de  cercle  ËAD^  DAC , 
'  O  AB  et  dans  l'autre  hémisphère ,  nous  aurons 
insorit  daùs  la  sphère  un  certain  polyèdre  qui 
sera  composé  des  pyramides  dont  les  bases  sojat 
les  quadrilatères  KBPS,  SPQT,  TQRV  et  le 
triangle  VRO ,  et  les  quadrilatères  et  les  trian- 
gles correspo]]^ans  à  ces  quadrilattères  et  à  ce 
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triangle  et  dont  le  sommet  commun  sera  le 
point  A. 

Je  dis  à  présent  que  ce  polyèdre  ne  touche 
point  la  surface  de  la  petite  sphère  dans  laquelle 
est  le  cercle  FGH.  Du  point  A  menons  la  droite 
AZ  perpendiculaire  sur  le  plan  du  quadrilatère 
KBPS)  que  cette  perpendiculaire  rencontre  ce 
plan  au  point  Z  et  menons  les  droites  BZ,  ZK.. 
Puisque  AZ  esf  perpendiciilaire  sur  le  plan  du 
quadrilatère  KBPS,  elle  sera  perpendiculaire 
sur  toutes  les  droites  qui  la  rencontrent  et  qui 
sont  dans  ce  plan  :  donc  AZ  est  perpendiculaire 
sur  Fune  et  l'autre  des  droites  BZ,  ZKj  mais 
puisque  AB  est  égal  à  AK  y  le  quarré  de  AB  sera 
égal  au  quarré  de  AK;  mais  les  quarrés  des 
droites  AZ ,  ZB  sont  égaux  au  quarré  de  AB ,  car 
l'angle  en  Z  est  droit  par  construction ,  et  les 
quarrés  de  AZ,  ZK  sont  égaux  au  quatre  de  AK: 
donc  les  quarrés  des  droites  AZ ,  ZB  sont  égaux 
»aux  quarrés  des  droites  AZ/  ZK  :  donc  si  Y  on 
retranche  le  quarré  commun  de  AZ^  le  quarré 
de  BZ  sera  égal  au  quarré  de  ZK  :  donc  Ja  droite 
BZ  est  égale  à  la  droite  ZK.  On  démontrera  sem- 
blablement  que  les  droites  menées  du  point  Z 
aux  points  P ,  S  sont  .égales  chacune  à  Tune  et 
à  l'autre  des  droites  BZ,  Z.K  .-Jonc  le  cercle 
décrit  du  centre  Z  et  avec  un  intervalle  égal  a . 
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Titie:des  droites  ZB,  ZK  passera  aussi  par  le$ 
poluis  P,  S  :  doue  le  quadrilatère  KBPS  sera 
inscrit  dans  un  cercle.;  et  puisque  la  droite  KB 
est  plus  grande  que  la  droite  yX  et  que  la 
droite  YX  est  égale  à  la  droite  SP^  la  droite 
KB  sera  plus  grande  que  ]a  droite  SP.  Mais  la 
droite  KB  est  égale  à  l'une  et  à  l'autre  des 
droites  KS,  BP  cdonc  Tune  et  l'autre  des  droites 
KS^BP  sont  plus  grandes  que  la  droite  SP. 

Puisque  le  quadrilatère  KBPS  peut  être  ins- 
crit dans  un  cercle ,  que  les  droites  KB ,  BP,  KS 
isont  égales  et  que  chacune  de  ces  trois  droites 
«st  plus  grande  que  la  droite  PS,  la  droite  KB 
;50utendra  un  arc  plus  grand  que  le  quart  de  la 
circonférence  :  donc  l'angle  KZB  est  obtus  : 
donc  le  quarré  de  KB  est  plus  grand  que  les 
quarrés  des  rayons  KZ,  ZB,  c'est-à--dire  que 
le  quarré  de  KB  est  plus  grand  que  le  double 
du  quarré  du  rayon  BZ. 

Menons  la  droite ;KX*  Puisque  dans  les  trian-* 
gles  KBX,  PBX  les  dioites  KB ,  BX  sont  égales 
aux  droites  PB,  BX,  et  que  l'aûgle  KBX  est 
égal  à  l'angle  BBX,  l'angle  KXB  sera  égal  à 
l'angle  PXB  ;  mais  FaQgle  PXB^st  droit  :  donc . 
l'angle  KXB  est  un  angle  droit.  Puisque  la  droite 
DB  est  plus  petite  que  le  double  de  DX  et  que 
DB  est  à  DX  conune  le  rectangle  compris  sous 
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DB,  XB  est  au  rectangle  compris  soos  DX^ 
K.B  y  si  sur  DB  on  complète  le  rectangle  eom- 
prts  soos  DB ,  XB ,  et  ai  sur  DX  on  complète  le 
rectangle  compris  sons  DX,  XB,  le  rectangle 
compris  sous  DB,  BX  sera  phts  petit  que  le 
double  de  cehn  qui  est  compris  sons  DX^XB^ 
Menez  la  droite  K.D.  Le  rectangle  compris  sous 
DB^XBsera^galauqnarrédeKB,  et  le  rectangle 
compris  aous  DX,  XB  égal  au  quarré  de  XX: 
donc  le  quarré  de  KB  est  plus  petit  que  le  dou* 
ble  du  quarré  de  KX;  mais  le  quarré  de  XB 
est  plus  grand  que  le  double  du  quarré  de  BZ  z- 
donc  le  quarré  de  KX  est  plus  grand  que  le 
quarré  de  BZ  ;  et  puisque  BÀ  est  égal  à  XA ,  le 
quarré  de  B A  sera  égal  au  quarré  de  XA.  Maii 
les  quarrés  des  droites  BZ,  ZA  sont  égaut 
au  quarré  de  la  droite  BA ,  et  les  quarrés  des 
droites  KX,  XA  égaux  au  quarré  de  la  droite 
K  A  :  donc  les  quarrés  des  dnûtes  BZ ,  Z  A  sont 
égaux  aux  quarrés  des  droites  KX,  XA  ;  mais 
le  quarré  de  KX  est  plus  grand  que  le  quarré 
de  BZ  :  donc  le  quarré  de  XA  est  plus  petit 
que  le  quarré  de  ZA  :  donc  la  droite  AZ  est 
plus  grande  que  la  droite  AX  :  donc  Is^  droite 
A  Z  est  à  plus  forte  raison  plus  grsmde  que  la 
droite  AG  ;  mais  la  droite  AZ  est  une  perpendi- 
culaire sur  une  des  faces  du  polyèdre  inscrit ,  et 
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la  droite  AG  est  un  rayon  de  la  plus  petite  sphère: 
donc  la  face  de  "ce  polyèdf  e  sur  laqaette'la  droite 
AZ  est'perpiendictijaîre  ne  touche  ^pomtjia^tii'-" 
face^hpius  pfetïtfe  ^hèr^. 

Bti  kmnre  :A  ècrndttkôiïs  ta  droite  A^S^^iper-- 
pendiéuldire  sur  le  (Âsfn'du  ^[ttôd^iltftëte  "^PQT 
et  rncfnè^  la  droite  P»Z'. 

Nous  démoiltferèii^,ée  kiùêiïjeiii^bi^e'^ 

•  nous  VàvdÉis  'feit  ^pétfr  4è»  '^a&ilWèfb  «KtePS , 
fjm  fte  poto  Z'  est  le  ùéiiïrè  ^'uh  teinte  cîf- 
cônéfcrit  àfti  qiiàdi4lèttèt^  9PQT  et '^e  là»droi«e 
SP  îe9t  phis  gÉiftride  que  te  droWe  O^Q  j-mais  dn 
a  dëixtôùtré  '^e  ilb  >^dite%P  eist'î^al'ëtlllèle  à  la 
4roittTQ  :  ^t&c  îèfi  qùàdrilittfeè  «BP^ , 
SPQT'^tii  p^ttvem'^e  ifaécri^s^àtts  dé's'cërfclès 
^ôilt>léWft  éMéis'KS;  SP,  TQ  pteraBeltes *^tre 
eiix^,  ^iteis  1è^  ^iUffrës  d&ÉêsVP,  XS,  l^,j  8T 
de  ces  quadrilatères  sont  égaùi  'eAfr^ettt:  ,%t  le 
«Ôté  K>B;feSt  «i^li^  ^rââd  qtfe  îè  ^dôté  «P  fet  le 
<:iké  SP  î^te*  »gMùé  qrie  «e  ^é6«è  TQ:  «ddilc  le 
«raydli  Ba  è»t  «^kte  ^^d  '^«ç  4e  ^wy^in  4>«' 

i(lfeAiiisliiv:^>.  Méte^  fe'Jir«fefe»Af>;  iJëtfcîÛfoile 
sera  égale  à  la  droite  AB.  Puisque  V^^ttÉ^tAP^ 
est  droit,  les  qïiah-é^  Aeà' droites  AZ',  Z'P 
iséi'hià.  ^âàk  4u  ^[l»jiTé  ^  aa^d^itè  4f^  ^bù  au 

^(pl»*té  'idè  tÈi>dN>i[t^  ÂB  ;  HÉi^  4è  "^i^é  lie  Ha 
^tit^)|t6aL«>«sl'é^al4Àx'f^ 

u 
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ZB  :  donc  les  quarrés  des  droites  AZ\  Z'P  toiif 
^gaux  aux  quarrés  des  droites  AZ,  ZB.  Mais 
le  quarré  de  Z'P  est  plus  petit  que  le  quarré 
de  ZB  :  donc  le  quarré  de  la  droite  AZ'  est 
plus  grand  que  le  quarré  de  AZ  :  doue  la  droite 
AZ^  est  plus  grande  que  la  droite  AZ.  Mais  oa 
a  démontré  que  la  droite  AZ  est  plus  grande 
que  la  droite  A  G  :  donc  la  droite  AZ'  est,  à 
plus  forte  raison ,  plus  grande  que  la  droite  AG  ; 
donc  le  quadrilatère  SPQT  ne  touche  point  la 
surface  de  la  plus  petite  sphère.  Par  la  même 
raison ,  le  quadrilatère  TQR  Y  ne  touche  point 
la  surface  de  la  plus  petite  sphère  ;  il  en  est  de 
même  du  triangle  YRO  (cor.  2  du  lem.  suîv .) ,  et 
il  (BH  sera  encore  de  même  de  toutes  les  autres 
faces  du  polyèdre  inscrit  :  dcmc  les  faces  de  ce 
polyèdre  ne  touchent  point  la  surface  ^le  la 
plus  petite  sphère. 

Doi^  y  <leux  sphères  concentriques  étiant 

données ,  on  peut  toujours  inscrire;  dans  la  plus 

:grande  un  polyèdre  dont  les  faces  ne  touchent 

pas  la  surface  de  la  j^lus  petite  ;  ce  qu'il  falloit 

/démootrer. 

Que  les  deux  qua^atèresABCD,  EFGH 
j^fig.  âSa)  soient  inscrits  dans  les  cercles^ ABCD, 
ËBGH)  que  les  côtés  AB^  DC  soient  psral- 


A  ti\  oioM.  D'EUCLtDE.       5$t 

lèles/^msi  que  les  côtésEF,  HG;  tcpie  led 
autres  cdt^s  AD^  CB,  HE,  GF  soient  égaux 
entr  eux  et  quis  le  côté  AJB  sdt  plus  graûd  que 
le  côté  EF  ^t  le  coté  DC  plus  grand  que  le 
côté  ELG  :.  je  dis  que*  le  crayon  KA  sera  pluà 
gr^nd  que  lé  rayon  LE*  -' 

Car  si  le  rs^yon  K A  n'est  pa^  plus  granfd  que 
le  rayon:LE,.le  rayoti  KA  sera  égal  au  fayon 
LE  ou  plus  petit;  sûppposôns  d'aBord  que  le 
rayon  KA  soit  égal  au  rayon  LE;  puisque  les 
cercles  ABCjDj  EFGH  sont  égaux,  et^qpuWléd 
cordes  AD ,  BC  sont  égales  aux  '^cordes  ^EH', 
G  F,  les  arcs  A-D,  BC.  seront  égaux  aux  «tes 
£H,'FG;  mais  la  droite  A^  est  plu^* grande 
que  la  corde  E  F  et  la  corde  iDfi]  plus  gtàfàde 
que  la  cqrde  HG  :  donc  l'arc  AB  esl)  plud^^tid 
que  l'arc  EF  et  l'arc  DC  plus  grand' que  Fare 
HG  :  dope  la  circonférence  «litière  AB€D  sera 
plus  grande^  jcjue  la  circonférence  entièt^ÉFOH*; 
mais  ce$  deux  circonférenoes  sont  égales  ;  ce 
qui  est  impossible  :  donc  le  rayon  KA  n'est 
pfis  égal.au  >?^yQn  LEi 

Supposons  ei^  second  lieu  que  le  l'àyoli  KA 
soit  plus  petit  que  le  rayon  LE ,  et  que^éè-rayoïi 
soit  égal  à  Uîdroite  LM.i  Du  cen^^L  avec  l'in- 
teryaUelJlM^cnY<>iîs.Ja;  circonférence  MNOP  ; 
panons  les  rayonsLE,  IF,  LG,  LP  etlescordeJ^ 
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PROPOSITION   XXVIII. 

THEORÊMK. 

Deux  sphères  concentriques  éti^nt  données  ,  on 
peut  inscrire  dans  la  plus  grande  un  poljèdfe 
dont  les  facçs  ne  touchent  point  la  circonfé" 
rence  de  la  plus  petite.  j   - 

Imaginons  deux  sphères  qui  aient  le  même 
centre  A  (  fig.  320  )  :  je  dis  qu'on  p^ut  inscrire 
dans  la  plus  grande  sphère  un  polyèdre  dont* 
les  faces  ne  touchent  point  la  suffeice  de  la  plu9' 
petite.  •    '        •        .      . 

Faites  passer  un  plan  quelconque  par  le  centre 
de  ces  sphères  y  :lefs  section»^  seront  dès  grancfe» 
éercles de  la  sphère.  Supposais  en  conséquence ' 
qpe  BC  DE  soit  un  cercle  de  la  plus  grande' 
sphère  et  que^FGH  soit  uti  cercle  de  la  plus 
petite  ;'  menériis'  les  diaiHèthefr^BD^  CE  dé^ 
manière  qtf  ils  soient  perpendiculaires  l'un  sur 
Tautre.  Les  deux  cercles  BC DE,  FGH  ayant 
le  même  centre  ,  décrivons  dans  le  phis  grancf 
BCDE  un  polygone  dont  les  côtés  soient  égaux 
et  pairs  en  nonihre  et  ne  touchent  point  le  plus 
petit  cercle  F  G  H  ;  que  les  côtés  de  ce  polygoue 
qui  sont  dans  le  quart  de  cercle  B E  soient  BK , 
KL,  LM,  ME  ;  menons  le  rayon  KA  que  uouà 
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prolongerons  vers  N  ;  au  point  A  et  sur  le  plan 
du  cercle  BCDE  élevons  la  perpendiculaire 
AO  qui  rencontrera  la  surface  de  la  sphère 'au 
point  O ,  et  par  la  droite  AO  et  par  chacune 
dès  droites  fiD>  KN  conduisons  deul  plans; 
ces  deux  plans  produiront  deux  grands  cer- 
cles dans  la  surface  de  la  sphère.  Supposons 
qu'on  ait  ces  deux  grands  cercles  et  que  BOD, 
KON  en  soient  les  moitiés,  et  que  BD,  KBT 
en  soiettt  tes  diamètres.  Paisque  la  droite  OA 
est   perpendiculaire    sur    le    plan   du    cercle 
BCDE,  tciiiô  lès  plans'  <Jui'  passeront  par  cette 
droite  AO  seront'  perpendiculaires  sur  le  pian 
du  cercle  BCDE  :  donc  les  demi-cardes  BOD, 
K  ON -sont  perpendiculairestsinr  ce  même  plan  j 
et  puisque  lesdfemi-cerclesBED,  B*OD,  KON 
sont  égaux,  car  leurs  (Mamétres  EG,  BD,  KW^ 
sont  égaux  entr'eux ,  les  quarts  de  leurs  circoh--» 
;férences*BE',:BO',  KO  seront  égajux  entr'eux  : 
donc  le^  quarts  de  cerclé  BO,  K!0  contieiH- 
dront  chacun  àucant  de  côtes  4iï  polygone  ins- 
crit que  le;  quart  dé  cercle  BE,  et  les  côtés 
contenta  dans  lès  quarts  de  cercles  BO,  KO 
ïeroni'^ègaïix  aux  côtés  KJL',  KL ,  L M ,  M E , 
'cliacun  à  chacun.*  Menons  les  coréesBP,  PQ\ 
^R,  RO,  KS,  ST,TV^  VO  et  les  Aoites 
SP,  TQ;  VR.  Des  points  P,  Sr  abaissons  des 
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PROPOSITION    XXIX. 

T  H  É  a  R  i  M  E. 

Deux  sectews  spkériques  s^mblahles.  et  concen^ 
triques  étant  donnés  y  on  peut  toujours  inscrire 
dans  le  plus  grand  un  poljèdre  dont  tes  faces, 
ne  touchent  pas  la  surface  du  plus  petit. 

Soient  deux  secteurs  sphëriques  semblable» 
et  concentriques  dont  les  surfaces  ont  été  dé-« 
crites  par  deux  arcs^es  quarts, de  cercle  OBA^ 
O'GA  (fig.  220)  pendan,t  que  ces  deux  quarts 
de  cercle  ont  fait  une  révolution  autour  du 
rayon  AO  :  je  dis  qu'on  peut  inscrire  dans  le 
plus  grand  un  polyèdre  dont  les  faces  ne  tou- 
chent point  la  çurftce  du  plus  petit  çecteur  sphé-r 
rique. 

Complettons  les  sphères  et  îijscrîvons  dans  la 
plus  grande  un  polyèdre  dont  les  faces  ne  toui 
chent  point  la  surface  de  la  plus  petite.  Il  peut  ' 
arriver  ou  que  Tare  qui  a  décrit  la  surface^  du 
plus  grand  secteur  contienne  exactement  un  ou 
plusieurs  des  arcs  égaux  OR,  RQ,  QP,  PB  ou 
que  cet  arc  ne  contienne  qu'une  partie  d'un  de 
ces  arcs  égaux ,  ou  bien  que  ce  même  arc  con-. 
tienne  un  ou  plusieurs  de  ces  arcs  égaux  avç<^ 
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Supposons  d'abord  que  l'arc  qui  a  décrit  là 
surface  du  secteur  sphérique  contienne  exacte- 
ment un  ou  plusieurs  de  ces  arcs  égaux  ;  il  est 
évident  qu'on  aura  inscrit  dans  le  plus  grand 
secteur  un  polyèdre  dont  les  faces  ne  touche- 
ront point  la  surface  du  plus  petit. 

Supposons  en  second  lieu  que  l'arc  qui  a  dé^ 
erit  la  surface  du  plus  grand  secteur  sphérique 
contienne  l'arc  OR ,  avec  un  reste  RQ'  ;  faisons 
l'arc  VT'  égal  à  l'arc  RQ',  et  menons  les  cordes 
VT'^  T'Q',  Q'R,  et  faisons  la  même  chose  dans 
les  autres  portions  de  fuseaux  qui  composent 
le  reste  de  là  surface  du  secteur  sphérique  dé- 
crite par  l'arc  OQ'.  Nous  démontrerons  abso- 
lument de  la  même  manière  que  nous  l'avons^ 
fait  dans  le  théorème  précédent,  que  la  per- 
pendiculaire menée  du  centre  A  sur  le  q^adri* 
latère  T'Q'RV  est  plus  petite  que  la  perpen- 
diculaire menée  du  centre  A  sur  le  quadrilatère 
SPQT  (cor.  I  du  lem.  précéd.) ,  et  nous  con- 
cluroBS^  que  le  quadrilatère  T'Q'RV  ne  touche 
pas  la  surfèce  du  plus  petit  secteur. 

Supposons  enfin  que  Parc  qui  a  décrit  là  sur- 
face du  plus  grand  secteur  ne  contienne  qu'une 
partie  de  l'arc  OR,  la  partie  OR',  par  exemple; 
faisons  l'apc  OV'  égal  à  l'arc  OR',  menons  le^ 
cordes  OV,  Y'R',  R'O,  et  feisonsla  mêm^ 
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chose*  dûi9;  kfs  autres  •  porlîo&s  de  fuseaai  qd 
composent'le  resltade  Ift  siu^façe  du  secteur  sphé^- 
riquQ  décrite  par.  L'arc  00/  ;  o^o&déinomreroQ» 
encore  de  la  même  manière  qufs  noua^  l|a¥On^ 
fait  dan^le  théorème,  précèdent.  ^  cpie  la  p^ipen-* 
diculair e  menée  d«  centre  A  s*:ir  le  triangle  O  VR' 
ealt  plu^^^ûte  que  la  perpondiculaii^ena^née  dut 
centra  iusur  le  qnpdrUatereTQRY  (coe.  5  du, 
lem..  pnécéd.),  etinou3coiiiçl||ipn^«qiiiel(»trian- 
g)e  oy  E'  ne  tonchctps^  la,sur^Q  du.plus  petit . 
sectenn* 

Doœ  dtnSi  aeetwra,  sfhéwfOi^^  semi^laj^lefr 
et  concentrique»,  éftsmt^  donnés ,  on^  pqu^t  in&- 
cciro.  dan»  Ift  plna  grande  nn.  poljèdre.  dpnt le* 
fsiQ^,ne  toucbent)poinlJii,suriîi4&  da  plus  petite 
ce  <]pyi'il: fallait  démontrer. 

PROPOS.ITION    3^ XX. 

Xa  sphète,  e^tfégn^  à  ujiei  pyramide, tnangulairer 
dont  la  ba^ç  est  effile  \k,  la,  surface  de  cette 
sphère  e£  dpnt  la^  hauteur  est  égale,  au  rajon 
de  cette  même  sphèfp, 

Scôt  la>sphèfe  ^G  (fig.  ^34)  ;  imagi£K>n« 
nne»  pyramide.  HIjEcL  dont  la  base  IKiL  soit, 
égftle  à. la,  surface  de. cette  sphère,  et  donV  lu. 
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hauteur  HI  soit  égale  a}iray;oi|  dq  cette  même 
sphère  :  je  dis  que  1^  sphère  A-B:G  est)  ^ale  à 
la  pyramide  HIK,L. 

Car  si  la  pyramide  HIKL  a'est  pas?  4gale  à 
1^  sphère  ABC ,  cette  p;^amide  sara  pki9>  petite 
ou  plus  grwde.  SupposoBS^  qu'eile  sott  jia» 
petite  et  qu'elle  soit  égale  à  uoe  sphère  con^ 
ceutrique  plus  petite ,  sa^m*',  àJa  sf^aère  DEF. 

Inscrivons  dau3  la  sphère  ABC  un  polyèdre 
dont  les  Ëices  ne  touchent  point  la, surface  de 
la  sphère  DEF  ;  ce^  polyèdre  sera  un  ai^em- 
lilage  de  pyramides: qui  wront  toujtes  leurssom- 
ipi^ta  au.  centret  d^  la,  sphère  ABC#  Si  la  haur 
teur>  df$  chacune  de  qes^  pyramides  étoiti  égale 
au  myou  di^  la  sphère ,  ce  polj^.èdre  seroiv  égal 
à.  tme  pyramide  triangulaine  qui,  f^oroitf  pour 
hase  une  s^riace  ég^Ie  à  la  surface:  du- polyèdre 
inçtfvûl;  etipour  hauteurs  le  rayon  de  la  sphère  ; 
maïs  les  bauteuf!)^.  de  c^  pymmides;  sont^^oha- 
Qune  plus  petitesque  le  rayon deUsphère ABC, 
et  la  surface  de  ce  polyèdre  estiphiâpeùte^que 
la^  surface  de  cette  s{^ène  :  donc  le.  polyèdre 
inscrit  est  plus  petit  que  la.  pyramide  triangu*- 
laire  HIKL  qui  a  pour  hase>une  surface  égale  à 
la.surfâce4Q.la«sphère;  ABC  ettpour.^hauteur  une 
4roite  égale  aU:  rayon  de  cette  sphère;  mais  la 
pyrs^dQ  G^f^.I{  e$t;  par.  supposition ,  égale  à- 
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^ère  :  donc  la  moUié  de  la  sphère  est  ég;al<; 

au  tiers  du  cylîc^dre  circonscidt^:  donc  la,sphiài:e^ 

entière  est  éga}^  aux  dmix  tiers,  du,  c]i:^dRer 

circonscrit. 

P]ROFOSrTlON    XXXI. 

Un  secteur  sphérùjue  est  égal  à  une  pyramide 
triangulaire  ^ui  a,  pour  base  une  surface  égale 
à  la,  surface  sphérique  de  ce  secteur  et  pour 
h(i^teur  une  droite  égale  au  rayon  de  ce  même 
secteur. 

SiQNfte  le  sfictemv  sphérifue^  ABG^  (%,  a34)'^ 
je  dis.  que  ce-secteur  ^tiérvp)^'  est  -■  éga)'  à  une 
pyiiaimde' triangulaire  mM(N  qui  a  ponr^hase 
une  surface  égale  à  la  surface  sphéri^e*  de  ce 
secteur  et  ppur-  l|autçur>  une.  droite  égale  au 
rayon  de  <;e,jnémç  secteur. 

Cftc  spi  cette  pyraipide  n'-es*  p^is.  ^gj^Jç.  à  ce^ 
secteur*,,  elle  sera  plus  petite  ou.  plus^  grande. 
Supposons  dfai>ord  qp!elle  soit  plus,  pf^ite  et 
qu'elle  soit  égale  à  un  secteur  spbéirique  plus 
petit  y  savoir,  au  secteur  sphérique  D  E^  G^qui  est 
semblable. au  .secteur  sphérique  ABQ. 

Après  avoir  inscrit  dans^le  secteur  sf^hérique 
ABG  une  portion  de  polyèdre  q|ii  ne  touche. 
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point  la  surface  <lu  seoleur  Siphérique  DEG, 
nous  démontrerons,  comme  dans  la  proposition 
précédente,  que  la^j^ttnide  HIMN  n'est  pas 
plus  petite  que  le  secteur  ABG. 

Nous  supposerons  en  second  lieu  que  cette 
pyramide  est  égale  à  un  secteur  sphérique  plus 
grand,  savoir  au  secteur  sphérique  D'E'G'qui 
•est  seiaAlabte  'am  stectefur  Sf9i6[*iqtre  A^'G. 

iAîpr'ès  Shroiriti5drît'datïslc^<*t^r  ^ériqne 
D' F'  G'  une  portion  dt  ^cflyèdtHs  ^Ctot  lés  faces 
ne  *tdticlrem  point  h,  siirfeèè  'dU  Is^ecteur  sphé- 
rique AÏG ,  on  déînOùtrèra  tobbre  ,  comme 
dan^la^ro{)o^ônçrédAicfiitte,  <)ûëld  pyràteùde 
«TM  If  •n^î^  pas  pfes  grânde^fe  Ib^etïteirr  ^fihé- 
Vîqtte  ABH& ,  et  T^ri  coricïùra  i^  tëtte  pyra- 
Hnlêé  ëèt  'ëgàle  ^<i  séëtéttt  ^hMtpxe  ABG,  et 
^e  par  edâisëquént  *iiti  ^ebtetfr  sphérique  'èisrt 
'^gàlillife  prjrtàftnidê'friat^^ 
^tifee  ^stiffecfe'ëgafte  9i'la ^*ûii?ftc6  ^îhérique  de  ce 
■^e<î*éhr-èt^^<5iir  ^hamettr  *tmë  ft^oilte  «galle  at| 
•rayôn^de  te  ttièùie  IsfettcS»  5  te  VjiiHl  feUoh  âe- 
•Wî^rftrer:    ;   ;   "'       ""  -'l'  '    '-';\^    ^''  - 

V  .  ,  , 

■'}  .  '  /i  !  <   OV         .  ;   ,  1    ,  av..  s  :     ■        •;/  .     .,.')'.(    . 
..:.  '>ï 'ji'  J't ,        '  .-.  :/v.ai..»a  J.- .J-.  vi:     ,..,;.. 
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PROPOSITIONX  XX  I  ï. 

Jjds  sphères  sont  enir'elles  comme  tes  cuhes  de  leufs 
rajrons,  et  les  secteurs  sphériqués  semblables  s^nt 
aussi  entr'eux  comme  les  cubes  de  leurs  rayons. 

Soient  les  deux  sphères  ÂBC,  DEF  (fig.  235)  : 
je  dis  que  ces  deux  sphères  sont  entr'elles  comme 
les  cubes  de  leurs  rayons.   . 

Supposons  que.la  base  de  la  pyramide  GHKL 
.  soit  égale  à  la  surface  de  la  sphère  ABC  et  que 
sa  hauteur  soit^  égale  au  rayon  de  cette,  même 
.sphère.  Faisons  la  droite  G  M  égale  au  rayon 
.de  la  sphère  DEF,  et  par  le  point  M' conduisons 
un  plan  qui, soit  parallèle  à  la  ba$e  de* la  pyraf- 
m^de  GHKL  ;  .la  section  de  qette  pyrfaiû4e  .par 
ce  plan  sera  un  triangle  semblable  ai^^^iianglç 
HKL.  Mais  1^  triangles  semblables  sont  eo^e 
eux  comme  les  quantés  de  leurs  côtçs  homo- 
logues :  donc  le  triaiigle  H  KL  est  au  triangle 
MNO  comme  le  quarré  de  la  droite  HK  est 
au  quarré  de  la  droite  MN;  mais  les  triangles 
GHK,  GMN  sont  semblables  :  donc  la  droite 
H K  est  à  la  droite  MN  comme  la  droite  G  H 
est  à  la  droite  GM  :  donc  le  triangle  HKL  est 
au  triangle  MNO  comme  le  quarré  de  la  droite 
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GH'est  au  quarré  delà  droite  GM  ;  mais  la  sur- 
face de  la  sphère  ABC  est  à  la  surface  de  la 
sphère  DE  F  comme  le  quarré' du  rayon  de  la 
sphère  ÂBC  est  au  quarré  du  rayon  de  la  sphère 
DEF,  comme  le  quarré  de  la  droite  GH  est  au 
quarré  de  la  droite  GM  :  donc  la  surface  de  la 
sphère  ABC  est  à  la  surface  de  la  sphère  DEF 
comme  le  triangle  H  KL  est  au  triangle  MNO  : 
donc,  en  échangeant  les  places  des  moyens,  la 
surface  de  la  sphère  ABC  est  au  triangle  H  KL 
comme  la  surface  de  la  sphère  DEF  est  au  trian- 
gle MNO  ;  mais  la  surface  de  la  sphère  est  égale, 
par  supposition ,  au  triangle  HKL  :  donc  la  sur« 
face  de  la  sphère  DEF  est  égale  au  triangle 
MNO ,  c'est-à-dire  à  la  base  de  la  pyramide 
G  MNO  ;  mais  le  rayon  de  cette  sphère  est  égal 
à  la  hauteur  dé  cette  même  pyramide  :  donc  b 
sphère  DEF  est  égale  à  la  pyramide  GMNO; 
mais  les  pyramides  semblables  G  H  KL ,  GMNO 

sont  entr'elles  comme  les  cubes  de  leurs  hatt- 

i. 

leurs  GH,  GM  ;  donc  les  sphères  ABC,  DEF 
qui  sont  égales  aux  pyramides  GHJmL  j  GMNO 
sont  entr'elles  comme  les  •  cHibes  des  hauteurs 
GH,  G  M  de  ces  pyramides,  c'est-à-dire 
comme  les  cubes  des  rayons  de»  sphères  ABC, 
DEF.  On  démontreroit  d'une  manière  sem-» 
blable  que  les  secteurs  sphériquea  semblable» 
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«ont  aussi  entr'eui  comme  les  cubes  de  leurs 

rayons. 

Donc  les  'sjphères  *som  entr'eHefs  comme  les 
cubes  dte'letfrs rayons;  donc  les  secteurs  spké- 
riques  sendblables  sont  aussi  'ëntr  etlK  cotmxïe 
les  cubes  de  leurs  l'ayons  ;  ce  quSl  iblioit  dé- 
montrefr  (i). 

JJe  la  mesufe  des  lignes,  des  surfaces  et  des 
solides. 

1)  É  f  ï  ïf  I  *T  i  b  N  s. 

I  •  On  mes«re  une  <piantitë  en  déterminant 
combien  de  fois  cette  quantité  contient  une 
quantité  connue. 

a.  On  mesure  u|ie  ligne ,  une  surface  et  un 
solide  en  déterminant  combien  de  fois  cette 
------    *•  '  -  '  '         I 

(i)  On  pourr<Ht  démontrer  de  la  manière  auivante 

que  les  splières  sont  entr'elles  comme  lés  cubes  de 

Tleûrs  rayons^  Les  spnefés  inscrites  dafis  àéa  cylindres 

«^1;  ég^è^^ifs  aèùt'tiers  des  c^KA^fésdlèfs  iès^els 

^èl^s  ^t  itf^tèb;  inafe  les  t]^u:drébi10à-6(y»^ 

^'^eaïqpfairwiboist^doB;  sabSet'seittUaUek  :  mnc  les  cy- 

«^l^ildr^jc!^r«0|iscrito;à'des  sphères  «ont '^eritr'-eiix  comme 

fesroubes  dm  ^yoOyS  de  leurs  bases ,  c'est-à-dire  comme 

les  cubes  des  rayons  des 'sphères;  donc  les  deux  tiers 

dé  cçs  cylindres,  c'est-à-dire  les  sphères  inscrites,  sont 

*^ aussi  éhïr'iires  coinméles  cubés  dfc  fetirs  mydiis,  '  ^ 
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ligne,  cetle  surface  et  ï:e  solide  cbntieiinèut 
une  droite  connue ,  un  quarré^  connu ,  et  un 
cube  connu  :  ces  (jiiantités  connues  s'appellent 

unités  de  mesure. 

■-  f      >  ... 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

V  T  â  £  G  H  à  M  fi. 

Deux  rectangles  ^ont  entr'eux  comme  les  produits 
de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs  <,       ♦  : ,.. 

Soient  les  deux  rectangles  DB ,  DF  (fig.  236)  : 

,  je  dis  que  le  rectangle  DB  est  au  rectangle  DF 

comme  le  produit  de  la  base  AD  du  tectahgle^ 

Ï)B  par  sa  hauteur  OC  est  au  produit  àe  la  basé 

DE  du  rectangle  D F  par  Isa  bauteur  GD.^ 

]PIacez  les  deux  Vectaujg^es  DB.,  DF  de  ma^ 
nière  que  le  côté  DE  soit  dans  la  direction  du 
côté  AD  et  le  côté  GD  dans  la  direction' du 
côté  DC,  et  ternûnez  le  rectangle  AG.  Puis^ 
que  les  deux  rectangles  DB,  DH  dut  la  même 
base  AD,  le  rectangle  DB  est  au  rectangle.  DH 
comme  la  hauteur  DC  du  rectangle  DB  est  à 
la  hauteur  DG  du  rectangle  DH  \  et  à  cause  que 
les  deux  rectangles  D H,  DF  ont  la  même  hau- 
teur GD,  le  rectangle  DH  est  au  rectangle  D  F 
comme  la  base  AD  du  rectangle  DH  est  à  la  base 
DE  du  rectangle  DF.  Si  l'on  multiplie  dbiaque 
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terme  <ie  la  première  proposition  par  chaque 
terme  de  la  ^seconde,  les  produits  qui  résulte- 
f^ont  de  cette  multiplication  formeropt  encore 
,  unet  proportion  :  donc  le  produit  du  rectangle 
DB  par  le  rectangle  DH  est  au  produit  du  rec- 
tangle DF  par  le  rectangle  i)H  comme  le  pro- 
duit de  la  base  AD  du  rectangle  DB  par  sa 
hauteur  DC  est  au  produit  de  la  base  DE  du 
^  rectangle  DF  par  sa  hauteur  DG  :  donc  si  l'on 
supprime  le  facteur  DH  qui  est  commun  aux 
deux  premiers  termes ,  le  rectangle  DB  sera  au 
r çctangle  DF  comme  le  produit  de  la  base  AD  du 
rectangle  DB  par  sa  hauteur  DC  est  au  produit 
de  la  f)ase  DE  du  rectangle  DF  par  sa  hauteui* 
DG  :  donc  las  deux  .rectangles  DB,  DF  sont 
en^r'eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par 
leurs  hauteurs, 

.  Qonc  deux  rectangles  quelconques  sont  entre 
eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
})^uteurB5  ce  qu'il  falloit  démontrer. 


% 

è 
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'  P  R  O  P  O  SI  T  ION    I  I. 

.THÉoaà^s. 

Un  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  hase 
par  sa  hauteur  (j^. 

Soit  le  rectangle  AC  (fig.  2^7  )  dont  on  vent 
avoir  la  mesure  ;  que  le  quarré  D  sort  Funitë 
de  mésuFe.  Multiplions  le  nombre  qui  exprime  ' 
^  combien  de  fois  la  base  BC  du  rectangle  AG 
""contient  le  côté  du  qiia'rré  D  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  la  hauteur  AB  du 

mi  ■    ■  I  i  »        I      Ml       •     '  I  ,    •         {f 

(  l)  Jq  jie  dis  point  >  comme  ouïe  dit  ordinaifement^ 
que  la  sur&ce  ou  Taire  d'uu  rectangle ,  &c.  ;  car^  eu  , 
parlant  ainsi ,  c'est  comme  si  Ton  disoit  la  surface  d'une 
sm^face  qui  est  terminée  par  quatre  droites  parallèles, 
9U  bien  Faire  d^une  aire  terminée  par  quatre  droites 
parallèles  y  &c.  C'est  par  la  même  raison  qne  je  ne  dis 
point  la  solidité  du  paraliéMpipède  bii  bien  le  volume 
d*ttn  parallélépipède  f  parce  que  c'est  comme  «1  Ton 
di80tt  la  .solidité  d'un  solide  terminé  par-uz  parallé- 
logrammes dont  les  parallélogrammes  opposés  soi^t 
égaux  ej^  parallèles,  ou  bien  le  volume  d'un  volumç 
terminé  pur  six  paridlélogrammes  dont  les  parallélo- 
grammes apposés  sont  égaux  et  parallèles.  Si  je  ne 
m'«xprinle  point  mnsi ,  c'est  pour  me  conformer  à 
la  manière  d'Euclide ,  et  pour  ne  pas  me  servir  d'un» 
façon  de  poirier  que  rien  ne  aasorcHt  autoriser* 
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rectangle  AC  comiem  le  côté  du  même  ({aarr.l 
D  (i)  :  je  dis  que  ce  produit  eiprime  combien 
de  fois  le  rectaxxgle  ikC  contient  le  quarré  D. 

Car  puisque  les  rectangles  sont  entr'eux 
comnie  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs,  le  rectangle  ÂC  est  au  quarré  D 
comme  le  produit  du  nombre  qui  exprime 
combien  de  fois  la  base  BC  du  rectangle  AC 
contient  le  côté  du  quarré  D  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  la  hauteur  du  rectan- 
gle AB  contient  le  côté  du  même  quarré  D,  est 
au  produit  du  nombre  i  que  représente  h  base 
du  qufiuré  D  par  le  noiml^re  i  qui  représente 
aussi  la  hauteur  de  ce  même  quarré.  Mais  le 
produit  dn  nombre  i  par  lui-piéme  est  égal  à  ii 
donc  le  rectangle  AC  est  au  quarré  D  comme 
le  produit  du  notnbre  qui  exprime  combien  de 
fois  la  base  B  C  du  rectangle  AC  contient  le  côté 
du  quarré  D  par  Iç  nqmbre  qui  exprime -com- 
bien de  fois  la  hauteur  AB  du  rectangle  AC  con-- 

— — i— i      ■■■■■!— ——^—^l^WMia^wp»^—^— —^— -Il 

^  (i)  Il  ett  inutile  d'avertir  ^aelç  nombre  qmexprime 
combien  de  fois  la  baaé  du  rectangle  AC  contient  le 
côté  du  quarré  D  on  Je  nombre  qui  exprime  com- 
bien de  fois  la  hauteur  du  rectangle  AC  confient  le 
côté  de  ce  même  quarré  ;  peut  être  un  nombre  com-- 
mensorâble,  on  incommensurable,  entier  ou  Frac*- 
tionnaire»  ou  même  UB0  fraction*   ' 
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tient  b  hauteur  de  ce  m«me  quarré ,  est  à  i  :  dcOkc 
le  produit  du  nombre  qui  exprime  combiêD  de 
fois  la  base  BC  du  rectangle  AC  contient  le  côté 
du  quarré  D  par  le  nombre  qui  exprime  com- 
bien de  fois  la  hauteur  AB  du  rectangle  AC  con- 
tient le  côté  de  ce  même  quarvé ,  est  la  mesure 
du  rectangle  AC,  puisque  ce  produit  exprime 
combien  de  fois  le  rectangle  AC  contient  le 
quarré  D ,  pris  pour  unité  de  mesure  :  donc 
pour  avpir  la  mesure  du  rectangle  AC ,  Je  quarré 
D  étant  pris  pour  unité  ,  il  faut* 'multiplier  le 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la  base 
du  rectangle  AC  contient  le  côté  du  quarré- D, 
par  le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  Ja 
hauteur  du  rectangle  A C  contient  le  côté  de 
ce  même  quarré ,  le  produit  de cesdeux nom-, 
bres  sera  la  mesuré  du. rectangle  AC;  ce  qu'on 
énonce  eu  disant  que  le  produit  de  la  base  du* 
rectangle  A  C  par  sa  hauteur  est  la  mesure;  de 
ce  rectangle. 

Donc  un  rectangle  quelconque  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ;  ce  qu  il 
falloit  démontrer.  • 

c  O  R  O'  L  L  A  1  R  £  s. 

i^  Puisqu^un  parallélogramme  quelconque 
est  égal  à  un  rectangle  de  même  base  ei  de 

5  '    ^ 
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même  lianteur ,  il' est  ëyident  qu'un  paralie^ 
logramme  quelconque  a  pobr  mesure  le  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 
'  3 .  Un  triangle  étant  égal  à  la  moitié  d'un  pa- 
-  rallélogramme  de  même  base  et  de 'même  hau- 
teur, il  est  évident  qu'un  triangle  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  la  moitié  de  sa  hauteur^ 

5.  Toute  figure  rectUigne  pouvant  se  partager 
en  triangles ,  il  est  évident  qu'une  figure  rectili- 
gne  quelconque  aura  pour  mesure  la  somme 
des  produits  de  la  base  de  chacun  des  triangles 
qui  la  composent  par  la  moitié  de  sa  hauteur. 

4-  Puisqu'un  polygone  régulier  peut  être  par- 
tagé en  autant  de  triangles  égaux  et  semblables 
que  le  polygone  a  de  côtés  ,  en  menant  du 
'  centre  des  droites  à  tous  les  angles  de  ce  poly- 
gone ,  et  puisque  chacun  de  ces  triangles  a  pour 
mesure  le  produit  d'un  des  côtés  du  polygone 
par  la  moitié  d'une  perpendiculaire  menée  du 
centre  sur  un  des  côtés ,  il-  est  évident  qu'un 
polygone  régulier  a  pour  mesure  le  produit  de 
son  contour  par  la  lûoitié  d'une  perpendiculaire 
.    menée  du  centre  sur  un  de  ses  côtés. 

5.  Un  cercle  étant  égal -à  uù  triangle  qui  a 
pour  base  une  droite  égale  à  la  circonférence 
de  ce  cercle  et  pour  hauteur  le  rayon  de  ce 
même  cercle^  il  est  évident  qu'un  cercle  a  pour 
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mesure  le  produit  de  sa  circonférence  par  la 
moitié  de  son  rayon. 

6.  Un  secteur  circulaire  étant  égal  à  un  trian- 
gle qui  a  pour  base  une  droite  égale  à  l'arc  de 
Ce  secteur  et  pour  hauteur  le  rajron  de  ce  sec-* 
tèur ,  il  est  évident  qu'un  secteur  a  pour  mesure 
le  produit  de  son  arc^r  la  moitié  de  son  r^yon. 

7.  La  surface  convexe  d'un  cylindre  droit 
étant  égale  à  un  rectangle  qui'a  pour  base  une 
droite  égale  à  la  circonférence  de  la  base  de  ce 
cylindre  et  pour  hauteur  une  droite  égale  à  la 
hauteur  du  même  cylindre  j  il  est  évident  que 
la  surface  convexe  du  cylindre  droit  a  pour  me- 

•  sure  le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

8.  La  surface  convexe  du  cône  droit  étant 
égale  à  un  triangle  qui  a  pour  base  une  droite 
égale  à  la  circonférence  de  la  base  de  ce  cône  ' 

'  et  pour  hauteur  une  droite  égale  au  côté  de  ce 
cône ,  il  est  évident  que  la  surface  convexe  d'un 
cône  droit  a  pour  mesure  le  produit  de  la  cir- 
conférence de  sa  base  par  la  moitié  de  son  côté. 

9.  La  surface  de  la  sphère  étant  égale  à  un 
rectangle  qui  a  pour  base  une  droite  égale  à  la 
circonférence  d'un  de  ses  grands  cercles  j^t 
pour  hauteur  le  diamètre  de  la  sphère  j  il  est 
évident  que  la  surface  de  la  sphère  est  égale 
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»u  produit  de  la  circonférence  d'un  de  $e$ 

grands  cercles  par  son  dÛMmètrec 

lo.  La  surface  convele  d'un  segment  spbë- 
rique  étant  égale  à  un  rectangle  qui  a  pour  base 
une  droite  égale  à  la  circonférence  d'un'grand 
cercle  de  la  sphère  et  pour  hauteur  une  droite 
égale  à  la  hauteur  du  segment  sphérique,  il  est 
évident  que  la  surface  convexe  d'un  segment 
sphérique  a  pour  n^esure  le  produit  de  la  cir« 
conférence  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  par 
}a  hauteur  du  segment  sphérique. 

PROPOSITION    II I. 

THSORÈMS. 

Les  parallélépipèdes  rectangles  sont  entr'eu.7ff 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs. 

Soient  les  deux  parallélépipèdes  rectangles 
BG,  BO  (fig.  aâ;8)  :  je  dis  que  le  parallélépi^ 
pède  BG  est  au  parallélépipède  BO  comme  le 
produit  de  la  base  BD  du  parallélépipède  BG 
par  sa  hauteur  ÂB  est  au  produit  de  la  basç  BM 
du  parallélépipède  BO  par  sa  hauteur  QB. 

Placez  les  deux  parallélépipèdes  BG,  BO  de 
manière  que  l'angle  QBC  soit  commun  ;  proloo* 
gez  1^  base  AG  et  terminez  le  parallélépipède  BS^^  i 
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PoUqae  les  deux  parallélépipèdes  rectangles 
BÇj ,  BS  ont  la  même  hauteur ,  le  parallélépipède 
BG  est  au  parallélépipède  BS  comme  la  base  BD  . 
du  premier  est  à  la  base  BM  du  second  ;  et  à  cause 
que  les  deux  parallélépipèdes  rectangles  BS, 
BO  ont  la  même  base  BM,  le  parallélépipède' 
BS  est  au  parallélépipède  BO  comme  la  hau- 
tepr  AB  du  premier  est  à  la  hauteur  QB  du 
second.  Si  l'on  multiplie  chaque  terme  de  la 
première  proportion  par  chaque,  terme  de  k 
seconde ,  les  produits  qui  résulteront  dé  cette 
multiplication  seront  encore  en  proportion  : 
donc  le  prodvdt  du  parallélépipède  BG  par  W 
parallélépipède  BS  est  au  produit  du  parallé- 
lépipède BO  par  le  parallélépipède  BS  comme 
la  base  BD  du  parallélépipède  BG  par  sa  hau- 
teur AB  est  au  produit  de  la  basé  BM  du  pa- 
rallélépipède BO  par  sa  hauteur  QB  :  donc  si 
l'on  supprime  le  facteur  BS  qui  est  commun  aux 
deux  premiers  termes  ,  le  parallélépipède  BG 
sera  au  parallélépipède  BO,  comme  le  produit  de 
la  base  B  D  du  premier  par  sa  hauteur  A  B  est  au 
produit  de  la  base  B  M  du  second  par  sa  hauteur 
QB  :  donc  les  deux  parallélépipèdes  rectangles 
BG,  BO  sont  entr'eux  comme  les  produits  de 
leurs  bases  par  leur&  hauteurs. 

Pquc  les  parallélépipèdes  rectangles  sont  entre 
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«ax  comme  lès  produits  de^lenrsiiases  par  leurs 

hauteurs  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer.  - 

PROPOSITION    IV. 

THEOREME. 

Un  paraUMépipède  rectangle  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  le  parallélépipède  rectangle  AD  (iSg.  aSg) 
dont  on  veut  avoir  la  mesure  ;  que  le  cube  F 
so^t  Tunité  de  mesure.  Multiplions  le  nombre 
qui  exprime  combien  de  fois  la  base  BD  con- 
tient la  base  du  cube^  F  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  la  hauteur  AB  con-^ 
tient  le  côté  du  cube  F  :  je  dis  que  ce  produit 
exprime  combien  de  fois  le  parallélépipède  rec- 
tangle AD  contient  le  cube  F.- 

Car  puisque  les  parallélépipèdes  rectangles 
sont  ehtr'eux  comme  les  produits  de  leurs  bases 
par  leurs  hauteurs ,  le  parallélépipède  AB  est  au 
tube  F  comme  le  produit  du  nombre  qui  ex- 
prime combien  de  fois  la  base  BD  du  parallélé- 
pipède AD  contient  h  basé  du  cube  F  par  le 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la  hauteur 
AB  du  parallélépipède  AD  contient  la  hauteur  du 
cube  F ,  est  au  produit  de  la  base  du  cube  Fpar 
sa  hauteur;  mais  la  basé  du  cube  a  pour  mesure 
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le  produit  du  nombre  i  qui-  reprësepte  le  côté 
de  ce  cube  par  le  nombre  r  :  donc  le  produit  de 
la  base  du  cube  par  sa  hauteur  est  égal  -au  pro- 
duit du  quarré  de  i  par  i  qui  est  i  :  donc  le 
parallélépipède  Ap  est  au  cube  F  comme  le 
produit  du  nombre  qui  exprimp  combien  do 
foi^  la  base  BO  du  parallélépipède  AB  contient 
la  base  du  cube  F  par  le  nombre  qui  exprime 
combien  de  fois  la  hauteur  AB  du  parallélépi-. 
pède  AD  contient  la  hauteur  du  cube  F,  est  à  i  : 
donc  le  produit  du  nombre  qui  exprime 'com- 
bien de  fois  la  base  BD  du  parallélépipède  AD 
contient  la  base  du  cube  F  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  la  hauteur  AB  du  pa- 
rallélépipède AD  contient  le  côté  de  ce  même 
cube,  est  la  mesure  du  parallélépipède  AD;  puis- 
que ce  produit  exprime  combien  de  fois  le  cube 
A  D  contient  le  cube  F  pris  pour  unité  de  me- 
sure :  donc  pour  avoir  la  mesure  du  parallélépi- 
pède, rectangle  AD ,  il  faut  multiplier  le  nombre 
qui  exprime  combien  de  fois  la  base  du  parallé- 
lépipède rectangle  AD  contient  la  base  du  cube  F 
par  le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la 
hauteur  A B  du  parallélépipède  AD  contient  le 
côté  du  cube  F,  et  le  produit  de  ces  deux  /lom- 
bres  sera  la  mesure  du  parallélépipède  A  D  ;  ce 
qu'on  énonce  en  disant  que  le  produit  de  In 
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^  base  di^  parallélépipède  ÂD  par  sa  hauteur  est 
la  mesure  de  ce  parallélépipède. 
,   Donc  un  parallélépipède  rectangle  quelcon- 
que a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur  ;  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

COROLLAIRES. 

X .  Puisqu'un  parallélépipède  quelconque  est 
égal  à  un  parallélépipède  rectangle  de  même 
base  et  de  même  hauteur,  il  est, évident  qu'un 
parallélépipède  quelconque  a  pour  mesure  Iç 
produit  de  fca  basic  par  sa  hauteur. 

2.  Un  prisme  triangulaire  quelconque  étant 
la  moitié  d'un  parallélépipède  qui  a  une  ^  base 
double  et  la  même  hauteur ,  il  est  évident  qu'un 
prisme  triangulaire  quelconque  a^pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

5.  Un  prisme  quelconque  pouvant  être  par- 
tagé en  prismes  triapgulaires  de  même  hau- 
teur, et  chacun  de  ces  prismes  triangulaii*es 
ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur ,  il  est  évident  que  le  prisme  total  a 
pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hau-> 
teur. 

4.  Un  cylindre  droit  ou  oblique  étant  égal  à 
un  parallélépipède  qui  a  une  base  égalç  et  la 
même  hauteur ,  il  est  évident*  qu'un  cylindre 
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ûtoii  ou  oblique  a  poiïc  mesure  le  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteui\ 

5.  Une  pyrahaide  triangulaire  étant  égale  au 
fiers  d'un  prisme  de  même  base  et  de  même 
hauteur ,  il  est  évident  qu'une  pyramide  trian- 
gulaire quelconque  a  pour  mesure  le  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

6.  Une  pyramide  quelconque  pouvant  être 
partagée  en  pyramides  triangulaires  de  même 
hauteur,  et  chacune  de  ces  pyramides  triangu- 
laires ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  le  tiers  de  sa  hauteur,  il  est  évident  que  la  . 
pyramide  totale  aura  pour  mesure  le  produit  de 
sa  base  totale  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

7.  Un  solide  quelconque  terminé  par  des  . 
surfaces  planes  pouvant  se  partager  en  pyra- 
mides ,  il  est  évident  que  la  mesure  d'un  solide 
quelconque  terminé  par  des  surfaces  planes  sera 
ég^e  à  la  somme  des  produits  de  la  base  de  cha- 
cune de  ces  pyramide^  par  le  tiers  de  sa  haiiteur  • 

8.  Un  cône  droit  ou  oblique  étant  égal  au 
tiers  d'un  cylindre  de  même  base  et  de  mên^e 
hauteur ,  11  est  évident  qu'un  cône  quelconque 
a  pour  mesure  le  produit  de  sa  ba^e  par  le  tiers 
de  sa  hauteur.    / 

9.  Une'  sphère  étant  égale  à  une  pyramide 
qui  a  une  base  égale  à  la  surface  de  la  sphère  et 
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pour  hauteur  le  rayon  de  cette  mêoQie  sphère, 
îl  est  évident  que  la  sphère  a  pour  içtesorç  U 
produit  de  sa  surface  par,  le  tiers  de  son  raycmt 
lo.  Un  secteur  sphèrique  étant  égal  à  un^ 
pyramide  qui  a  une  base  égale  à  la  surface  sphé-* 
rique  de  ce  secteur  et  pour  hauteur  une  droite 
égale  au  rayon  de  la  sphère ,  il  est  évident  qu'un 
secteur  sphèrique  est  égal  au  prodoit  de  sa  sur- 
face  sphèrique  par  le  tiers  de  son  rayon. 
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NOTES. 

^    LIVRE    I.  —  DÉPINÎTION    IV.        / 

Oettb  définition  d'Euclide  a  para  insignifiante  à 
plusieurs  géomètres;  pour  en  comprendre  le  sens^ 
comparons  une  ligne  droite  avec  une  autre  ligne  qui 
ait  les  mômes  extrémités.  Soit  pour  cet  effet  la  droite. 
AFGE  (fig.  240)  et  la  ligne  ABCDE. 

La  Ugné  AB  est  également  placée  entre  ses  points  ' 
A  et  B  9  c'est-à-dire  qu'elle  ne  s'avance  ni  vers  la  droite 
ni  vers  la  gauche >  qu'elle  ne  va  ni  en  haut  ni  en  bas; 
il  en  est  de  même  de  la  ligne  BC  ;  mais  il  n'en  est  pas 
de  même  de  la  ligne  ABC^  car  cette  ligné  s'avance 
'  versB,  La  ligne  C  DE  n'est  paaégalement  placée  entre 
ses  points  C  et  £ ,  car  elle  s'avance  vers  D  :  dohc  la  ligne 
ABC  DE  n'est  pas  égalemenj^.  placée  entre  ses  pointa 
A  A  B  >  C  9  £  >  car  elle  s'avance  tantdt  vers  un  endroit , 
tantôt  vers  un  autre.  La  ligne  A  G  H  E  est  au  contraire 
également  placée  enti^  ses  points  Aetf^FetG^G 
et  £y  A  et  G^  F  et  E,  A  et  £^  car  elle  ne  s'avance 
jamais  vers  aucun  côté. 

Selon  Archimède ,  la  ligne  droite  est  la  plus  courte 
des  lignes  qui  ont  les  mêmes  extrémités. 

Selon  Platon ,  la  ligne  droite  est  celle  dont  les  extré-, 
mités  sont  ombragées  par  les  points  intermédiaires.  Ne 
pourroit-on  pas  dire  que  là  ligne  droite  est  celle  qui 
peut  tôurneï*  sur  ses  èx  trémfléd  immobiles  sans  changer 
de  place?  v   .     .      . 
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LIVRE  I.  — ^  osFiNirioK  vit. 

Cette  définition  est  analogue  à  celle  de  la  ligne  droil0 
et  peut  par  conaéquenl  être  explicjuée  d'une  manière 
*  analogue. 

Selon  Héron ,  la  superficie  plane  est  celle  sur  toutes 
les  parties  de  laquelle  on  peut  appliquer  une  ligne 
droite. 

LIVRE  I.  ^-BiriNiTioN  xxxiii. 

Cette  définition  renferme  une  condition  superflue  ; 
car  si  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sont  égaux, 
les  angles  opposés  sont  nécessairement  égaux.  (/2o&er^ 
Simson.) 

LIVRE  I 4XIÔMS  VIII. 

Cet  axiome  veut  dire  que  les  lignes ,  que  les  «urfacea 
qui  s'appliquent  exactement  le»  unes  sur  les  autres  sont 
égales-,  que  lès  angles  dont  les  côtés  s'appliquent  exac- 
tement les  uns  sur  les  antres  .sont  égaux,  et  que  deux 
solides  sont  égaux  lorsque  les  faces  de  l'un  s'appliquent 
exactement  sur  les  faces  de  l'autre.  Si  Ton  disoit  que 
les  choses  qui  s'appliquent  exactement  les  unes  sur  les 
autres  sont  égales ,  on  ne  pourroit  point  se  servir  de 
cet  axiome,  lorsque  l'on  vondroit  conclure  que  deux 
solides  dont  les  faces  s'appliquent  exactement  les  unea 
sur  les  autres,  sont  égaux  entr'eux, 

LIVRE  I.  FBO  POSITION   vil. 

Cette  proposition  a  deux  cas  ,  car  il  peut  arriver  qu« 
le  point  D  tombe  dans  le  triangle  ABC.  Robert  Simson 
démontre  le  second  cas*,  mais  cela  étoit  inutile,  car  le 
second  cas  est  compris  implicitement  dans  la  propoai* 
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tiôn  XXI  du  même  livre,  où  Euclide  démontre  que  les 
deux  droites  B  D,  D  C  sont  plus  courtes  que  les  droites 
B  A,  AC;  car  il  est  évident  que  si  les  deux  droites  BD, 
DC  sont  plus  courtes  que  les  deux  droites  BA,  AC, 
les  deux  droites BD,DC  ne  seront  point  éga^s  aux 
deux  droites  B  A ,  A  C ,  chacune  à  chacune. 

LIVRE  L  — PROPOSITION  xxiv,pag.38,iig.4. 

Car  puisque,  &c.  lisez  que  parmi  les  droites  DE,  DF 
la  droite  DE  soit  celle  qui  n'est  pas  plus  grande  que 
la  droite  DF.  Puisque,  &c.  {Robert  Simson). 

LIVRE  I.  —  PROPOSITION    XXXV. 

Robert  Simson  remarque  que  cette  proposition  a 
trois  cas ,  et  qu'Euclide  ne  démontre  que  le  cas  ou  le 
point  E  tombe  entre  le  point  D  et  le  point  F. 

Les  deux  autres  cas  ont  lieu  lorsque  le  point  E 
(fig.  5441  )  tombe  sur  le  point  D  et  lorsque  le  point  E 
tombe  entre  le  point  A  et  le  point  D  (fig.  242  ).  Voici 
comment  on  peut  démontrer  ces  deux  autres  cas  : 

Après  avoir  démontré,  pour  le  second  cas,  que  le 
triangle  AB  D  (fig.  a4i  )  est  égal  au  triangle  DGF,  et 
après  avoir  ajouté  à  chacun  de  ces  deux  triangles  égaux 
le  triangle  BCD,  on.  conclura  que  le  parallélogramme 
ABCD  seïa  égal  au  parallélogramme  BCFD. 

Après  avoir  démontré,  pour  le  troisième  cas,  que  lo 
triangle  ABE  (fig.  242)  est  égal  au  triangle  DCE,  et 
après  avoir  ajouté  à  chacun  de  ces  deux  triangles  égaux 
le  quadrilatère  BCD£,  on  conclura  que  le  parallélo- 
gramme ABCD  sera  égal  au  parallélogramme  BCFE. 


Na 
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LIVRE   IV.  —   COROLLAIRE   DR   LA   TROPO-* 
SITION   XXYfpag.  9ù6 ,  lig.  41. 

Hexagone,  Usez  hexagone  éqnilatéral  et  équiangle« 
(  Robert  Simêon  ). 

LIVRE    VI DEFINITION    II. 

Robert  Simsom  trouve  cette  définition  obscure  et 
la  remplace  par  la  suivante  : 

a  Les  figure»^  les  triangles  et  les  paraHélogrammes, 
par  exemple ,  sont  réciproques  lorsque  les  côtés  qui  com- 
prennent deux  angles  sont  proportionnels ,  de  ma- 
nière qu'un  c6té  de  la  première  figure  esta  un  côté  de 
la  seconde  comme  un  autre  côté  de  la  seconde  est  à  un 
autre  côlé  de  la  première  »•  le  donne  la  préférence  à 
la  définition  d'Euclide,  mais  j'approuve  la  d^nition 
de  Robert  Simson  comme  explication. 

LIVRE    VI. DEFINITION    V. 

Euclide  entend  parla  quantité  d'une  raison  le  quo- 
tient qui  résulte  de  la  division  de  l'antécédent  par  son 
conséquent  :  d'où  il  suit  que  la  quantité  d*nne  raison 
peut  toujours  être  représentée  par  une  fraction  dont  le 
numérateur  est  l'antécédent  de  la  raison  et  dont  le  dé« 
Dominateur  en  est  le  conséquent. 

Soient  les  raisons  suivantes  >  a\h,c  id^e  :f.  Les 

quantités  de  ces  raisons  sont  les  fractions  -ri-fij^  dont 

ace 
le  produit  est  la  fraction  7-77.  ou  la  raûon  ace  :  hdf 

Ouj       , 

qui  est  une  raison  composée  des  raisons  aibyC\d,eiJ\ 
Il  est  évident  que  l'antécédent  a  c  «  de  la  raison  com- 
posée est  égal  au  produit  de  tout  les  antécédeas  de» 
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Élisons  voinpoaant«s>  et  que  le  conséquent  bdfde  là, 
tsàaaxt  composée  «st^al  au  j^todtdt  de  tous  les  consé^ 
quens  des  raisons  composait  tes  |  d'où  U.  àuit  qu'on  pour- 
toit  éiioiA;er  la  définition  v*  de  la  manière  suivante  : 

Une  ratton  compddëe  dé  rai^ns  est  celle  dont  l'an* 
técédetit  efet  ^al  au  produit  àe  tous  les  antécédens  des 
raisons  composantes  et  dont  le  conséquent  est- égal  ati 
produit  de  tous  tes  conséquent  des  raisons  compo- 
èantesi 

LIVRE  XL  —  DiFiNifioN  x. 

Cette  définition  n'est  pas  proprement  une  défini* 
tion  f  mais  bien  un  théorème  qu'il  faut  démontrer.  Je 
donnerai  la  démonstration  de  cette  définition  dans  le 
tas  où  les  angles  solides  ne  sont  pas  compris  par  plus 
de  trois  angles  plans  ^  )e  ne  démontrerai  que -ce  cas, 
parce  que  dans  toutes  Uà  démonstrations  qui  sont  ap-- 
puyées  sur  cette  définition,|âl  n'est  pas  question  d'un 
seul  solide  dont  les  angles  solide,  soient  compriàpar 
plus  de  trois  angles  plans; 

Robert  Simson  soutient  que  la  définition  x  n'est 
pas  vraie  daiis  tous  les  oas^  et  que  par  conséquent  un 
grand  nombre.de  déifionstrations  du  xi^  liivre  et  {^u^ 
aieurs  démonstrationH  dti  Livre  su  ont  un  fondement 
ruineux;  ept  conséquence  il  supprime  cette  définitioii 
et  la  remplace  par  troia  théorèmes ,  qu'il  met  k  la  suit^ 
de  la  proposition  xxit. 

Pour  démontrer  que  la  définition  x  est  fausse  dana 
certains  oas^  Rob^riSimson  suppps0  deux  solides  qui 
ont  le  même  nombre  de  faces  semblables  et  égales» 
Énais  dont  l'un  a  un  én^e  solide  renUranti  tAndis  qu# 
tous  l68  angles  «olidei  de  l'autre  sont  saillans-Mais 

is 
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n'est-il  pas  évident  qu'EucHde  n'avoit  en  vue  que  les 
solides  qui  n'ont  point  d'aUgles  renirans?  Etoit-il 
nécessaire  de  renoncer  d'une  manière  expresse? 
Cette  définition  est  vraie  dans  tous  le»  cas  >  lorsque  lea 
angles  solides  sont  saillans.  Voy€%  les  notes  qui  sont  t 
à  la  suite  des  Siemens  de  Géométrie  de  A..  M.  Le^ 
gendre. 

Le  théorème  que  Robert  Simson  met  à  la  place  de 
cette  définition  est  exprimé  ainsi  :  ce  lies  solides  qui 
sont  contenus  dans  des  plans  semblables^  égaux  en 
nombre  et  en  grandeur  et  semblablement  po!iés,  et 
dont  les  angles  solides  ne  soht  pas  contenus  par  pins 
de  trois  angles  plans^  sont  égaux  et  semblables  ehtre 
eux  D. 

Ce  théorème  renferme  une  dondilion  stiperfiue  ;  de 
cela  seul  que  deux  solides  sont  terminés  par  le  même 
nombre  de  faces  égales  et  semblables^. les  faces  de  ces 
solides  sont  également  posées  dans  chaque  solide; 
c'est  comme  si  Ton  disoit  que  lès  triangles  qtif  sont 
terminés  par  des  droites  égales  et  semblablement  posées 
sont  égau^  et  semblables; 

'  Le  théorèlne  de  Robert  Simson  a  deux  cas  ;  car  une 
face  du  premier  solide  étant  appliquée  exactement  sur 
la  face  homologue  dû  second  ^  il  peut  arriver  que  les 
autres  faces  du  premier  solide  s'appliquent  exactement 
sur  les  autres  iaces  du  second  solide ,  et  il  peut  arriver 
aussi  que  le  premier  solide  soit  placé  hors  du  second» 
Robert  Simson  n!e  démontre  que  le  premier  cas^  et 
il  ne  parle  pas  du  second  ^  qui  sert  de  base  aux  dé*** 
monstrattons  xxviii  et  xl  du  xi*  Livre  et  aux  dé^ 
monstrations  ni  et  rv  du  xn(®  Livre  :  donc  toutes 
ces  démonstrations  ont  véritablement  un  fondement 
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ruineax  par  le  moyen  des  corrections  de  Robert 
Simson  (i). 

LIVRE  XI.  —  BROPosiTiQK  x.'Vfpag.So^fiig.^. 

Après  cette  phrase^  ce  et  puisque  BA  est  parallèle  à 
Ia  droite  GH»^  Robert  Simson  veut  qu'on  ajoute; 
(c  car  chacuniB  de  ces  deux  droites  est  parallèle  à  la 
droite  E  D  qui  nfest  pas  dans  le  même  plan  que  ces 
droites  »« 

(i  )  Etonné  que  les  Géomètres  aient  cm  pendant  treize  siècles, 
que  lajdéfinition  x  étoit  vraie,  Roliert Simson  s'écrie,  pag.  388  : 
Qaid  autem  dicendum ,  si  bsBC  propositionon  v«ra  sit?  Nonne 
confitendum  esi  Geometras  per  mille  tercentos  annos  in  hâc  re 
olementari  deceptos  fuisse?  Et  6z  hpo  quidam  modestiam-dis* 
cere  debemus,  atque  agnoscere  q.uam  param  nobis  cavere  pos-r 
«umus,^ua  est  menfis  humanse  imbeciliitas,  ne  in  errores 
iil.cidamus  eliam,  in  prinx^ipiis  sçienjiarum  q^uae  lûter  maxime 
certas  merito  ^stimantur. 

Mais  que  devons-nous  dire  si  cette  proposition  n'est  pas. 
vraie?  Ne  devons-nous  pas  avouer  que  les  Géomètres  ont  été 
^ans  Perreur  pendant  treize  siècles  au  sujet  de  cetle  proposi- 
tion élémentaire  ?  Que  cela  nous  apprenne  ci  èlre  modestes  et 
â.  recounoUre  combien  il  nous  est  difficile  d'être  toujours  sur 
nps.  gardfBS.,  et  combien  notre  esprit  est  foible,  puisque  nous 
ne  pouvons  pas  même  nous  garantir  de  Terreur  dans  les  prin- 
cipes des  sciences  qui  passent  avec  raison  ^ov^  Icts  j^lus  cçr-. 
taines. 


§66  NOTES- 

jsr.  M*  Lea  propositious  suiVanleA,  (|Mi  sont  U  clémonstrar 
liun  de  la  définition  x ,  doivent  être  mises  a^cs  la  propo- 
sition XXII. 

"/  ,.  t 

|»ROPOSITION    J. 

$li  deux  angles  solides  sont  compris  chacun  par  trois 
angles  plans  y  et  si  les  angles  plans  du  premier  sont 
égaux  ûux  angles  plans  du  second,  chacun  à  chacun  ^ 
les  plans  des  angles  égaux  seront  également  inclinés 
les  uns  sur  les  autres  dans  les  deux  solides. 

Soient  le»  d?ax  angles  «oUde*  A  et  A'  (  %*  945  \i  que 
Fangle  solide  A  soit  compris  par  ]es  trois  angles  plans 
BAC>  GAD^  DAB;  qine  l'angle  solide  A' soit  com- 
pris par  les  trois  angles  plans  B'A'C,  C  ■  A'D',  D' A'B'  ; 
qne  l'angle  BAC  soil  égal  à  l'angle  B'A'C,  l'angle  CAD 
^gal  à  l'angle  C'A'D'  et  l'angle  DAB  égal  à  l'angle 
D'A'B'  :  je  dis  que  les  plans  des  angles  égaux  sont 
également  inclinés  les  uns  sur  les  autres  dans  les  deux 
angles  solides. 

D'un  point  quelconque  B  de  la  droite  AB  menez 
dans  le  plan  BAD  la  4^oite  B'D  perpendiculaire  sui: 
la  droite  AB;  du  même  point  B  menez  dans  le  plan 
BAC  la  droite  BC  perpendiculaire*  sur  la  droite  A  B; 
joignez  les  peints  C ,  D  :  feiîes  la  droite  A'  B'  égale  à  la 
droite  A  B,  et  du  point  B'  menez  dans  le  plan  A'B'D^ 
la  droite  B'D'  perpendiculaire  sur  la  droite  A'B',  et 
^ansle  plan  B'A'C  la  droite  B'C  perpendiculaire 
fur  la  droite  A'B';  joignez  les  points  C,  D'.  La  droite 
AB  étant  égale  à  la  droite  A'B',  Tangle  BAD  égal  à 
Vî^pglB  B' A'D',  et  l'angle  ABD  étant  droit  ainsi  que 
A'B'D'^  les  triangles  ABD,  A'B  D'  sçroçi^ 
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égaux  :  donc  la  droite  BD  est  égale  à  la  droite  B^D'  et 
la  droite  AD  égale  à  la  droite  A'D'.  La  droite  BC  est 
égale  à  la  droite  B^  C  et  là  droite  AC  égale  à  la  droite 
A'C'^  par  la  même  raison.  Mais  Tangle  CAD  est  égal 
à  Fangle  C  A'D',  la  droite  AC  égale  à  la  droite  A'  C 
et  la  droite  AD  égale  à  la  droite  A'D'  :  donc  le  trian- 
gle CAD  est  égal  au  triangle  C'A'D'  :  donc  les  deux 
triangles  BCD,B' CD'  ont  leurs  c6lés  égaux  cha- 
cun à  chacun  :  donc  ces  deux  triangles  ont  aussi 
leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun  :  donc  l'angle CBD 
est  égal  à  l'angle  C'B'iy  :  donc  l'inclinaison  du  plan 
CBA  sur  le  plan  DBA  est  égale  à  l'inclinaison  du 
plan  CB'A'  sur  le  plan  D'B'A'.  On  démontrera  de 
la  même  manière ,  que  les  plans  des  antres  angles  égaux 
sont  également  inclinés  les  uns  sur  les  autres  dans  ces 
deux  angles  solides. 

Donc  si  deux  angles  solides  sont  comjpris  chacun 
par  trois  angles  plans  ^  et  si  les  angles  plans  du  pre- 
mier sont  égaux  aux  angles  plans  du  second ,  chacun 
&  chacun ,  les  plans  des  angles  égaux  seront  également 
inclinés  les  uns  sur  les  autres  dans  les  deux  solides  ; 
ce  qu'il  faUoit  démontrer. 

PROPOSITION    JB. 

Si  deux  angles  solides  sont  compris  chacun  par  trois 
angles  plans,  et  si  les  angles  plans  du  premier  sont 
égaux  aux  angles  plans  du  second,  chacun  à  chacun  ^ 
ces  angles  solides  seront  égaux  entr*eux. 

Soient  les  angles  solides  A  ^  A'  ;  que  les  angles  plans 
BAC,CAD,DABde l'angle  solide  A  soient  égaux 
aux  angles  plans  B'A'C,  C'A'D',  D'A'B'  de  l'angle 
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solide  A',  chaoun  à  chacun  :  je, dis  que  l'angle  solide  A 
sera  égal  k  l'angle  solide  A'. 

Appliquons  exactement  l'angle  BAD  snr  son  égal 
B'A'D',  il  peut  arriver  que  les  autres  angles  plans  qut 
sont  égaux  dans  les  deux  angles  solides  A ,  A'  soient 
placés  des  mêmes  côtés  ou  ne  soient  pas  placés  des 
mêmes  côtés.  Supposons  d'abord  que  l'angle  BAD 
étant  appliqué  exactement  sur  son  égal  B' A' D'îles 
autres  angles  plans  qui  sont  égaux  dans  les  deux  angles 
solides  A ,  A'  soient  placés  des  mêmes  côtés.  Puisque 
Tinclinaison  du  plan  de  l'angle  BAC  sur  le  plan  de 
l'angle  BAD  est  égale  à  l'inclinaison  du  plan  de  l'angle 
B'A'C  sur  le  plan  de  l'angle B'A'D'  (pr.  >^),  le  plan 
de  l'angle  BAC  s'appliquera  exactement  sur  le  plan  de 
l'angle  B'A'C;  mais  l'angle  BAC  est  égal  à  l'angle 
B' A'  C  :  donc  la  droite  AC  s'applique  exactement  sur 
la  droite  A'  C  ^  mais  la  droite  AD  est  appliquée  sur  la 
droite  A'  D'  et  la  droite  AC  sur  la  droite  A'  C  :  donc 
l'angle  plan  PAC  s'applique  exactement  sur  ïangle 
plan  D'A'C  :  donc  les  trois  angles  plans  de  l'angle 
solide  A  s'appliquent  exactement  sur  les  trois  angles 
plans  de  l'angle  solide  A'  :  donc  les  angles  solides  A 
et  A'  sont  égaux. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  angles  plans  BAD^ 
da  b ,  qui  sont  égaux  entr'eux^  soient  appliqués  exacte- 
ment l'un  sur  l'auti^e»  la  droite  A  B  sur  la  droite  ad  et 
la  droite  A  D  sur  la  droite  ab,etqvk  les  autres  angles 
plans  qui  sont  égaux  entr'eut  ne  soient  pas  placés  des 
mêmes  côtés  ;  il  est  évident^  dans  cette  supposition ,  que 
le  plan  BAC  ne  s'appliquera  point  sur  le  plan  dac^ 
parce  que  l'inclinaison  du  plan  BAC  sur  le  plan  BAD 
n'est  pas  égale  à  l'inclinaison  du  plan  dac  snr  le  plan 
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dah.  Le  plan  D  AC  ne  s'appliquera  point  sur  le  plan 
hac,  par  la  même  raison  :  donc  les  angles  plans  BAD, 
dab  étant  appliqués  exactement  l'un  sur  l'autre,  la 
droite  AB  sur  la  droite  a  c?  et  la  droile  AD  sur  la 
droite  a  t,  les  autres  angles  plans  qui  sont  égaux  dans 
ces  deux  angles  solides  ne  s'appliqueront  pas  les  uns 
sur  les  autres. 

Si  l'on  plaçoit  l'angle  plan  BAD  sur  l'angle  plan 
bad,de  manière  que  le  point  A  tombât  sur  le  point  a , 
que  la  droite  AB  s'appliquât  sur  la  droite  ab,  il  est 
évident  que  la  droite  AD  s'appliqueroit  sur  la  droite 
ad;  mais  alors  le  plan  de  l'angle  BAC auroit  la  position 
bac',  et  le  plan  de  l'angle  CAD  auroit  la  position  Cad, 
de  sorte  que  l'angle  solide  A  seroit  placé  au-dessous  du 
plana^fl^.  D'où  je  conclus  que  le  principe  de  super- 
position ne  peut  pas  être  employé  pour  démontrer 
l'égalité  de  deux  angles  solides  qui  sont  compris  cha- 
cun par  trois  angles  plans  et  dont  les  angles  plans  du 
premier  sont  égaux  aux  angles  plans  du  second,  cha- 
cun à  chacun,  lorscju'ayant  appliqué  l'un  sur  l'autre 
deux  angles  plans  qui  sont  égaux,  les  autres  angles 
égaux  de  ces  angles  solides  ne  sont  pas  placés  des 
mêmes  côtés  (i)  :  donc^  dans  ce  cas,  Ton  doit  se  con- 
tenter de  dire  que  deux  angles  solides  qui  sont  com  pris 
chacun  par  trois  angles  plans  et  dont  les  angles  plans 
du  premier  sont  égaux  aux  angles  plans  du  second  sont, 
égaux  entr'eux,  parce  que  leurs  parties  constituantes, 
leurs  angles  plans  et  leurs  inclinaisons  sont  égales  de 
part  et  d'autre. 

(i)  hea  angles  solides  égaux  dont  les  angles  plans  ne  pe^- 
Teni  point  être  superposés  le»  uns  sur  lea  autres,  s'appellent 
soHdes  symétriques. 
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Donc  si  deux  angles  solides  sont  compris  chacun 
par  trois  angles  plans ,  et  si  les  angles  plans  du  pre- 
mier sont  égaux  aux  angles  plans  du  second,  chacun 
k  chacun ,  ces  angles  solides  sont  égaux  entr'eux^  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION     C 

Z^s  soUdes  qui  sont  contenus  dans  le  même  nombre  de 
faces  égales  et  semblables  entr'elles  et  dont  les  angles 
solides  ne  sont  pas  compris  par  plus  de  trois  angles 
plans  sont  égaux  et  semblables  entr*eux. 

Soientlessolides  ABCDEF,A'B'C'D'E'F'  (flg.244) 
dont  les  angles  solides  ne  sont  pas  compris  par  plu»  de 
trois  angles  plans  et  que  ces  solides  soient  contenus 
«ous  le  même  nombre  de  faces  égales  et  semblables, 
c'est-à-dire  que  les  faces  ABC,  DEF,  BD,  BE^  EC 
soient  semblables  et  égales  aux  feces  AB'  C,  D'E'F, 
B'  D',  B'E',  E'C  :  je  dis  que  ces  solides  sont  égaux  et 
semblables. 

Si  l'on  pose  une  ùkce  quelconque  ABC  du  premier 
.solide sur  la  face  homologue  A'BX'  du  second,  de 
.manière  que  les  c6tés  de  ces  faces,  qui  sont  des  câtés 
homologues  des  faces  égales  et  semblables  BD,  BE, 
EC,  B'D',  B'E',  E'C  soient  appliqués  exactement 
les  un«  sur  les  antres,  ces  deux  solides  seront  placés 
du  même  côté  sur  le  plan  A'B'C,  oà  ils  seront  placés 
)'un  att-dessus  et  l'aulie  au-dessous  du  plun  A'B'C  (  i). 

Supposcms  d'abord  que  les  deux  solides  A  BC  D  E ^jg* , 

(1)  Lorsque  les  solides  sont  placés  Vnn  au-dessus  et  Tautre 
au-dessous  du  plan  A'B'C,  ils  s'appellent  8olid.e8  sywé- 
tri(|ucs. 
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A'  B'  (y  D' E'  F'  soient  placés  du  même  côté  sur  le  plan 
A'B'C.  Puisque  rinclinaisôn  du  plan  A  F  sur  le  plan 
ABC  est  égale  à  riuclinaisdn  du  plan  A^F'  sur  le' 
plan  A' B' C  {px.jé)»  la  face  AF  s'appliquera  exac- 
tement sur  la  face  A' F'  qui  lui  est  semblable  et  égale« 
Les  autres  faces  du  solide  ABCDEF  s'appliqueront 
exactement  sur  lesau  très  faces  des  solides  A'B'C'D'E'F'^ 
parla  même  raison  :  donc  ces  deuxsoUdes  seront  égaux. 
Maid  les  faces  hoinologues  sont  également  inclinées  les 
unessur  les  autres  dans  ces  deux  solides  (  pr.  ué)  :  donc 
les  deux  solides  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F',  qui  sont 
contenus  dans  le  même  nombre  de  &ces  égales  et  sem-» 
blables^  sont  égaux  et  semblables  entr'eux* 

Supposons  en  second  lieu  que  les  solides  ABCDEF^ 
ab c de f  soient  placés  Fun  au-dessus  et  Tautre  au- 
dessous  du  plan  abc;  il  est  évident  que  dans  ce  cas 
le  principe  de  snperposîlion  ne  peut  pas  être  employé 
pour  démontrer  l'égalité  de  deux  solides  qui  sont  con^ 
tenus  dans  le  même  nombre  de  fa^ea  égales  et  sembla* 
blés  entr'elles,  et  dont  les  angles  solides  ne  sont  pas 
compris  par  plus  de  trois  angles  plans  :  donc,  l'on  dçit 
se  contenter  de  dire  que  ces  deux  solides  sont  égaux 
et  semblables,  parce  que  leurs  parties  constituantes, 
savoir ,  leurs  faces,  les  inclinaisons  de  ces  faces  (pr.  ^), 
leurji  an^s  scrfides  (  pr.  J8>,  V)nt  pjirétttewemt  égales  de 
part  et  d'autre. 

Donc  les  solides  qui  sont  contenus  dans  le  même 
nombre  de  faces  égales  et  semblables  entr'eltes,  et  dont 
les  angles  solides  ne  sont  pas  compris  par  plus  de  trois 
angles  plans,  sont  égaux  et  semblables  entr'eux;  c^ 
^u'il'  falloit  démontrer, 
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LIVRE  XI.  —  PROPOSITION  xxvin, joa^. 34/ , lig.^ 

Selon  Robert  Simson  et  Clavius^  Euclide  auroit  dd 
démontrer  que  les  diagonales  CF^  DE  sont  parallèles^ 
ce  que  Robert  Simson  démontre  de  la  manière  sui- 
vante : 

ce  Soit  le  parallélipipède  AB  (fig.  188)  et  que  les 
diagonales  DE,  CF  joignent  les  extrémités  des  mêmes 
arêtes;  puisque  chacune  des  arêtes  CD,  FE  est  paral^ 
lèle  à  Tarête  G  A  qui  n'est  pas  dans  le  même  plan ,  les 
arêtes  CD,  FE  seront  parallèles  :  donc  les  diagonales 
CF,  DE  sont  dans  le  même  plan  que  les  arêtes  CD^ 
FE,  et  sont  parallèles  entr'elles  :  je  dis,  &c. 

LIVRE  XI.  —  PROPOSITION   XXIX. 

Celte  proposition  a  trois  cas,  et  Euclide  n'en  dé- 
monti^  qu'un  seul.  En  effet,  il  peut  arriver  que  la 
droite  M  H  tombe  sur  la  droite  GE  ou  bien  entre  la 
droite  G E  et  la  droite  F  D.  Pour  démontrer  ces  deux 
derniers  cas,  on  fera  des  raisonnemens  analogues  à 
ceux  qu'on  a  faits  pour  démontrer  les  deux  demiera 
cas  de  la  proposition  xxxv  du  i**^  livre.  Koyezhi  notô 
sur  cette  proposition. 

LIVRE    XII.  PROPOSITION    XVII. 

Cètie  démonstration  est  incomplète  selon  Robert 
Simson  et  selon  moi.  Après  avoir  démontré  que  le 
quadrilatère  BKSP  ne  touchera  point  la  surface  de 
la  plus  petite  sphère ,  Euclide  conclud  que  les  faces  du 
polyèdre  inscrit  ne  toucheront  point  la  surface  de  la 
plus  petite  sphère.  J'ai  complété  cette  démonstratioa 


r 


Ê  T     A  B  D  I  T  I  O  N  S.  5ri 

d'Ëuclide.  Fbyez  la  proposition  xxviii  du  Supplé- 
ment ,  le  Lemme  et  le  deuxième  Corollaire  qui  suivent 
cette  proposition. 


FIN. 


DE  L'IMPRIMERIE  DE  CRAPELET. 


ERRATA. 

L'éloile  placée  après  le  second  nombre  indique  quilfixut  compter 
les  lignes  en  montant^  et  la  figure  —  vêui  dir9  lisez. 


S 

4 

i5 


6*  qn!  est  toote  également  in- 
'  terposée  —  qui  est  égale- 
ment placée 
pleine  —  plane 
interposée  et—  placée  en- 
tre ses  lignes 
«    à  —  sur 

1*  les  figures  —  la  figure 
9   interceptée  — soutendne 
9*  supprime^  ou  polygone 

7  qui  -^  qui  a 

4  et  si  les  deux  ancres  com- 
pris entre  les  côtés  égattx 
de  ces  deux  triangles  sont 
aussi  égaux  —  et  si  Pan- 
gle  compris  entre  les  côtés 
égaux  est  égal  dans  les 
deux  triangles 
c'est-à-dire  —  savoir 

j,   des  —  de  ces 

6*  c'est-à-dire  l'angle  ABC-** 

c'est-à-dire  que  l'angle 

ABC  sera 
ft*  même  correction  que  io,4 
7*  puisque— puisquela  droite 
ii»et  — ets'il 
6*  et  —  et  qu'il 

5  les  deux  angles ,  8cc.  — 
l'angle  compris  entre  fes 
côtés  égaux  est  égal  dans 
les  deux  triangles 

a*  s'appliquant  -—  s'appli- 
quoit 

•»  même  correction  que  1 7, 5 

la   la  droite  aF.  *-*  la  droite 

AF  :  )ç  dis  que  l'angle  BAC 

est  partagé  en  deux  parties 

égales  par  la  droite  AF 

8  à  —  sur 
7    à  — sur  ^ 

6  point -^  point  quelconque 
_^  8  jusqu'enî"— verslepointF 
Si   14   iupprimei cependàat 

8  »'  1 5    jusqu'au  —  vers  le 
33     7*^  que   cependant  elles  — * 
qu'elles 


I 


M 

a 

A 

a 
8 
8 

4 
»o 


jo  18 
Il      9 


1 1 
M 
i5 
16 

*7 


17 
18 

>9 


aS 
â6 
fl8 


P*S' 

lig. 

83- 

6»  BDD  —  BDC 

84 
86 

a*  supprime^  cependant 

88 

1    FK---F0 

se 

a    FK-^FD 

88. 

18   démontrer.  «^  fidie. 

88 

Il    AC  — ACégate 

88 

1  f  »  et  raiigle  DEG  —  Pasglé 

DEG  sera 

48 

10   parallèles  —  dioites 

60 

8    en  •«—  vers 

5o 

10    CAD  — CAS 

5a 

9  puisque  ^- donc  puisque 

S8 

7    égales  —  égales  et  paral- 

lèles 

58 

4»  FFD  —  EFD 

60 

1    DBC  — EBC 

84 

7   soient  —  sont 

64 

S*  U  dernUr  mot,  ÏFC— KGC 

65 

14   triangle  —  angle 

89 

9   à  — sur 

80 

6»  GC  —  la  droite  GC 

85 

16    LH  — LG 

86 

7    directement    une    droite 

quelconque  —  une  droite 

qui  ait  la  même  direction 

^ 

8»  idem. 

^9 

9   au  —  au  double  du 

98 

4    même  correction  que  867, 

96 

3*  CF  —  CE 

9^ 

a    même  correction  que  8 6,  f 

ICI 

1 1    obus  angle  -^  obtusangle 

ICI 

7*  idemi 

IDA 

9*  idem. 

106 

10    commun  —  commun  dtf 

111 

8    AFB^AEB 

llA 

6»FF— FE 

ii5 
laS 

1 1*  supprime^  un 
1    BND  — NMD 

180 

1    ABD  — ABC 

iSa 

4   et  qu'oti  mèné-^— ;  menez 

»S6 

5   dans  tine  circonférence  de 

—  dans  un 

158 

4    FG  — FA 

i4i 

5    au  —  sur  le 

*4t 

18    à  — sttf 

E   R  R 

a  4»    S    une  position  comme  —  la 

même  position  que 
i48  I»    ligne  —  droite 

1 55  6»  placés ,  &c.  —  placés  tous 

deux  au  centre  ou  tous 
deux  à  la  circonférence 

1 56  •*  idem, 

157  5  idem, 
|58     g    idem. 

j  Sg  a*  des  —  de  ces 

i6a  b*  les -—des 

i63  A*  JUf^/y/'/me^ on  démontre  que 

J67  11    l'angle-^;  mais  l'angle 

168  7*  supprime^  fig.  98 

i6B     1*  conduisez  —  du  point  F 
conduisez 

169  S  FG  — FA 
16.9  4  AG— FG 
J69    4   BG^BF 

175  6    quarrés  —  quarrés  de 

176  i*la  — le 

177  8    et — mais 

178  8    autour  d'une  —  à  une 
178  10   autour  de — à 

1 78  7*  autour  d'un  —  à  un 

179  1  autour  d'une  -—  à  une 

179  S  autour  de -»  à 

180  jft   avec-» à 
i8o  i5    idem, 
j8i     8    idem, 

181  11  idem, 
i8i  lo* idem, 
181     7*  i^ffy». 

i8a  ift   mais  »-  et  que 
i8ft  i4   doBC-i-, 
v8s    4^  avec  le  •>*  au 
i8a     1^  avec  — à 
i«4  '7*  *o7 —  109 
iR5    6*108  —  109* 
1 SS    s    autour  du  —  an 

186  1    J09  —  109** 

187  5   cet  angle  —  ce  triangle    ' 

188  14   autour  du  •*- au 

189  14   JPH  — FK 

1  go  1    autour  du  —  au 

191  6*  autour  d'un  —  à  un 

19»  4*  autour  de  —  à 

19*  4   la  base  —  mais  la  base 

»9»  4*  autour  du  —  au 

I  ga  ft*  autour  d'un  —  à  un 

193  14   autour  du —i  au 

»97  »ft   au  —  à  ee 


ATA.  5^5 

i9«     3    fK  — CK 

199    6*GMH  — GML 

aco  11    FE  — .  FL 

aoi     8    KCE  — KCF 

ttoi    i3    supprime^  un 

«17     4    FD  — CD 

fti7     6    AC  — FE 

•  17     7    FE  — AC 

ai8     6*BaC— EGF 

i»i8     5»EGF  — BAC 

s  1 9  11*  puisque  —  puisque  l'angle 

aa6  6  que  de  même  —  de  même 
que 

aft8     9    double  -*  triple 

aS  1     3*  étant  —  ayant  été 

a4o     3*  es  —  ces 

«43  18    *ttf>/>rme^  (fig.  1 58) 

«43     9*  rechange  —  échange 

a44    5^  Comme  •-«  comme  le 

£44    5*  est  —  est  au 

a46     S    £B  — doncEB 

a48    8   GH  — GK 

«48     9*FH-.FG 

«49  7*  ^'00  démontre — l'on  a  dé- 
montré 

a5i  io*B  — C 

a53   10    NG— -NH 

a54  9»  construites  —  et  cons- 
truites 

a57  i5  du  diamètre  —  de  la  dia- 
gonale « 

a57  18   idem, 

a  59  10*  idem, 

aSg     8*145  — î46 

•61  7*  du  même  diamètre  —  de 
la  même  diagonale 

a6a     1    idem, 

a6a    4   diamètre  —  diagonale 

a8a  8  du  même  diamètre  — -  de 
la  même  diagonale 

a6«     6*  idem. 

«63     I    idem, 

a 63     9   supprime^  que  lai 

fl64     8    idem, 

a64  j3    idem, 

a 64  lî*  puis  — puisque 

fi64  11*  du  même  diamètre dm 

la  même  diagonale 

a 64  10*  diamètre  —  diagonale 

a65  a*  du  même  diamètre  —  de 
la  même  diagt)nale 

a65     i*  diamètre  —  diagonal» 
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p»g.   lig. 

«66     4*  supprime^  qae  lui 

A67     8    figure  —  paraUélogramme 

A67  1 1  les  défauts  ,  &c.  —  et  qui 
est  semblable  au  parallé- 
logramme donné 
A67  8*  appliqué  sur  la  moitié  de 
la  droite  AB  ,  les  défauts 
étant  semblables ,  et  que 
le  parallélogramme  au- 
quel le  défaut  doit  être 
semblable  soit  D  —  qui  est 
appliqué  sur  la  moitié  de 
la  droite  AB  et  qui  est 
semblable  an  parallélo- 
gramme donné  D 

a68  1 1    donné  —  donnée 

» 6  8     8  *  supprimti  que  lui 

a68  7*  mais  EF  est  semblable  à 
D  :  donc  —  puisque  le  pa- 
rallélogramme EF  est  sem- 
blable au  parallélogram- 
me D, 

271   14   EL  —  FL 

a77     S*  ACE  —  DCE 

«78     9   seront  —  seront  égaux 

*8o     9    et  —  et  les 

a8o     9    BHF  — EHF 

a8o  11    BGL  — BGC 

3oo     8    ;  mais  — ,  et 

Io4  10   à  —  sur 

304  11    îHtm. 

8o4  7*  à  l'un  et  à  Tautre  —  sur 
l'un  et  sur  l'autre 

5o6  i5    DAF  — DAE  ^ 

808     8    avec  —  à 

3aaM  a   )e  dis  —  je  dis  aussi 

Sa  5     ft*  soient  —  sont 

3*7  i5   AL  — RL 

354  8  parallélipipède— parallé- 
lépipède ,  et  la  mime  cor- 
rection par-tout, 

335  10  mais  trois  plans  —  mais 
trois  plans  de  ces  solides 

858     5    FHE  — FGE 

53 9  4*  angles  solides  —  angles 
plans 

340    â*  parallélogrammes  —  pa- 


A  'r  a; 

P«€-    lig- 

rallélogrammes  de  ces  pa« 

-tallélépipèdes 
34a     6   droites  insistentes— arêtes 
34a  >i    idem» 
345  i5    idem» 
843     5*  idem» 

344  ^*  idem, 

345  1    idem. 

345  i3   d'abord  —  supposons  d'a- 
bord 
34s  i5    droites  insistentes —arêtes 

848  9   idem. 

849  ft    idem, 

a5«     3*AE  — lecôté  AE 

353     3    droites  insistentes— arêtes 

353  8*  sont  —  sont  réciproque-    m 

ment  ^ 

354  4    QP— .QR 

356  3    droites  in2istentej^<;;* arêtes 
367  11    idem,  '' 

357  lA    PQ  —  RQ 

359  i5    BC  — BT 
359*18    idem, 

360  6    droites  insistentes— arêtes 
3dft    6    soutendus  par  —  ad)a- 

cens  à 
367     3    et— et  si 
576     9    si  —  car  si 
395     9*  ABCEM  —  ABCDEM 
397     6*  .  La  pyramide  — ,  mais  la 

pyramide 
897     1*  maïs  on  —  et  l'on 
400     9   DEFO  — DEFïi 
410     7*  sera  — est 
4S0    6*  qui  ne  touche  ■—  dont  les 

faces  ne  touchent 
4So     **  idem, 
433     1    dans  —  sur 
433     8    et  mçnez —  ;  menez 
457     7*  bases  —  faces   ^ 
.437    6*  donc  —  donc  les  faces  de 
457     5*  touche  —  touchent 
439     6    qui  ne  touche  —  dont  les 

faces  ne  touchent 
441     6    idem, 

448    6   sont— forment  des  angWs 
475     9*  G  —  G' 
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